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RÉSUMÉ. Nous étudions la structure du groupe de Greenberg-Selmer cyclotomique
attaché à un motif d’Artin irréductible général sur Q et muni d’une p-stabilisation
ordinaire. Nous prouvons que celui-ci est de torsion sur l’algèbre d’Iwasawa dans une
multitude de cas, grâce à des résultats classiques issus de la théorie de la transcendance
p-adique. Nous exprimons en outre le terme constant de sa série caractéristique à
l’aide d’un régulateur p-adique et mettons en évidence un phénomène de zéros triviaux.
Dans un deuxième temps, nous spécialisons notre étude aux motifs d’Artin attachés à
des formes modulaires classiques de poids 1. À l’aide de la géométrie de la courbe de
Hecke en ces points, nous formulons une Conjecture Principale, dont nous prouvons une
divisibilité à l’aide d’un théorème de Kato.

INTRODUCTION

Soit M un motif surQ et à coefficients dans un corps de nombres E, et soit p un nombre
premier impair. Lorsque M a bonne réduction et est ordinaire en p, Greenberg, Coates,
Perrin-Riou [Gre94, Coa91, PR95] ont conjecturé l’existence d’une fonction L p-adique
interpolant les valeurs spéciales des fonctions L des déformations cyclotomiques de M.
Ils formulent en outre une Conjecture Principale d’Iwasawa donnant une interprétation
arithmétique de ces objets, comme générateurs de l’idéal caractéristique d’un groupe de
Selmer associé à M. Comme le remarque Greenberg [Gre14], cette Conjecture Principale
se déduit des résultats de Wiles [Wil90] dans le cas particulier d’un motif attaché à une
représentation d’Artin de dimension d ≥ 1 découpant un corps totalement réel. Lorsque
M est un motif d’Artin quelconque, M n’a plus de nécessairement de valeur critique et
l’on ne peut pas appliquer la construction de fonctions L p-adiques à la Deligne-Ribet
[DR80]. Nous nous proposons ici de décrire dans un premier temps la structure des
groupes de Selmer de motifs d’Artin généraux, puis nous formulons et étudions une
Conjecture Principale dans le cas particulier où M provient d’une forme modulaire
classique de poids 1.

Aspects algébriques. Soit M un motif irréductible et non-trivial sur Q et à coefficients
dans un corps de nombres E ⊆Q provenant d’une représentation d’Artin ρ : Gal(Q/Q)−→
GLE(V ) de dimension d ≥ 1, et soit p un nombre premier impair. On fixe des plongements
ι` : Q ,→ Q` pour tout nombre premier ` ainsi que ι∞ : Q ,→ C. On note Vp = V ⊗E,ιp L
la réalisation p-adique de M, où L est une extension finie de Qp contenant ιp(E). On
dira que M admet une p-stabilisation ordinaire, s’il existe un sous-E-espace vectoriel
V+ de V de dimension d+ = dimE H0(R,V ), stable pour l’action galoisienne locale en p
de Gal(Qp/Qp) et dont le quotient V− := V /V+ est non-ramifié en p. On posera alors
V±

p = V±⊗E,ιp L et on notera ρ+ la Gal(Qp/Qp)-représentation associée à V+
p . Le choix
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d’une p-stabilisation ordinaire de M ainsi que d’un OL-réseau Gal(Q/Q)-stable Tp de
Vp permet de définir le groupe de Greenberg-Selmer cyclotomique X∞(ρ,ρ+) comme
étant le dual de Pontryagin du noyau de l’application de restriction global-local en
cohomologie galoisienne

H1(Q∞,Tp ⊗Qp/Zp)−→ H1(Ip,T−
p ⊗Qp/Zp)× ∏

` 6=p
H1(I`,Tp ⊗Qp/Zp),

où Q∞ = ⋃
nQn désigne la Zp-extension cyclotomique de Q, où les I` sont les sous-

groupes d’inertie en ` (voir Définition 2.1.2 et Remarque 2.1.3) et où T−
p est l’image de Tp

dans V−
p . Lorsque d+ = d, on a V+ =V et on retrouve le groupe de Selmer attaché à une

représentation d’Artin totalement paire (cf. [Gre14]). X∞(ρ,ρ+) est un module de type
fini sur l’algèbre d’Iwasawa OL[[Gal(Q∞/Q)]], que l’on identifie désormais à Λ :=OL[[T]]
en envoyant un générateur topologique γ ∈ Gal(Q∞/Q) sur 1+T. Si X∞(ρ,ρ+) est de
torsion, on note Lalg

p (ρ,ρ+;T) ∈Λ− {0} sa fonction L p-adique algébrique, c’est-à-dire un
générateur de son idéal caractéristique (cf. Définition 1.2.2).

Le théorème principal de cette première partie décrit la structure du Λ-module
X∞(ρ,ρ+). On s’attend à ce qu’il soit toujours de torsion [Gre94, Conjecture 3.3], ce qui
est nécessaire pour formuler une Conjecture Principale d’Iwasawa. C’est en effet le cas
lorsque d+ = d d’après un théorème célèbre d’Iwasawa [Iwa73], et l’idéal caractéristique
carΛ X∞(ρ,ρ+) est alors étroitement lié à la fonction L p-adique construite par Deligne
et Ribet [DR80]. En général, on peut contrôler le rang de X∞(ρ,ρ+) en termes de la
non-annulation d’une certaine famille de régulateurs p-adiques Rχ(ρ,ρ+) ∈Qp de taille
d+× d+ (cf. Définition 2.4.2), où χ parcourt l’ensemble des caractères d’ordre fini de
Gal(Q∞/Q). La conjecture de Schanuel p-adique (cf. Conjecture 2.4.6), une conjecture très
forte de théorie de la transcendance p-adique, implique que l’on a toujours Rχ(ρ,ρ+) 6= 0.
On introduit la condition beaucoup plus faible suivante :

(P) La suite n 7→ (d+−1) ·#
{
χ : Gal(Qn/Q)−→C× ∣∣ Rχ(ρ,ρ+) 6= 0

}
− (d+−2) · pn

n’est pas majorée.
La condition (P) est clairement vérifiée pour d+ = 0 ou 1, et pour d+ ≥ 2 elle exprime le
fait que la proportion asymptotique des caractères χ tels que Rχ(ρ,ρ+) 6= 0 est ≥ d+−2

d+−1 .
Théorème A (= Théorèmes 2.1.6 et 2.1.7). Soit H ⊆Q le corps de nombres découpé par
ρ, et soit ρ la représentation résiduelle de ρ déterminée par le choix de Tp.

(i) Si d+ = 1, alors Rχ(ρ,ρ+) 6= 0 pour tout caractère χ et donc (P) est vraie.
Si d+ = 2 et si (ρ+1 ,V+

1 ) et (ρ+2 ,V+
2 ) sont deux p-stabilisations ordinaires de ρ telles

que dimV+
1 ∩V+

2 = 1, alors (P) est satisfaite par (ρ,ρ+1 ) ou par (ρ,ρ+2 ).
(ii) Si (P) est satisfaite, alors X∞(ρ,ρ+) est de Λ-torsion. Si, de plus, H0(Q,ρ) =

H0(Q,Hom(ρ,µp))= 0, alors X∞(ρ,ρ+) n’a pas de sous-Λ-module fini non-nul.
(iii) Supposons que H∩Q∞ =Q, que R1(ρ,ρ+) 6= 0 et posons e(ρ,ρ+) := dimH0(Qp,V−

p ).
Alors Lalg

p (ρ,ρ+;0) 6= 0 si et seulement si e(ρ,ρ+)= 0, et en général, on a l’inégalité

ordTLalg
p (ρ,ρ+;T)≥ e(ρ,ρ+).

Ce théorème montre en particulier que le groupe de Selmer X∞(ρ,ρ+) est de torsion
dans une multitude de situations concrètes, comme par exemple celle d’une forme
modulaire de Hilbert de poids 1 sur Q ou sur un corps quadratique réel. On peut
définir à niveau fini n ≥ 0 un groupe de Selmer Xn(ρ,ρ+), que l’on décrit à l’aide de
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la suite d’inflation-restriction, pour nous ramener à l’étude du groupe de Galois de la
plus grande pro-p extension abélienne de Hn = H ·Qn non-ramifiée en dehors de p. Sa
structure galoisienne dépend, par la théorie des corps de classes, de la manière dont le
p-complété des unités globales de Hn s’envoie dans le produit de ses unités locales. On
majore dans un premier temps le rang de Xn(ρ,ρ+) en fonction du rang des matrices
définissant Rχ(ρ,ρ+). Il s’avère que Xn(ρ,ρ+) est d’ordre fini lorsque tous les régulateurs
sont non-nuls. On obtient dans un deuxième temps une majoration du rang de X∞(ρ,ρ+)
en étudiant le noyau et conoyau des applications de contrôle

X∞(ρ,ρ+)Gal(Q∞/Qn) −→ Xn(ρ,ρ+),

à l’aide de calculs fins de cohomologie galoisienne. Ces calculs, pour n = 0, mettent aussi
en évidence l’existence de zéros triviaux et démontrent le point (iii). En faisant appel
à la version p-adique, due à Brumer, du théorème de transcendance des logarithmes
de nombres algébriques de Baker [Bru67], on déduit que X∞(ρ,ρ+) est de torsion sous
la condition (P). On conclut la preuve du point (ii) grâce aux résultats généraux de
Greenberg sur la structure des groupes de Selmer, que l’on reformule dans la Section 1.5.
Commentons enfin le point (i) lorsque d+ = 2. La conjecture des quatre exponentielles
prédit que Rχ(ρ,ρ+i ) (pour i = 1,2) ne s’annule jamais et donc que (P) est vraie pour ρ+1 et
pour ρ+2 . Une version plus faible de cette conjecture, le théorème des six exponentielles
de Roy [Roy92], montre que au moins l’un des deux régulateurs ne s’annule pas, ce qui
suffit pour montrer que (P) est vraie pour ρ+1 ou pour ρ+2 .

Notons que les calculs menés se simplifient nettement sous l’hypothèse que d+ = 1,
que ρ est non-ramifiée en p et que p ne divise pas l’ordre de l’image de ρ. Des résultats
similaires ont récemment étés obtenus indépendamment par Greenberg et Vatsal
[GV20] sous ces hypothèses supplémentaires.

En général, changer de réseau Tp multiplie la fonction L p-adique algébrique par
une puissance de p (Proposition 2.1.4). Lorsque ρ est résiduellement irréductible,
Lalg

p (ρ,ρ+;T) ne dépend que du choix de la p-stabilisation et est définie à multipli-
cation par une unité de Λ près. En l’absence de zéro trivial, on peut déterminer le terme
constant de Lalg

p (ρ,ρ+;T) à une unité p-adique près, sous les hypothèses suivantes
(excluant un nombre fini de nombres premiers p) :

(nr) ρ est non-ramifiée en p,
(deg) p ne divise par l’ordre de l’image de ρ, i.e., p - #G, où G :=Gal(H/Q),
(dim) p ne divise pas la dimension de V , i.e., p - d,

En particulier, ρ est résiduellement irréductible, et on peut choisir l’extension L non-
ramifiée sur Qp et contenant H ' ιp(H)⊆Qp. L’extension linéaire logp :O×

H⊗OL −→ L du
logarithme p-adique sur le groupe des unités du corps de nombres H est à valeurs dans
pOL. Par ailleurs, le OL-module HomG(Tp,O×

H ⊗OL) est libre de rang d+ en choisissant
L ⊆Qnr

p assez grand. Fixons-en une base (Φ1, . . . ,Φd+), et notons~t1, . . . ,~td+ une base de
T+

p . Ces choix fournissent une définition "p-intégrale" (i.e., bien définie modulo O×
L,) du

régulateur R1(ρ,ρ+) en posant

Rp(ρ,ρ+)= det
(
logp

(
Φi(~t j)

))
1≤i, j≤d+ ∈ pd+

OL.

Le théorème suivant se déduit des techniques de la preuve du Théorème A et de la
description explicite de X0(ρ,ρ+).
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Théorème B (= Théorème 3.1.2). Supposons que ρ satisfait (nr), (deg) et (dim). Si
Rp(ρ,ρ+) 6= 0 et e(ρ,ρ+)= 0, alors X∞(ρ,ρ+) est de torsion sur Λ, et le terme constant de
sa fonction L algébrique est donné par

Lalg
p (ρ,ρ+;0)= Rp(ρ,ρ+)

pd+ · d
√

#
(
Clp(H)ρ

)
,

à une unité de OL près, où Clp(H)ρ désigne la composante ρ-isotypique du p-groupe des
classes de H.

L’élément Rp(ρ,ρ+) vit par définition dans l’ensemble L mod O×
L, c’est-à-dire que

seule sa valuation p-adique est définie. On peut définir de manière analogue un élément
R(ρ,ρ+) ∈ L mod E× en considérant des E-bases respectives de HomG(V ,O×

H ⊗Z E) et
de V+. Cette quantité apparaît dans le contexte des intégrales itérées p-adiques de
[DLR16] attachées à un triplet de formes modulaires classiques ( f , g,h), où f est une
série d’Eisenstein de poids 2 et où g et h sont deux formes cuspidales de poids 1, au
moins lorsque g est p-régulière et lorsque la représentation ρ := ρgh est irréductible et
n’a pas de Gal(Qp/Qp)-invariants (cf. notations de loc. cit.). Cela suggère un lien entre
X∞(ρgh,ρgα

gh) et les "variantes de la Conjecture de Gross-Stark" étudiées dans loc. cit..

Aspects analytiques et Conjecture Principale. Nous nous concentrons plus spécifi-
quement à l’étude des motifs d’Artin associés par Deligne et Serre à une forme cuspidale
primitive f de poids 1 et de niveau Γ1(N). La réalisation d’Artin associée, notée encore
ρ, est absolument irréductible de dimension d = 2 et est impaire, i.e., d+ = 1. On suppose
encore les hypothèses (nr), (deg) et (dim) vérifiées, et en particulier on a p - N. On
note α et β les valeurs propres de ρ(Frobp), i.e., les racines du p-ième polynôme de
Hecke de f , et on fait l’hypothèse de régularité suivante :

(rég) : α 6=β.
En particulier, le choix d’une p-stabilisation ordinaire du motif associé à f revient au
choix de α ou de β, c’est-à-dire au choix d’une des deux p-stabilisations (distinctes)
fα(q) := f (q)−β f (qp) ou fβ(q) := f (q)−α f (qp) de f . On notera X∞( fα) le groupe de
Selmer associé au choix de fα, auquel s’appliquent inconditionnellement les résultats
de la partie précédente. Lorsque f a multiplication complexe par un corps quadratique
imaginaire F dans lequel p est décomposé, on retrouve le groupe de Selmer usuel du
caractère de Hecke associé (cf. Section 4.2). Le module obtenu lorsque p est inerte
mériterait d’être comparé à la définition du groupe de Selmer Sel± de Kobayashi pour
une courbe elliptique à multiplication complexe et à réduction supersingulière en p
([Kob03, PR04]).

Contrairement aux cas des formes modulaires classiques p-ordinaires de poids k ≥ 2,
il n’existe pas à notre connaissance de construction directe de fonction L p-adique
analytique pour les formes modulaires de poids 1, notamment car leur représentation
automorphe associée n’est pas cohomologique. La forme modulaire p-stabilisée fα varie
néanmoins convenablement en famille, et il est possible de définir de manière indirecte
une fonction L p-adique analytique pour fα. Une première définition d’un élément
LBD

p ( fα) ∈ O[[Γ]]⊗Zp Qp, sous la seule hypothèse (rég), est proposée par Bellaïche et
Dimitrov ([BD16, Corollary 1.3]), comme application de la lissité de la courbe de Hecke
en le point défini par fα. L’élément LBD

p ( fα), défini à multiplication par un élément de
L× près, est obtenu comme spécialisation d’une fonction L p-adique "à deux variables"
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définie sur un voisinage affinoïde U de fα, interpolant les fonctions L p-adiques usuelles
des points classiques g ∈U⋂

Z≥2.
Nos hypothèses entraînant que ρ est irréductible et p-distinguée, on peut, comme

dans le cas des formes de poids k ≥ 2, abaisser cette indétermination à O×
L. On fait

appel pour cela à la construction de [EPW06] d’une fonction L p-adique Lan
p (ρ;T) ∈

Hρ[[T]] à coefficients dans la composante locale Hρ de l’algèbre de Hecke universelle
ordinaire de niveau modéré N. Elle est définie à une unité de Hρ près, dépendant du
choix d’une période canonique en famille, et se spécialisant sur la fonction L p-adique
usuelle de formes propres ordinaires p-stabilisées de poids k ≥ 2 et niveau modéré N
(cf. Section 4.4). La forme fα définit une spécialisation φ :Hρ −→OL. L’application de φ
aux coefficients de Lan

p (ρ;T) définit un élément Lan
p ( fα;T) bien défini à O×

L près, que l’on
appelle fonction L p-adique analytique de fα. Par analogie avec la Conjecture Principale
pour les formes paraboliques primitives p-ordinaires de poids k ≥ 2 ([SU14, Conjecture
3.24]), nous proposons une Conjecture Principale pour fα.
Conjecture (=Conjecture 4.5.4). Il existe une unité u de Λ telle que

u ·Lalg
p ( fα,T)= Lan

p ( fα,T).

Le théorème principal de cette partie fournit une évidence en faveur de cette conjec-
ture.
Théorème C (=Théorème 4.5.5). Il existe un élément u ∈Λ⊗Qp tel que

u ·Lalg
p ( fα,T)= Lan

p ( fα,T).

De plus, si la Conjecture Principale pour les formes paraboliques primitives p-ordinaires
de poids k ≥ 2 est vraie, alors la Conjecture Principale pour fα est vraie.

Soit f une famille de Hida se spécialisant en fα. Nous prouvons le Théorème C par
un argument de passage à la limite sur les spécialisations fk de poids k de f, lorsque k
tend p-adiquement vers 1. La famille de Hida f définit un certain quotient Hf de Hρ qui
est une algèbre finie intègre sur l’anneau Λpoids :=Zp[[X ]]. Nous illustrons d’abord la
preuve sous l’hypothèse (très forte !) que Hf est isomorphe à l’anneau de séries formelles
OL[[X ]], et nous expliquerons ensuite comment s’en passer. Après un changement de
variables, la forme fα correspond à la spécialisation X = 0, et plus généralement, une
spécialisation classique de f de poids k, de niveau N pr et caractère ε f χζω

1−k correspond
à la spécialisation X = ζ(1+ p)k−1−1. En notant gn la forme obtenue en spécialisant en
X = (1+ p)(p−1)pn −1, on peut schématiquement illustrer la preuve de la divisibilité :

Lalg
p (gn;T)

(c) n→+∞
��

(a)
divise Lan

p (gn;T)

(b)n→+∞
��

Lalg
p ( fα;T) Lan

p ( fα;T).

Toutes les fonctions L p-adiques sont des éléments de l’anneau topologique Λ, et les
divisibilités sont dans Λ⊗Qp. L’élément Lalg

p (gn;T) est la fonction L p-adique algébrique
du groupe de Selmer attaché à gn, et la divisibilité (a) est une application d’un célèbre
théorème de Kato [Kat04, Theorem 17.4]. Notons par ailleurs qu’une divisibilité dans
Λ est prouvée dans loc. cit. lorsque la représentation galoisienne associée à gn a une
grosse image, ce qui ne sera jamais le cas ici. Pour le passage à la limite (b), on considère
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la fonction L p-adique analytique de f obtenue à partir de Lan
p (ρ;T). C’est une série

formelle à deux variables Lan
p (X ,T) par notre hypothèse simplificatrice, et (b) se déduit

de la convergence de Lan
p ((1+ p)(p−1)pn −1,T) vers Lan

p (0,T) pour la topologie naturelle
de Λ. Pour (c), on construit la représentation ordinaire Tf associée à f et à coefficients
dans Hf. On montre que le groupe de Selmer X∞(f) associé n’a pas de sous-modules
pseudo-nuls non-triviaux (Lemme 4.9.3). Comme l’anneau des coefficients Hf[[T]] est
un anneau de séries formelles, la fonction L p-adique algébrique Lalg

p (X ,T) de X∞(f)
possède les propriétés de spécialisation attendues, d’après les résultats généraux de la
Section 1. Le point (c) se montre alors comme le (b), et comme Lalg

p ( fα;T) 6= 0, on peut
conclure que Lalg

p ( fα;T) divise Lan
p ( fα;T) par un passage à la limite dans les divisibilités

(Lemme 4.6.1).
L’hypothèse Hf ' OL[[X ]] est beaucoup trop forte et implique notamment que son

localisé (Hf)p en fα est régulier, ce qui est précisément l’énoncé du théorème de lissité de
la courbe de Hecke en fα prouvé par Bellaïche et Dimitrov. En fait, on montre que leur
résultat suffit à adapter les arguments précédents. En effet, l’anneau complété

(
Ĥf

)
p est

isomorphe à Qp[[X1/e]], où e ≥ 1 est l’indice de ramification de l’application de poids en
fα. L’image de Hf dans cet anneau est finie sur Λpoids, et le théorème d’approximation
d’Artin [Art68] montre qu’elle est contenue dans un anneau de séries convergentes
O′[[Y ]] de la variable Y = X1/e/pr (pour un certain r ≥ 0) et à coefficients dans une
extension finie O′ de OL (Proposition 4.7.2). On possède ainsi un paramétrage f†(Y ) de
f permettant d’adapter entièrement la preuve précédente en remplaçant Lalg

p (X ,T) et
Lan

p (X ,T) par leurs analogues respectifs Lalg,†
p (Y ,T) et Lan,†

p (Y ,T) ∈O′[[Y ,T]].
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Notations. Corps de nombres et plongements : On fixe une clôture algébrique Q de
Q, ainsi que les plongements ι` (pour tout nombre premier `) et ι∞ de l’introduction.
Lorsque `= p, on notera toujours v la place de Q au-dessus de p déterminée par ιp. On
notera GE le groupe de Galois absolu d’une extension intermédiaire E de Q/Q ou de
Q`/Q`. Pour une extension galoisienne E ⊆ F ⊆Q on notera aussi I`(F/E)⊆Gal(F/E) le
groupe d’inertie de la place de F définie par ι`.

Représentations de groupes finis : Soit G un groupe fini et soit C un corps algébrique-
ment clos de caractéristique 0. Toute C-représentation irréductible (π,Vπ) de G définit
un idempotent

eπ = dimπ

#G

∑
g∈G

Tr◦π(g−1)g ∈C[G].

Étant donnée une C-représentation W de G, on notera Wρ := eπW ⊆W sa composante
π-isotypique.
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Dualité de Pontryagin : Pour tout Zp-module localement compact M, on note M∨ =
Homct(M,Qp/Zp) le dual de Pontryagin de M. Le foncteur M 7→ M∨ induit une équi-
valence de catégories entre la catégorie des Zp-modules discrets et de torsion et les
Zp-modules compacts.

Caractères cyclotomiques et algèbre d’Iwasawa : Soit χ̃cyc : GQ −→Z×
p le caractère cyclo-

tomique et soit ω : GQ −→µp−1 le caractère de Teichmüller. χ̃cyc induit un isomorphisme
entre Γ̃=Gal(Q(µp∞)/Q) et Z×

p , et ω induit un isomorphisme entre Gal(Q(µp)/Q) et µp−1.
Le caractère χcyc := χ̃cycω

−1 se factorise via le groupe de Galois Γ de la Zp-extension
extension cyclotomique, notée Q∞/Q, et réalise un isomorphisme Γ' 1+ pZp. On notera
γ ∈Γ l’image inverse du générateur topologique u = 1+ p de 1+ pZp. On a ainsi Γ' γZp .
L’algèbre d’Iwasawa sur une extension finie O de Zp est l’anneau de groupe complété
Λ :=O[[Γ]]. Elle est isomorphe à l’anneau des séries formelles en une variable O[[T]]
après identification de γ avec 1+T.

Tour cyclotomique et caractères : On note Qn le n-ème étage de la tour cyclotomique,
c’est-à-dire le sous-corps de Q∞ fixé par Γpn

, ainsi que Γn = Gal(Qn/Q) ' Z/pnZ. Si
ζ ∈ µp∞(Qp) est une racine de l’unité d’ordre pn, on notera χζ : GQ −→Q×

p le caractère
galoisien se factorisant par Γn et envoyant γ sur ζ. Pour n ≥ 1, le caractère χζ est d’ordre
pn et de conducteur pn+1.

1. GROUPE DE GREENBERG-SELMER D’UNE REPRÉSENTATION ORDINAIRE

1.1. Idéaux caractéristiques et spécialisations.

1.1.1. Idéaux caractéristiques. Nous rappelons quelques définitions et résultats utiles
sur les modules de type fini et de torsion sur un anneau A noethérien et intégralement
clos (ou, plus généralement, sur un anneau de Krull, cf. [Bou07, Chap. VII]). Soit PA
l’ensemble des idéaux premiers de hauteur 1 de A. Pour tout p ∈ PA, le localisé Ap

de A est un anneau de valuation discrète, dont la valuation (normalisée) vp s’étend à
Frac(A). Si M est un module de type fini et de torsion sur A, alors le localisé M⊗ Ap est
de longueur finie `p(M) sur Ap, et l’idéal caractéristique de M est défini comme étant
l’idéal entier

carA(M)= {x ∈ A : vp(x)≥ `p(M), ∀p ∈PA}.

L’application qui, à un A-module de type fini et de torsion, associe son idéal carac-
téristique est multiplicative sur les suites exactes. Autrement dit, si M est l’exten-
sion de P par N dans la catégorie des A-modules de type fini et de torsion, alors
carA(M)= carA(N)carA(P). Lorsque carA(M) est l’idéal unité de A, c’est-à-dire quand
Mp = 0 pour tout p ∈PA, alors on dit que M est pseudo-nul.

Lorsque A est isomorphe à un anneau des séries formelles O[[T]] à coefficients dans
l’anneau des entiers d’une extension finie de Qp, on a un théorème de structure des
modules de type fini sur A. Notons $ ∈O une uniformisante de O. Les idéaux premiers
de hauteur 1 de O[[T]] sont principaux et engendrés soit par $, soit par un polynôme
P(T) ∈O[T] distingué (i.e., un polynôme unitaire tel que P(T)≡ Tn mod$).
Théorème 1.1.2 (Théorème de structure sur l’algèbre d’Iwasawa). Les modules de type
fini et pseudo-nuls sur O[[T]] sont finis, et réciproquement. Si M est un O[[T]]-module
de type fini, alors il existe des entiers r ∈N, µi > 0 et m j > 0, des polynômes distingués
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irréductibles P j(T) et une suite exacte de O[[T]]-modules :

(fini) // M // O[[T]]⊕r ⊕
(
⊕

iO[[T]]/($µi ))
⊕(⊕

jO[T]/(P j(T)m j )
)

// (fini) .

Démonstration. Voir par exemple [Lan90, Chap. 5, Theorem 3.1]. �

1.1.3. Changement de bases. On rappelle ici des résultats élémentaires et bien connus
des experts sur les idéaux caractéristiques et la réduction modulo p.
Lemme 1.1.4. Soit M un A-module de type fini et de torsion, soit p ∈PA.

(1) Si M est pseudo-nul, alors M[p] et M/pM sont de torsion sur A/p.
(2) Si M/pM est de torsion sur A/p, alors p ne divise pas carA(M).

Proposition 1.1.5. Soit M un A-module de type fini et de torsion, soit p ∈PA. Supposons
que p est principal et que A/p est encore un anneau intégralement clos.

(1) Si M est pseudo-nul, alors on a carA/p(M[p])= carA/p(M/pM).
(2) Si M n’a pas de sous-A-modules pseudo-nuls différents de {0} et si M/pM est de

torsion sur A/p, alors

carA/p(M/pM)= carA(M)/pcarA(M).

Démonstration. La preuve du (1) est donnée dans [Och05, Lemma 3.1], donc nous
prouvons uniquement le point (2). Supposons que M n’a pas de sous-modules pseudo-
nuls non-triviaux, et que M/pM est de torsion sur A/p. Alors d’après le Lemme 1.1.4,
on sait que p n’apparaît pas dans la suite des idéaux premiers p1, . . . ,pd ∈PA divisant
carA M. De plus, le théorème de structure des modules de type fini et de torsion sur A
([Bou07, Chap. VII, §4.4, Théorème 5]) fournit une suite exacte courte

0 // M // ⊕d
i=1 A/pmi

i
// D // 0,

où les mi sont des entiers positifs et D est un A-module pseudo-nul. En considérant la
multiplication par un générateur x de p, on en déduit une suite exacte longue⊕

i A/pmi
i [p] // D[p] // M/pM // ⊕

i A/pmi
i ⊗A A/p // D/pD // 0.

Comme x n’appartient pas aux pi, le premier terme de cette suite exacte est nul. D’après
le point (1) appliqué à D, on a donc carA/p(M/pM)= carA/p

(⊕
i A/pmi

i ⊗A A/p
)
, c’est-à-dire,

carA/p(M/pM)=∏
i
pmi

i /ppmi
i = carA(M)/pcarA(M).

�

1.1.6. Séries caractéristiques. Lorsque A est factoriel, ses idéaux premiers de hauteur 1
sont tous principaux. C’est le cas, par exemple, quand A est régulier d’après le théorème
de Auslander–Buchsbaum, et a fortiori lorsque A est une algèbre de séries formelles
sur un anneau de valuation discrète. En particulier, l’idéal caractéristique d’un A-
module M de type fini et de torsion est un idéal non-nul et principal de A. On appelle
série caractéristique de M tout générateur de carA(M). Notons qu’elle est unique à
multiplication par une unité de A près.

Dans le cas particulier où A =O[[T]], et où O est l’anneau des entiers d’une extension
finie de Qp, la série caractéristique est une série formelle dont on peut interpréter le
terme constant (bien défini à une unité de O près) comme un quotient de Herbrand. Le
lemme suivant se déduit de la Proposition 1.1.5 (2) :
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Lemme 1.1.7. Supposons que A =O[[T]]. Soit M un A-module de type fini et de torsion,
de série caractéristique L(M;T) ∈ O[[T]]− {0}. Si M est sans sous-modules finis non-
triviaux et si M/TM est fini, alors L(M;0) 6= 0, et on a

L(M;0) =̇ #(M/TM),

où =̇ désigne l’égalité à multiplication par une unité de O près.

1.2. Groupe de Selmer et fonction L p-adique algébrique. Soient A une Zp-
algèbre profinie, et T un A-module libre de rang fini muni d’une action continue de
GΣ := Gal(QΣ/Q), où Σ est un ensemble fini de places de Q contenant p et ∞, et où
QΣ ⊆Q est la plus grande extension algébrique de Q non-ramifiée en dehors de Σ. On se
donne une suite exacte courte de GQp -modules libres sur A

0 // T+ // T // T− // 0.

On pose D = T⊗AA∨ et D± = T±⊗AA∨, où A∨ = Homct(A,Qp/Zp) désigne le dual de
Pontryagin de A. Ce sont des A-modules co-libres, c’est-à-dire que leurs duaux de
Pontryagin sont libres sur A. Pour tout n ∈ N∪ {∞}, on définit Dn := IndQ

Qn
D comme

étant l’induite de GQn à GQ de D, vu comme GQn-module discret. Autrement dit, il s’agit
du A-module des fonctions localement constantes f : GQ −→D telles que

∀g ∈GQ, ∀h ∈GQn , f (hg)= hf (g).

Il est muni de l’action de GQ donnée par la formule (γ. f )(g) = f (gγ), et s’il on pose
An =A[Γn] si n est fini et A∞ =A[[Γ]], alors il est canoniquement isomorphe à D⊗AAn,
muni de l’action de GQ sur les deux facteurs du produit tensoriel. On définit de même
D±

n comme étant IndQp
Qp,n

D±, où Qp,n est le n-ième étage de la tour cyclotomique de Qp.
Comme Gal(Qp,n/Qp)'Γn, le GQp -module D±

n est canoniquement isomorphe à D±⊗AAn
et on obtient une suite exacte courte

0 // D+
n

// Dn // D−
n

// 0.

Nous travaillerons avec la définition suivante (cf. [SU14, Section 3] ou [Gre16]).
Définition 1.2.1. Soit n ∈N∪ {∞}. On appelle groupe de Selmer de niveau n attaché
à (T,T+) le An-module défini comme étant le noyau de la flèche de restriction globale-
locale :

Seln(T,T+) := ker
[
H1(QΣ/Q,Dn)−→ H1(Ip,D−

n)×∏
`∈Σ,` 6=p H1(I`,Dn)

]
' ker

[
H1(Q,Dn)−→ H1(Ip,D−

n)×∏
` 6=p H1(I`,Dn)

]
.

Le groupe de Selmer dual est défini comme étant

Xn(T,T+)=Seln(T,T+)∨.

D’après les propriétés de base de la cohomologie des modules discrets, on a Sel∞(T,T+)=
lim−−→n

Seln(T,T+). Par ailleurs, H1(QΣ/Q,Dn)∨ étant de type fini sur An, cela est encore
vrai pour Xn(T,T+) (voir par exemple [NSW08, Chap VIII, §3, Theorem 20]). Par ailleurs,
on ne considérera jamais la cohomologie locale aux places archimédiennes, puisque
qu’elle est toujours triviale lorsque p est impair.
Définition 1.2.2. Supposons que le groupe de Selmer dual X∞(T,T+) est de torsion sur
A[[Γ]]. La fonction L p-adique algébrique Lalg

p (T,T+) ∈A[[Γ]]− {0} attachée à (T,T+) est
la série caractéristique associée à X∞(T,T+).
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1.3. Lemme de Shapiro. Soit G un sous-groupe fermé de GΣ et soit H un sous-groupe
ouvert normal de G. Le lemme de Shapiro relie la cohomologie de D, vu comme H-
module, à la cohomologie du G-module induit IndG

HD. On a, pour tout entier i ≥ 0,
l’isomorphisme de Shapiro (fonctoriel par rapport à D et à H, voir [Nek06, Chap. 8,
§1.]) :

H i(H,D)' H i(G,IndG
HD).(1)

On en déduit le lemme suivant (par passage à la limite si n =∞).
Lemme 1.3.1. L’isomorphisme de Shapiro induit un isomorphisme :

Seln(T,T+)' ker

[
H1(QΣ/Qn,D)−→ H1(Ip(QΣ/Qn),D−)× ∏

`∈Σ,` 6=p
H1(I`(QΣ/Qn),D)

]
.

Remarque 1.3.2. Soit λ la place de Q∞ définie par ι`, pour un nombre premier ` 6= p.
Le groupe de Galois Gal(Qnr

`
/Q∞,λ)=GQ∞,λ /I`(QΣ/Q∞) est d’ordre premier à p, donc la

suite exacte d’inflation-restriction montre que l’application de restriction

H1(Q∞,λ,D)−→ H1(I`(QΣ/Q∞),D)

est injective. Sel∞(T,T+) s’identifie ainsi au noyau de l’application

H1(QΣ/Q∞,D)−→ H1(Ip(QΣ/Q∞),D−)× ∏
λ|`∈Σ,` 6=p

H1(Q∞,λ,D).

Le lemme de Shapiro montre alors que l’on a aussi :

Sel∞(T,T+)= ker

[
H1(QΣ/Q,D∞)−→ H1(Ip(QΣ/Q∞),D−

∞)× ∏
`∈Σ,` 6=p

H1(Q`,D∞)

]
,

où D∞ est défini plus haut comme étant D⊗AA[[Γ]].

1.4. Changement de bases. On conserve les notations précédentes. Pour tout idéal
a⊆A, on a un isomorphisme naturel

(A/a)∨ =A∨[a],

et donc on a T/a⊗A/a (A/a)∨ =D[a] (et similairement pour T+). En particulier, on a une
application naturelle

(2) Sel∞(T/a,T+/a)−→Sel∞(T,T+)[a].

Il s’agit d’un isomorphisme sous certaines conditions générales, comme le précise la
proposition suivante, inspirée de [SU14, Proposition 3.7].
Proposition 1.4.1. Soit n ∈N∪ {∞}. Supposons que l’idéal a est principal, que Ip(Q/Qn)
agit trivialement sur D−, et que les A-modules DGQn et DI`(QΣ/Qn) sont divisibles pour
tout ` ∈Σ.

Alors l’application de changement de base (2) est un isomorphisme

Seln(T/a,T+/a)'Seln(T,T+)[a],

et donc elle induit par dualité un isomorphisme

Xn(T,T+)/aXn(T,T+)' Xn(T/a,T+/a).
4



Démonstration. Soit x ∈ A un générateur de a. D’après le Lemme 1.3.1, on a

Seln(T,T+)= ker

[
H1(QΣ/Qn,D)−→ H1(Ip(QΣ/Qn),D−)× ∏

`∈Σ,` 6=p
H1(I`(QΣ/Qn),D)

]
.

On montre d’abord que l’application naturelle τ : H1(QΣ/Qn,D[a])−→ H1(QΣ/Qn,D)[a]
est un isomorphisme. Comme a est engendré par x et que D est A-divisible, on a une
suite exacte courte induite par la multiplication par x :

0 // D[a] // D // D // 0.

Celle-ci induit une suite exacte longue associée en cohomologie :

DGQn // DGQn // H1(QΣ/Qn,D[a]) τ // H1(QΣ/Qn,D) // H1(QΣ/Qn,D),

où la première et la dernière flèche sont induites par la multiplication par x. Par
hypothèse la première flèche est surjective, et par définition le noyau de la dernière
flèche est égal à H1(QΣ/Qn,D)[a]. Donc τ est un isomorphisme.

Pour montrer que τ envoie Seln(T/a,T+/a) sur Seln(T,T+)[a], il suffit de prouver que
les applications

H1(Ip(QΣ/Qn),D−[a])−→ H1(Ip(QΣ/Qn),D−)[a]

et, pour ` ∈Σ,
H1(I`(QΣ/Qn),D[a])−→ H1(I`(QΣ/Qn),D)[a])

sont injectives. La première l’est clairement, car les H1 sont des Hom par hypothèse, et
la deuxième est injective par le même argument que précédemment (et nécessitant que
DI`(QΣ/Qn) soit A-divisible). �

1.5. Structure des groupes de Selmer. Jusqu’à la fin de cette section, nous suppo-
sons que A est un anneau de séries formelles à coefficients dans l’anneau des entiers O
d’une extension finie Qp, de corps résiduel F. On a ainsi A=O[[X1, . . . , Xm]], m ≥ 1 ou
bien A=O. Notons mA son idéal maximal. On conserve les notations des paragraphes
précédents, et on note d (resp. d±) le rang de T (resp. de T±). On introduit de plus
le A-module libre T∗ = HomZp (D,µp∞) de rang d et son dual D∗ = T∗⊗AA∨. On note
encore les modules induits avec un indice. Le résultat principal de [Gre16] donne des
conditions suffisantes pour qu’un groupe de Selmer dual, défini de manière générale,
n’admettent pas de sous-modules pseudo-nuls différents de 0. Combinée à la Proposition
1.1.5, cette propriété sera utile pour calculer les diverses spécialisations de fonctions
L p-adiques algébriques. Nous simplifions le critère dans le but de l’appliquer dans la
suite aux groupes de Selmer attachés à un motif muni d’une p-stabilisation ordinaire,
ou bien à une déformation ordinaire.
Proposition 1.5.1. Supposons que :

(a) X∞(T,T+) est de torsion sur A[[Γ]].
(b) H2(QΣ/Q∞,D)∨ est de torsion sur A[[Γ]].
(c) RangATFrob∞ = d+
(d) L’inertie en p de Q∞ agit trivialement sur D−.
(e) En tant que F[GQ]-représentation, D[mA] n’a pas de quotient isomorphe à F ou à

µp.
Alors X∞(T,T+) n’a pas de sous-modules pseudo-nuls non-nuls.
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Démonstration. On va montrer que l’on peut appliquer [Gre16, Proposition 4.1.1] au
A[[Γ]]-module D∞. Avec les notations de loc. cit., on pose L` = 0 pour l ∈Σ, l 6= p et enfin

Lp = ker
[
H1(Qp,D∞)−→ H1(Ip,D−

∞)
]
.

La Remarque 1.3.2 montre que le groupe de Selmer défini dans loc. cit. est bien égal
à Sel∞(T,T+), et par ailleurs, la conclusion de la Proposition 4.1.1 de loc. cit. est équi-
valente à ce que X∞(T,T+) n’a pas de sous-modules pseudo-nuls non-triviaux d’après
[Gre06, Proposition 2.4].

La condition RFX(D∞) revient à dire que A[[Γ]] 'O[[X1, . . . , Xm+1]] est un module
réflexif sur Zp[[X1, . . . , Xm+1]], ce qui est clairement vrai puisqu’il est libre. La condi-
tion LEO(D∞) est aussi vérifiée d’après notre hypothèse (b). Montrons que l’on a
LOC(1)

`
(D∞) pour tout `, c’est-à-dire que (T∗∞)GQ` = 0. Il suffit de prouver que le rang

sur A[[Γ]] de (T∗∞)GQ` est nul. D’après [Gre06, Proposition 3.10], celui-ci est égal au
corang de

(
D∗∞

)GQ` = H0(Q`,D∗∞). D’après le lemme de Shapiro, on a H0(Q`,D∗∞) =∏
λ|`H0(Q∞,λ,D∗). Ce dernier module est de corang fini sur A, en particulier son corang

sur A[[Γ]] est nul, ce qu’on voulait démontrer.
Montrons maintenant que L∨

p n’a pas de sous-A[[Γ]]-modules pseudo-nuls non-
triviaux. On a

Lp = ker
[

H1(Qp,D∞) a // H1(Qp,D−∞) b // H1(Ip,D−∞)
]

.

L’application a est surjective. En effet, cokera s’injecte dans H2(Qp,D+∞). D’après le

théorème de dualité locale de Tate, on a H2(Qp,D+∞) '
(
(T+,∗

∞ )GQp
)∨

qui est trivial car

(T+,∗
∞ )GQp = 0 par le même argument que précédemment. On a ainsi une suite exacte

courte :
0 // kera // Lp // kerb // 0.

Il suffit de montrer que (kera)∨ et (kerb)∨ n’ont pas de sous-modules pseudo-nuls non-
triviaux. Comme kera est un quotient de H1(Qp,D+∞), il suffit de montrer la même
propriété pour H1(Qp,D+∞)∨. Or ceci est vrai d’après [Gre06, Proposition 3.7], qui s’ap-
plique car on sait que H2(Qp,D+∞)= 0 (et les H3 apparaissant dans loc. cit. sont nuls car
GQp est de dimension cohomologique égale à 2, cf. [Ser94, §5.1.b)]). Décrivons mainte-
nant kerb. D’après la suite exacte d’inflation-restriction, on a kerb ' H1(Ẑ,H0(Ip,D−∞))
où Ẑ est topologiquement engendré par Frobp. D’après le lemme de Shapiro, on a
H0(Ip,D−∞) = H0(Ip(Q/Q∞),D−) qui est égal à D− d’après notre hypothèse (d). On a
donc kerb 'D−/(Frobp−1)D− et ainsi (kerb)∨ est un sous-module de (D−)∨. En tant
que modules sur l’anneau A[[Γ]]'A[[T]], on a (D−)∨ 'Ad− = (A[[T]]/(T))d−

. Ce dernier
module n’a pas de sous-modules pseudo-nuls non-triviaux, donc (kerb)∨ non plus et
donc L∨

p non plus.
On vérifie maintenant l’hypothèse CRK(D∞,L), c’est-à-dire l’égalité des corangs sur

A[[Γ]] :

Corang(H1(QΣ/Q,D∞))=Corang(Sel∞(T,T+))+ ∑
`∈Σ−{∞}

Corang(Q`(T,T+)),

où Q`(T,T+) = H1(Q`,D∞)/L` pour tout premier l ∈ Σ. On va montrer que les deux
termes de l’égalité sont égaux à d− sous les hypothèses de la proposition. D’après
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[Gre06, Proposition 4.1], on a

Corang(H1(QΣ/Q,D∞))=Corang(DGQ
∞ )+Corang(H2(QΣ/Q∞,D))+d−Corang(DGal(C/R)

∞ ).

D’après les hypothèses (b) et (e), les deux premiers termes de la somme sont nuls.
D’autre part, on a Corang(DGal(C/R)∞ ) = CorangA(DGal(C/R)) = RangATGal(C/R) = d+. Cela
montre que le corang de H1(QΣ/Q,D∞) est bien égal à d−. Calculons maintenant le
terme de droite de l’égalité de CRK(D∞,L). On va montrer que le corang de Q`(T,T+) est
0 si l 6= p et qu’il est égal à d− pour `= p. Cela terminera la vérification de CRK(D∞,L)
vu que, d’après l’hypothèse (a), le A[[Γ]]-module Sel∞(T,T+) a un corang égal à 0. Si
` 6= p, on a Q`(T,T+) = H1(Q`,D∞). Son corang est égal à la somme des corangs de
H0(Q`,D∞) et de H0(Q`,T∗∞)∨ d’après la Proposition 4.2(b) de loc. cit. et d’après la
dualité locale de Tate. Or ces deux modules sont de co-torsion sur A[[Γ]] d’après le
même argument utilisant le lemme de Shapiro que précédemment, donc de corang nul.
Enfin, pour `= p, on a vu que Lp et kera ont le même corang. Comme a est surjectif,
Qp(T,T+) et H1(Qp,D−∞) ont le même corang. D’après la Proposition 4.2(a) de loc. cit.
et un argument identique à celui pour ` 6= p, ce dernier a un corang égal à d−. Ceci
termine la vérification de l’hypothèse CRK(D∞,L).

Pour appliquer [Gre16, Proposition 4.1.1], il suffit maintenant de vérifier l’une des
trois hypothèses supplémentaires. La condition (b) stipulant que D∞ est co-libre et
que la GQ-représentation résiduelle de D∞ n’a pas de quotient isomorphe à µp est
clairement vérifiée, car cette dernière est isomorphe à D[mA] et qu’elle vérifie la même
condition d’après notre hypothèse (e). �

2. STRUCTURE DU GROUPE DE SELMER D’UNE REPRÉSENTATION D’ARTIN

2.1. Définition et résultat principal. Soit M = [ρ] un motif d’Artin absolument ir-
réductible et non-trivial sur Q, à coefficients dans un corps de nombres E. On note
ρ : GQ −→GLE(V ) la représentation d’image finie qui lui est associée. Quitte à agrandir
E, on suppose qu’il contient toutes les valeurs propres des éléments de l’image de ρ. On
note L ⊆Qp le complété de E en v, et O=OL. Le groupe de Selmer attaché à M dépend
du choix que l’on fixe dans toute la suite,

• d’une p-stabilisation ordinaire (ρ+,V+) de V , c’est-à-dire un sous-E-espace vec-
toriel V+ de V de dimension d+ = dimE H0(R,V ), stable par GQp , et dont le
quotient V− :=V /V+ est GQp -non-ramifié,

• et d’un O-réseau GQ-stable Tp de la réalisation p-adique Vp :=V ⊗E,ιp L de [ρ].

On note encore ρ : GQ −→ GLL(Vp) la représentation associée à Vp, et on note V±
p =

V±⊗E,ιp L.
Remarque 2.1.1. Il est important de noter qu’un choix arbitraire de sous-L[GQp ]-
module V+

p de Vp de la bonne dimension et avec un quotient non-ramifié ne donne
pas nécessairement une p-stabilisation de M, car V+

p n’a pas toujours de structure
E-rationnelle (i.e., il n’existe pas nécessairement un sous-E-espace vectoriel V+ de
V tel que V+

p = V+ ⊗E,ιp L ⊆ Vp). Néanmoins, si par exemple ρ est non-ramifiée en
p, alors ρ(Frobp)|V est diagonalisable, et il suffit que chacune des valeurs propres
de ρ(Frobp)|V+

p
soient des valeurs propres simples de ρ(Frobp)|V pour que V+

p ait une
structure E-rationnelle.
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On définit à présent le groupe de Selmer du motif [ρ]. On note T+
p := V+

p ∩Tp et
T−

p = im
(
Tp ⊆Vp ,→V−

p
)
. Le O-module T±

p est libre de rang d±, et définit une suite
exacte courte de O[GQp ]-modules

0 // T+
p

// Tp // T−
p

// 0.

L’application y 7→ (
x 7→TrL/Qp (xy)

)
induit un isomorphisme

L/d−1
L 'Homct(O,Qp/Zp)=O∨,

où d−1
L différente inverse de l’extension L/Qp. On fixe dans la suite un générateur de

d−1
L , ce qui permet d’identifier O∨ avec L/O, et donc d’identifier le O-module co-libre

Dp := Tp ⊗OO
∨ avec Vp/Tp.

Définition 2.1.2. Soit n ∈N⋃
{∞}. Le groupe de Selmer de niveau n attaché au motif

[ρ], muni d’une p-stabilisation ordinaire V+ ⊆V et d’un réseau GQ-stable Tp, est défini
comme étant

Seln(ρ,ρ+)=Seln(Tp,T+
p ).

On note aussi
Xn(ρ,ρ+) :=Seln(ρ,ρ+)∨,

le groupe Selmer dual. C’est un module de type fini sur O[Γn] si n ∈N, et sur Λ=O[[Γ]]
si n =∞. Si de plus X∞(ρ,ρ+) est de torsion sur Λ, alors on note

Lalg
p (ρ,ρ+;T) := Lalg

p (X∞(ρ,ρ+);T)

sa fonction L p-adique algébrique (cf. Définition 1.2.2).
Remarque 2.1.3. D’après le Lemme 1.3.1, on a les descriptions alternatives suivantes :

Seln(ρ,ρ+) = ker
[
H1(QΣ/Qn,Dp)−→ H1(Ip,D−

p)×∏
`∈Σ,` 6=p H1(I`,Dp)

]
= ker

[
H1(Qn,Dp)−→ H1(Ip,D−

p)×∏
` 6=p H1(I`,Dp)

]
.

Deux O-réseaux GQ-stables T1 et T2 de Vp définissent le même groupe de Selmer
quand ils sont homothétiques. Plus généralement, on a le résultat facile suivant :
Proposition 2.1.4. Le rang de Λ-module X∞(ρ,ρ+) ne dépend pas du choix du réseau
Tp. S’il est de torsion, alors sa fonction L p-adique algébrique est bien définie au µ-
invariant près (i.e., à une puissance d’une uniformisante de O près). Si de plus ρ est
résiduellement irréductible, alors elle ne dépend pas du choix de Tp.

On s’intéresse dans la suite au calcul du rang de X∞(ρ,ρ+).
Proposition 2.1.5. Si H0(Q∞,V ) 6= 0 alors V est en fait de dimension 1 et ρ est un
caractère multiplicatif de Γ. De plus, X∞(ρ,ρ+) est de Λ-torsion.

Démonstration. V est supposée irréductible, donc le sous-espace G-stable H0(Q∞,V )
doit être égal à V tout entier. Comme ρ est irréductible, elle est nécessairement de
dimension 1 et peut être vue comme un caractère multiplicatif de Γn0 pour n0 ≥ 0 assez
grand. On a en particulier d+ = d = 1 car ρ est pair. Pour n ≥ n0, on a H1(Qn,Dp) =
Hom(GQn ,Qp/Zp)⊗Zp O, et même

Seln(ρ,ρ+)=Hom(Xn,Qp/Zp)⊗Zp O,

où Xn est le groupe de Galois de la pro-p-extension abélienne maximale de Qn non-
ramifiée en-dehors de p. En prenant la limite sur n ainsi que le dual de Pontryagin,
X∞(ρ,ρ+) ' X∞⊗Zp O, qui est de Λ-torsion d’après [Iwa73, Theorem 17] ou [Was97,
Theorem 13.31]. �
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Sans perte de généralité, nous allons supposer dans la suite que H0(Q∞,V )= 0. Nous
introduirons en Définition 2.4.2 une suite de régulateurs Rχ(ρ,ρ+) ∈Qp pour χ variant
dans l’ensemble des caractères multiplicatifs de Γ. On considère la densité

δn(ρ,ρ+)= #
{
χ :Γn −→Q× ∣∣ Rχ(ρ,ρ+) 6= 0

}/
pn, (0≤ δn(ρ,ρ+)≤ 1)

ainsi que les deux conditions suivantes :
(?) Pour tout χ :Γ−→Q×, on a Rχ(ρ,ρ+) 6= 0 (i.e., δn(ρ,ρ+)= 1 pour tout n ≥ 0).

(??) Pour tout C > 0, il existe un entier n ≥ 0 tel que δn(ρ,ρ+)≥ d+−2
d+−1 + C

pn .

La suite et fin de la Section 2 est dédiée à la preuve des théorèmes qui suivent. Le
Théorème 2.1.6 sera démontré à la fin de la Section 2.4. La preuve du Théorème 2.1.7
(i) est donnée dans le Corollaire 2.4.5 suivant les Sections 2.2, 2.3 et 2.4. Les (ii) et (iii)
sont démontrés dans le Corollaire 2.5.3, et le (iv) dans la Proposition 2.5.5.
Théorème 2.1.6. (i) Si d+ = 1 ou si la conjecture de Schanuel p-adique faible est

vraie (cf. Conjecture 2.4.6), alors (?) est vraie.
(ii) Supposons d+ = 2 et soient (ρ+m,V+

m) (m = 1,2), deux p-stabilisations ordinaires
de ρ telles que dimV+

1 ∩V+
2 = 1. Alors (??) est satisfaite par (ρ,ρ+1 ) ou par (ρ,ρ+2 ).

Théorème 2.1.7. (i) Soit n ≥ 0 un entier. La condition (?) implique que Xn(ρ,ρ+)
est fini. Plus généralement, on a l’inégalité RangO Xn(ρ,ρ+)≤ (1−δn(ρ,ρ+)) ·(d+−
1) · pn si d+ 6= 0.

(ii) Supposons que (?) ou (??) est vraie. Alors le Λ-module X∞(ρ,ρ+) est de torsion.
(iii) Supposons que H∩Q∞ =Q, que R1(ρ,ρ+) 6= 0 et posons e(ρ,ρ+) := dimH0(Qp,V−

p ).
Alors Lalg

p (ρ,ρ+;0) 6= 0 si et seulement si e(ρ,ρ+)= 0, et en général, on a l’inégalité

ordTLalg
p (ρ,ρ+;T)≥ e(ρ,ρ+).

De plus, sous la condition (?), Lalg
p (ρ,ρ+;T) ne s’annule pas en les ζ−1, où ζ

parcourt µp∞ − {1}.
(iv) Si X∞(ρ,ρ+) est de torsion, et si de plus, Dp[$]G = HomG(Dp[$],µp) = 0, alors

X∞(ρ,ρ+) n’a pas de sous-Λ-module fini non-nul.

2.2. Inflation-restriction.
Notation 2.2.1. Soit G le groupe de Galois de l’extension H/Q. Pour n ∈ N∪ {∞}, on
note aussi Hn le compositum de H et de Qn, et Mn/Hn la pro-p-extension abélienne
maximale de Hn non-ramifiée en-dehors des places de Hn divisant p. On pose enfin

Gn :=Gal(Hn/Q), G(n) :=Gal(Hn/Qn),

Xn :=Gal(Mn/Hn).

On a la suite exacte d’inflation-restriction :

0 // H1(G(n),Dp) inf // H1(Qn,Dp) res // HomG(n)(GHn ,Dp) // H2(G(n),Dp).

L’image de Seln(ρ,ρ+) par l’application de restriction dans HomG(n)(GHn ,Dp) est
incluse dans HomG(n)(Xn,Dp), et plus précisément dans

Sel′n(ρ,ρ+) := ker
[
HomG(n)(Xn,Dp)−→HomG(n)

v
(Ip(Mn/Hn),D−

p)
]

,
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où G(n)
v désigne le sous-groupe de décomposition de G(n) en la place v de Hn définie par

ιp.
Lemme 2.2.2. Pour tout n ∈N∪{∞}, l’application de restriction Seln(ρ,ρ+)−→Sel′n(ρ,ρ+)
a un noyau et un conoyau finis. C’est un isomorphisme dès que p - #G.

Démonstration. On a un diagramme commutatif à lignes exactes

0 // Seln(ρ,ρ+) //

α

��

H1(Qn,Dp) //

res

��

Hom(Ip(Q/Qn),D−
p)

×∏
` 6=p H1(I`(Q/Qn),Dp)

α′
��

0 // Sel′n(ρ,ρ+) // HomG(n)(GHn ,Dp) // Hom(Ip(Q/Hn),D−
p)

×∏
` 6=p H1(I`(Q/Hn),Dp).

Pour i = 1,2 on sait que H i(G(n),Dp) est fini, et il est même trivial si p - #G(n). Donc il
en est de même pour les noyaux et conoyaux de la flèche res. Cela est aussi vrai pour
ker

(
α′), car Hn/Qn ne ramifie qu’en un nombre fini de places. Le lemme du serpent

montre alors que α a un noyau et un conoyau fini, et que α est un isomorphisme lorsque
p ne divise pas l’ordre de G. �

Lemme 2.2.3. Le conoyau de l’application κn : HomG(n)(Xn,Vp) −→ HomG(n)(Xn,Dp)
induite par la projection canonique Vp � Dp est fini.

Démonstration. Notons (Xn)div le quotient de Xn par son sous-groupe de torsion. Comme
HomG(n)((Xn)div ,Vp)=HomG(n)(Xn,Vp), on a des inclusions

im(κn)⊆HomG(n)((Xn)div ,Dp)⊆HomG(n)(Xn,Dp).

La deuxième inclusion est d’indice fini car Xn est de type fini sur Zp, donc il suffit de mon-
trer que la première inclusion est d’indice fini, i.e., le quotient Q :=HomG(n)((Xn)div ,Dp)/ im(κn)
est fini. Comme (Xn)div est libre sur Zp, le foncteur Hom((Xn)div ,−) est exact d’où la
suite exacte courte de G(n)-modules

0 // Hom(Xn,Tp) // Hom(Xn,Vp) // Hom((Xn)div ,Dp) // 0 .

En prenant les G(n)-invariants, on voit que Q s’injecte dans H1(G(n),Hom(Xn,Tp)), qui
est fini car Hom(Xn,Tp) est de type fini. �

Considérons le diagramme commutatif suivant à lignes exactes :

0 // HomG(n)(Xn,Tp) //

��

HomG(n)(Xn,Vp)
κn //

βn
��

HomG(n)(Xn,Dp)

��
0 // HomG(n)

v
(Ip,T−

p ) // HomG(n)
v

(Ip,V−
p ) // HomG(n)

v
(Ip,D−

p),

où Ip = Ip(Mn/Hn).
Corollaire 2.2.4. Si βn est un isomorphisme, alors Seln(ρ,ρ+) est fini. Plus générale-
ment, on a dimkerβn =RangO Xn(ρ,ρ+).
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Démonstration. Soit β̃n la flèche verticale gauche du diagramme commutatif précédent.
Comme Xn et Ip sont compacts, on a clairement β̃n ⊗Qp = βn. Le lemme du serpent
montre que Sel′n(ρ,ρ+)∩imκn est l’extension d’un O-module fini par un module divisible
de O-corang égal à dimkerβn. L’assertion se déduit alors des Lemmes 2.2.2 et 2.2.3. �

L’extension des scalaires βn ⊗1 : HomG(n)(Xn,Qp ⊗Vp) −→ HomG(n)
v

(Ip,Qp ⊗V−
p ) est

équivariante pour l’action de Gn/G(n) 'Γn. On peut donc la décomposer en une somme
d’applications βn,χ (où χ parcourt Γ̂n =Hom(Γn,Q×

p)) de la manière suivante. L’induite à
Gn de la représentation Qp ⊗Vp restreinte à G(n) est donnée par

(3) IndGn
G(n)Qp ⊗Vp = ⊕

χ∈Γ̂n

Vp,χ,

où Vp,χ = Vp ⊗Qp(χ) est le Qp[Gn]-module associé à ρ, tordu par un caractère χ ∈ Γ̂n.
Notons que Vp,χ est irréductible car Vp l’est. Ainsi, la loi de réciprocité de Frobenius
donne un isomorphisme canonique

HomG(n)(Xn,Qp ⊗Vp)' ⊕
χ∈Γ̂n

HomGn(Xn,Vp,χ).

Notation 2.2.5. Pour tout caractère χ ∈ Γ̂n, on pose V±
p,χ := V±

p ⊗
Qp
Qp(χ), et on note

βn,χ l’application de restriction

βn,χ : HomGn(Xn,Vp,χ)−→HomGn,v(Ip,V−
p,χ),

où Gn,v désigne le sous-groupe de décomposition de Gn en la place v de Hn définie par
ιp.
Corollaire 2.2.6. Si βn,χ est un isomorphisme pour tout χ ∈ Γ̂n, alors Seln(ρ,ρ+) est fini.
Plus généralement, on a

∑
χ∈Γ̂n

dimkerβn,χ =RangO Xn(ρ,ρ+).

2.3. Théorie du corps de classes. On fixe désormais un entier n ∈N. La théorie des
corps de classes permet d’étudier la structure galoisienne du Zp-module Xn. On a un
isomorphisme de Zp-algèbres

(4) OHn ⊗Zp ' ∏
w|p

OHn,w

donné par les plongements de H dans ses complétés p-adiques. Par analogie avec
le plongement logarithmique de Minkowski, on a des morphismes de Gn-modules à
gauche :

(5) O×
Hn

−→ (
OHn ⊗ZZp

)× λp−→ Qp[Gn]
ε 7→ ε⊗1; x⊗ c 7→ ∑

g∈Gn logp
(
g−1(x)⊗ c

)
.g,

où logp :Q×⊗Qp : est la composée du logarithme p-adique d’Iwasawa avec ιp :Q ,→Qp,
que l’on étend scalairement.
Notation 2.3.1. Pour un entier naturel n et une place w de Hn au-dessus de p, on
note :

• Un,w =
{

x ∈O×
Hn,w

∣∣ x−1 ∉O×
Hn,w

}
le Zp-module des unités locales principales de

Hn,w.
• Un :=∏

w|p Un,w le produit des unités locales principales de Hn au-dessus de p.
11



• En :=O×
Hn

le groupe des unités de Hn, et Ep,n =Zp ⊗ZEn son complété p-adique
formel.

• Cn est le p-Sylow du groupe des classes d’idéaux de Hn.
L’isomorphisme (4) identifie Un avec un sous-Zp-module d’indice fini de

(
OHn ⊗ZZp

)×.
On note encore λp la composée Un −→Qp[Gn]. Elle est de noyau fini, et envoie Un,v dans
Qp[Gn,v]. Après extension des scalaires, on a un isomorphisme λp⊗1 :Qp⊗Un 'Qp[Gn],
et donc une décomposition en facteurs irréductibles de Qp[Gn]-modules :

QpUn '⊕
π

V dimVp,π
p,π ,

où (π,Vp,π) parcourt l’ensemble des (classes d’isomorphisme de) Qp-représentations
irréductibles de Gn. La preuve de Minkowski du théorème des unités de Dirichlet donne
d’autre part une décomposition similaire pour En (ainsi que pour Ep,n), donnée par

Q⊗En ' ⊕
π 6=1

V d+
π

π ,

où (π,Vπ) parcourt l’ensemble des Q-représentations irréductibles non-triviales de Gn et
où d+

π est la dimension de V Frob∞=1
π .

D’après la théorie des corps de classes (voir par exemple [NSW08, Chap X, Lemma
3.13]), on a une suite exacte de Zp[Gn]-modules

Ep,n
ι // Un

rec // Xn // Cn // 0,(6)

où rec est l’application de réciprocité d’Artin et où ι est l’extension Zp-linéaire du
plongement diagonal En ,→

(
OHn ⊗ZZp

)× décrit en (5). Par ailleurs, pour toute place w
de Hn divisant p, on sait que rec envoie Un,w isomorphiquement sur le sous-groupe
d’inertie de Xn en w. En particulier, Ip est l’image isomorphe de Un,v.
Conjecture 2.3.2 (Conjecture de Leopoldt pour Hn et p [Leo62]). L’application ι est
injective.
Théorème 2.3.3 (Théorème de Baker-Brumer [Bru67]). Soient α1, · · · ,αn ∈ Q× des
nombres algébriques non-nuls. Si les nombres logp(α1), · · · , logp(αn) ∈ Q×

p sont linéai-
rement indépendants sur Q, alors ils le sont encore sur Q.

Le Théorème 2.3.3 implique que l’extension Q-linéaire du logarithme p-adique,

(7) logp :Q⊗En −→Qp,

est injective, car elle envoie une base de En modulo sa torsion sur une famille Q-libre.
Proposition 2.3.4. Soit π une Qp-représentation irréductible de Gn apparaissant dans

Qp ⊗Ep,n. Alors l’image par ι de la composante π-isotypique
(
Qp ⊗Ep,n

)π
de Qp ⊗Ep,n

dans Qp ⊗Un est non-nulle.

Démonstration. On a un diagramme commutatif :

Q⊗En //
� _

Qp ⊗Un
λp

'
// Qp[Gn],

Qp ⊗Ep,n

ι
99
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où la flèche en haut à gauche est l’extension linéaire à Q du plongement diagonal des
unités globales dans les unités locales. D’une part, la composée des flèches de la ligne du
haut est injective car l’application définie en (7) est injective. D’autre part, π descend en
une Q-représentation que l’on note encore π. Comme l’image de

(
Q⊗En

)π
dans Qp ⊗Un

est non-nulle, l’image par ι de
(
Qp ⊗Ep,n

)π
est a fortiori non-nulle. �

Proposition 2.3.5. Fixons χ ∈ Γ̂n.

(i) La dimension de la source du morphisme βn,χ (cf. Notation 2.2.5) est supérieure
ou égale à d−, et la dimension du but de βn,χ est égale à d−.

(ii) Si d+ = 1, ou bien si la Conjecture de Leopoldt pour Hn et p est vraie, alors les
dimensions de la source et du but de βn,χ sont toutes deux égales à d−.

Démonstration. On commence par vérifier que Vp,χ est non-trivial. En effet, la loi de
réciprocité de Frobenius montre que H0(Gn,IndGn

G(n)Vp) = H0(G(n),Vp) = H0(Qn,V ) = 0,
donc H0(Gn,Vp,χ)= 0 d’après l’égalité (3).

Considérons la source HomGn(Xn,Vp,χ) de βn,χ. D’après le lemme de Schur, sa di-
mension est égale à la multiplicité de ρ⊗χ dans Qp ⊗Xn. En tensorisant avec Qp la
suite exacte courte (6) (ce qui tue le groupe des classes Cn) et en prenant la partie
ρ⊗χ-isotypique, on obtient une autre suite exacte

(
Qp ⊗Ep,n

)ρ⊗χ
//
(
Qp ⊗Un

)ρ⊗χ
//
(
Qp ⊗Xn

)ρ⊗χ
// 0.

Comme χ est pair et que la représentation irréductible ρ ⊗χ est non-triviale, elle
apparaît avec multiplicité d+ dans l’espace Qp ⊗Ep,n des unités globales. D’autre part,
ρ⊗χ apparaît avec multiplicité d dans l’espace des unités locales. Donc la dimension
de la source de βn,χ est supérieure ou égale à d−, avec égalité si la restriction de

ι à
(
Qp ⊗Ep,n

)ρ⊗χ
est injective. Ceci est automatiquement vérifié si l’on suppose la

conjecture de Leopoldt pour Hn et p. Ceci est aussi vrai si l’on suppose que d+ = 1
d’après la Proposition 2.3.4, car ι est équivariante et car

(
Qp ⊗Ep,n

)ρ⊗χ
est irréductible

(et isomorphe à Vp,χ).
Calculons la dimension du but HomGn,v(Ip,V−

p,χ) de βn,χ. L’application de réciprocité
d’Artin envoie isomorphiquement Un,v ⊆Un sur Ip ⊆Xn. D’autre part, λp identifie Qp ⊗
Un,v avec la représentation régulièreQp[Gn,v] de Gn,v. On a donc HomGn,v(Qp[Gn,v],V−

p,χ)'
V−

p,χ, qui est bien de dimension égale à d−. �

2.4. Noyau de βn,χ. Grâce à l’application de réciprocité d’Artin (cf. (6)), le noyau de
βn,χ (cf. Notation 2.2.5) s’identifie à

(8)
kerβn,χ ' ker

[
HomGn(Xn,Vp,χ) ,→HomGn(Un,Vp,χ)�HomGn,v(Un,v,V−

p,χ)
]

' ker
[
HomGn(Un,Vp,χ)−→HomGn(Ep,n,Vp,χ)×HomGn,v(Un,v,V−

p,χ)
]

.
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Le Qp-espace vectoriel Homct(Un,Qp) est muni d’une action à gauche de Gn donnée
par (g. f )(x⊗ c) = f (g−1(x)⊗ c), pour g ∈ Gn et x⊗ c ∈ Un. On a un isomorphisme Gn-
équivariant

(9)
{
Qp[Gn] −→ Homct(Un,Qp)

g 7→ (
x⊗ c 7→ logp

(
g−1(x)⊗ c

))
.

Lemme 2.4.1. Soit f ∈HomGn(Un,Vp,χ). Alors f s’écrit sous la forme

f (x⊗ c)= ∑
g∈Gn

logp
(
g−1(x)⊗ c

)(
ρ⊗χ)

(g)(~v)=λp(x⊗ c) ·~v,

pour un unique vecteur~v ∈Vp,χ, et la restriction à Un,v est donnée par

f (u)= ∑
g∈Gn,v

logp
(
g−1(u)

)(
ρ⊗χ)

(g)(~v)=λp(u) ·~v.

De plus, f (Un,v)⊆V+
p,χ si et seulement si~v ∈V+

p,χ.

Démonstration. On a HomGn(Un,Vp,χ) =
(
Homct(Un,Qp)⊗Vp,χ

)Gn
, donc d’après l’iso-

morphisme (9) il existe des vecteurs~vg ∈Vp,χ tels que

f (x⊗ c)= ∑
g∈Gn

logp
(
g−1(x)⊗ c

)
~vg.

En utilisant la Gn-invariance, on a facilement~vg =
(
ρ⊗χ)

(g)(~v1). On a donc bien f (x⊗
c)=λp(x⊗c)·~v avec~v = ~v1. L’unicité de~v est claire, car l’image de λp engendreQp[Gn]. La
description de f sur Un,v se déduit de celle de λp. Enfin, comme λp(QpUn,v)=Qp[Gn,v],
on a aussi f (QpUn,v) = Qp[Gn,v] ·~v. Or, V+

p,χ est Gn,v-stable, donc f (Un,v) ⊆ V+
p,χ si et

seulement si~v ∈V+
p,χ. �

Dans la suite de cette section, on note Vχ =V ⊗EQ(χ) le Q-espace vectoriel muni de
l’action de Gn via ρ⊗χ, ainsi que V+

χ =V+⊗EQ(χ) la p-stabilisation ordinaire (étendue
linéairement à Q) du motif [ρ⊗χ], héritée de celle du motif [ρ]. On fixe une Q-base de
V+
χ que l’on complète en une base (~v1, . . . ,~vd) de Vχ, ainsi qu’une Q-base (Φ1, . . . ,Φd+) de

HomGn

(
Vχ,Q⊗En

)
(cf. Section 2.3). Ces choix définissent des éléments εi, j =Φi(~v j) (où

1≤ i ≤ d+,1≤ j ≤ d) qui forment une base de
(
Q⊗En

)ρ⊗χ
. On définit une matrice carrée

Sn,χ := (si, j)1≤i, j≤d+ ∈ Md+(Qp) en posant si, j := logp(εi, j).
Définition 2.4.2. On appelle régulateur p-adique attaché à (ρ,ρ+) le déterminant
Rχ(ρ,ρ+) ∈Qp de la matrice Sn,χ.
Lemme 2.4.3. Fixons 1≤ i ≤ d+. Pour tout g ∈Gn, on a une égalité de matrices lignes à
d entrées : (

logp
(
g(εi,1)

) · · · logp
(
g(εi,d)

))= (
si,1 · · · si,d

)(
ρ⊗χ)

(g).

Démonstration. Soit g ∈Gn. Notons a j,k les coefficients de ρ⊗χ(g) dans la base (~v1, . . . ,~vd).
Pour tout 1≤ j ≤ d, on a g(εi, j)= εa1, j

i,1 . . .εad, j
i,d . En prenant le logarithme p-adique et en

concaténant les égalités pour 1≤ j ≤ d, on retrouve la formule souhaitée. �

Proposition 2.4.4. L’application βn,χ est injective si et seulement si Rχ(ρ,ρ+) 6= 0. Plus
généralement, on a dimkerβn,χ = dimkerSn,χ.
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Démonstration. Soit f ∈ HomGn(Un,Vp,χ). D’après le Lemme 2.4.1, f est de la forme
f (x⊗ c) = λp(x⊗ c) ·~v pour un unique vecteur ~v ∈ Vp,χ. La base fixée de Vχ définit une
base de Vp,χ et on note (v1, . . . ,vd) les coordonnées de ~v dans cette base. En étendant
f à Qp ⊗Un par linéarité, f sera nulle sur (l’image par ι de) Ep,n si et seulement si f

est nulle sur
(
Q⊗En

)ρ⊗χ
. Fixons un entier 1 ≤ i ≤ d+. D’après le Lemme 2.4.3, on a

f (εi, j)= 0 pour tout 1≤ j ≤ d si et seulement si la matrice

Mi := ∑
g∈Gn

(
ρ⊗χ)

(g)

v1
...

vd

(
si,1 . . . si,d

)(
ρ⊗χ)

(g)−1

est nulle. On observe que Mi commute avec ρ⊗χ(Gn). Comme ρ⊗χ est absolument
irréductible, Mi est scalaire, disons Mi = λi Id. En prenant la trace matricielle, on
obtient λi = #Gn

d
(
si,1v1 + . . .+ si,dvd

)
. Ainsi, grâce à (8) et au Lemme 2.4.1, on obtient les

équivalences :

f ∈ kerβn,χ ⇐⇒
{

f (Un,v)⊆V+
p,χ

f (Ep,n)= 0

⇐⇒
{
~v ∈V+

p,χ
∀1≤ i ≤ d+, Mi = 0

⇐⇒
{

vd++1 = . . .= vd = 0
∀1≤ i ≤ d+, si,1v1 + . . .+ si,d+vd+ = 0

⇐⇒
{

vd++1 = . . .= vd = 0
Sn,χ ·~v+ = 0,

où ~v+ est le vecteur colonne de coordonnées (v1, . . . ,vd+). Cela prouve que βn,χ est
injective si et seulement si Rχ(ρ,ρ+) 6= 0. Plus généralement, l’assignation f 7→~v+ étant
linéaire, on a bien dimkerβn,χ = dimkerSn,χ. �

Corollaire 2.4.5 (=Théorème 2.1.7 (i)). La condition (?) implique que Xn(ρ,ρ+) est fini.
Plus généralement, on a l’inégalité RangO Xn(ρ,ρ+)≤ (1−δn(ρ,ρ+))·(d+−1)·pn si d+ 6= 0.

Démonstration. D’après le Corollaire 2.2.6 et la Proposition 2.4.4, le rang de Xn(ρ,ρ+)
est égal à la somme

∑
χdimkerSn,χ, où χ parcourt Γ̂n. Comme Sn,χ n’est pas la matrice

nulle par l’injectivité du logarithme (7), on peut majorer chaque terme de la somme par
d+−1. En ne considérant que les (1−δn(ρ,ρ+)) · pn termes non-nuls de la somme, on a
bien RangO Xn(ρ,ρ+)≤ (1−δn(ρ,ρ+)) · (d+−1) · pn. �

On a toujours Rχ(ρ,ρ+) 6= 0, si l’on croit à l’analogue p-adique de la conjecture de
Schanuel (cf. [CM09, Conjecture 3.10]).
Conjecture 2.4.6 (Conjecture de Schanuel p-adique faible). Soient α1, . . . ,αn des nombres
algébriques non-nuls, vus dans Q×

p via le plongement ιp. Si logpα1, . . . , logpαn sont Q-
linéairement indépendants, alors le corps Q(logpα1, . . . , logpαn) a un degré de transcen-
dance sur Q égal à n.
Lemme 2.4.7. Soit un corps K ⊆ Q ⊆ιp Qp. Si la Conjecture de Schanuel p-adique
faible est vraie, alors pour tout ε1, . . . ,εn ∈ O×

K ⊗Q tels que les logp ε1, . . . , logp εn sont
Q-linéairement indépendants, et pour tout polynôme P ∈Q[X1, . . . , Xn]− {0}, on a

P(logp ε1, . . . , logp εn) 6= 0.
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Démonstration. La Conjecture 2.4.6 implique que le corps Q(logp ε1, . . . , logp εn) a un
degré de transcendance sur Q égal à n, et l’assertion du lemme en découle directement.

�

Lemme 2.4.8. Si d+ = 1, ou si l’on suppose la Conjecture de Schanuel p-adique vraie,
alors Rχ(ρ,ρ+) 6= 0. En particulier, βn,χ est injective et sa source est de dimension d−.

Démonstration. Montrons que Rχ(ρ,ρ+) 6= 0, le reste se déduisant des Propositions 2.4.4
et 2.3.5. Cela résulte de l’injectivité de (7) lorsque d+ = 1. Sous la conjecture de Schanuel
p-adique, il suffit d’après le Lemme 2.4.7 de vérifier que la famille (εi, j)i, j est Q-libre.
Comme ρ est irréductible, ceci résulte du fait que les éléments de la Q-base (Φ1, . . . ,Φd+)
de HomGn

(
Vχ,Q⊗En

)
sont des applications injectives et que imΦ1, . . . , imΦd+ sont en

somme directe (la somme étant eρ⊗χQ⊗En). �

La conjecture de Schanuel p-adique faible est, malgré son nom, une conjecture
beaucoup trop forte pour l’application que l’on en fait dans le Lemme 2.4.8. Nous allons
déduire un résultat inconditionnel dans le cas d+ = 2 à l’aide du théorème des six
exponentielles de Roy.
Théorème 2.4.9 (Roy). Soit L ⊂Qp le Q-espace vectoriel engendré par 1 et par tous les
élements de la forme logp(α), où α parcourt Q×. Toute matrice de taille 2×3 à coefficients
dans L dont les lignes et les colonnes sont Q-linéairement indépendantes est de rang
égal à 2.

Démonstration. Il s’agit de [Roy92, Corollary 2]. �

Lemme 2.4.10. On suppose d+ = 2. Soient (ρ+m,V+
m), m = 1,2 deux p-stabilisations

ordinaires de ρ telles que dimV+
1 ∩V+

2 = 1. Alors Rχ(ρ,ρ+1 ) 6= 0 ou Rχ(ρ,ρ+2 ) 6= 0.

Démonstration. Soient~v1,~v2,~v3 ∈Vχ tels que V+
1,χ et V+

2,χ sont engendrés par {~v1,~v2} et

par {~v2,~v3} respectivement. Soit (Φ1,Φ2) une Q-base de HomGn

(
Vχ,Q⊗En

)
. L’argument

de la preuve du Lemme 2.4.8 montre que les six unités (Φ j(~vi))i, j sont Q-linéairement
indépendantes, donc d’après l’injectivité (7) de logp, la matrice(

logp(Φ1(~v1)) logp(Φ1(~v2)) logp(Φ1(~v3))
logp(Φ2(~v1)) logp(Φ2(~v2)) logp(Φ2(~v3))

)
satisfait les hypothèses du Théorème 2.4.9. En particulier, elle est de rang 2 et ses
entrées sont toutes non-nulles. Au moins deux de ses trois mineurs de taille 2×2 sont
non-nuls, et donc Rχ(ρ,ρ+1 ) 6= 0 ou Rχ(ρ,ρ+2 ) 6= 0. �

On peut désormais démontrer le Théorème 2.1.6.

Preuve du Théorème 2.1.6. La première assertion découle immédiatement du Lemme
2.4.8. Montrons la deuxième et fixons deux p-stabilisations ordinaires V+

1 et V+
2 telles

que V+
1 ∩V+

2 est de dimension 1. Pour tout entier n ≥ 0, le Lemme 2.4.10 implique que
δn(ρ,ρ+1 )+δn(ρ,ρ+2 )≥ 1. Sans perte de généralité, on peut supposer que δn(ρ,ρ+1 )≥ 1/2
pour une infinité d’entiers n ≥ 0. En particulier, pour tout C > 0, il existe n assez grand
pour que δn(ρ,ρ+1 )≥ C/pn comme désiré. �
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2.5. Structure du groupe de Selmer et phénomène des zéros triviaux. Pour
tout entier naturel n, le dual de Pontryagin de X∞(ρ,ρ+)Γpn s’identifie au O[[Γn]]-
module Sel∞(ρ,ρ+)Γ

pn
, que l’on va étudier. Comme H∩Q∞ =Qn0 , le groupe de Galois

Γ′ :=Gal(H∞/H) s’identifie au sous-groupe Γpn0 de Γ par restriction des automorphismes.
Soit n ≥ n0, et soit m = n−n0. La flèche de restriction H1(Q∞,Dp)−→HomG(∞)(GH∞ ,Dp)

est équivariante pour l’action de Γpn 'Γ′pm
, et son noyau et conoyau sont finis. Comme

Γ est cyclique, on montre facilement que H1(Q∞,Dp)Γ
pn

−→ HomG(∞)(GH∞ ,Dp)Γ
′pm

a
aussi un noyau et conoyau finis. Un argument similaire à celui de la preuve du Lemme
2.2.2 montre que ceci est encore vrai pour la restriction aux groupes de Selmer. On en
déduit le lemme suivant :
Lemme 2.5.1. L’application naturelle de restriction

Sel∞(ρ,ρ+)Γ
pn

−→Sel′∞(ρ,ρ+)Γ
′pm

a un noyau et conoyau finis pour tout m = n−n0 ≥ 0. C’est même un isomorphisme si p
ne divise pas [H :Q] (auquel cas on a n0 = 0).

D’après le Lemme 2.5.1, on est amenés à étudier les sous-modules invariants de
Sel′∞(ρ,ρ+). Rappelons que l’on a, par définition,

Sel′m(ρ,ρ+)= ker
[

HomG(m)(Xm,Dp)
rm // HomG(m)

v
(Ip(Mm/Hm),D−

p)
]

.

Nous étudions le noyau et conoyau des applications de contrôle,

Sel′m(ρ,ρ+)−→Sel′∞(ρ,ρ+)Γ
′pm

,

qui sont induites par l’application de restriction sur les groupes de Galois

X∞ =Gal(M∞/H∞)−→Xm =Gal(Mm/Hm).

On a un diagramme commutatif à colonnes exactes :

0

��

0

��
HomG(m)(Gal(H∞/Hm),Dp)

��

tm // HomG(m)
v

(Ip(H∞/Hm),D−
p)

��
HomG(m)(Xm,Dp)

sm
��

rm // HomG(m)
v

(Ip(Mm/Hm),D−
p)

��
HomG(∞)(X∞,Dp)Γ

′pm
// HomG(∞)

v
(Ip(Mm/H∞),D−

p).

Notons que G(m) =G(∞) dès que m ≥ n0, ce que l’on suppose dans la suite. Le lemme du
serpent donne une suite exacte :

ker(tm) // Sel′m(ρ,ρ+) // Sel′∞(ρ,ρ+)Γ
′pm ⋂

im(sm) // coker(tm) // coker(rm) .

(10)
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Proposition 2.5.2. Posons m = n− n0 ≥ n0 et e(ρ,ρ+) := dimH0(Q∞,v,V−
p ). Si βm est

injective, alors le O-rang de X∞(ρ,ρ+)Γpn est égal à e(ρ,ρ+). En général, on a

RangO X∞(ρ,ρ+)Γpn ≤ (1−δm(ρ,ρ+)) · (d+−1) · pm + e(ρ,ρ+).

Démonstration. D’après le Lemme 2.5.1, le O-rang de X∞(ρ,ρ+)Γpn est égal au O-corang

de Sel′∞(ρ,ρ+)Γ
′pm

. Un argument élémentaire de théorie de Galois montre que l’ap-
plication (X∞)Γ′pm −→ Xm est injective, et donc sm a un conoyau fini. On est ainsi
amenés à calculer les corangs des modules divisibles de la suite exacte (10). Comme
H0(Qm,Tp) = H0(Q∞,Tp) = 0, il est clair que la source de tm est de corang 0, et donc
le conoyau de tm a le même corang que HomG(m)

v
(Ip(H∞/Hm),D−

p), c’est-à-dire e(ρ,ρ+).
D’autre part, Sel′m(ρ,ρ+) a pour corang dimkerβm d’après le Lemme 2.5.1 et celui-ci est
majoré par (1−δm(ρ,ρ+)) · (d+−1) · pm par le Corollaire 2.4.5. L’inégalité annoncée s’en
déduit immédiatement. Pour démontrer l’égalité lorsque βm est injective, on remarque
(en adaptant la preuve Proposition 2.3.5) que dans ce cas, la source et le but de rm
ont même corang. On a ainsi que Sel′m(ρ,ρ+) = ker(rm) et coker(rm) sont tous deux
finis. �

Corollaire 2.5.3 (=Théorème 2.1.7 (ii) et (iii)). Les conditions (?) ou (??) toutes deux
impliquent que le Λ-module X∞(ρ,ρ+) est de torsion. Supposons de plus que H∩Q∞ =Q.
Alors X∞(ρ,ρ+) est de torsion avec Lalg

p (ρ,ρ+;0) 6= 0 si et seulement si e(ρ,ρ+) = 0 et
R1(ρ,ρ+) 6= 0. En général, si R1(ρ,ρ+) 6= 0, alors

ordTLalg
p (ρ,ρ+;T)≥ e(ρ,ρ+).

Enfin, sous la condition (?), la fonction L p-adique algébrique Lalg
p (ρ,ρ+;T) ∈ Λ de

X∞(ρ,ρ+) ne s’annule pas en les ζ−1, où ζ parcourt µp∞ − {1}.

Démonstration. Soit r le rang de X∞(ρ,ρ+) sur Λ. D’après le Théorème 1.1.2, il existe
des polynômes Pi(T) de Λ, des entiers µ j > 0 et un pseudo-isomorphisme

X∞(ρ,ρ+)−→Λr ⊕(⊕
i
Λ/(Pi)

)⊕(⊕
j
Λ/(pµ j )

)
.

Un calcul élémentaire sur les Γpn
-coinvariants fournit, pour tout entier n ≥ 2n0, les

égalités :

(EQn) : RangO X∞(ρ,ρ+)Γpn = rpn +∑
i

degT pgcd(Pi(T),ωn(T)),

où ωn(T) := (1+T)pn −1 ∈ Λ. En utilisant l’inégalité de la Proposition 2.5.2, on voit
qu’il existe une infinité de n ≥ n0 tels que rpn ≤ e(ρ,ρ+) (resp. tel que rpn < pn) sous la
condition (?) (resp. sous la condition (??) en posant C = e(ρ,ρ+)

d+−1 ), ce qui entraîne r = 0.
Ceci prouve la première assertion.

Supposons maintenant de plus que H ∩Q∞ = Q, c’est-à-dire n0 = 0. Remarquons
que dans ce cas, e(ρ,ρ+) = dimH0(Qp,V−), donc la définition de e(ρ,ρ+) est cohérente
avec celle de l’introduction. Pour montrer l’équivalence annoncée, il suffit de prouver
que X∞(ρ,ρ+)Γ est fini si et seulement si e(ρ,ρ+) = 0 et R1(ρ,ρ+) 6= 0. Le "si" résulte
directement des Propositions 2.4.4 et 2.5.2 pour n = 0. Pour le "seulement si", il faut
de plus remarquer que la finitude de X∞(ρ,ρ+)Γ entraîne celle de X0(ρ,ρ+) (cf. la suite
exacte (10)) et donc la non-annulation de R1(ρ,ρ+) 6= 0.
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Pour prouver la minoration de l’ordre d’annulation de Lalg
p (ρ,ρ+;T), on peut sup-

poser sans perte de généralité que X∞(ρ,ρ+) est de torsion. On peut alors prendre
Lalg

p (ρ,ρ+;T)= p
∑

j µ j
∏

i Pi(T). Comme ω0(T)= T, l’équation (EQ0) montre bien que

ordTLalg
p (ρ,ρ+;T)≥∑

i
degpgcd(Pi(T),T)= e(ρ,ρ+).

Supposons enfin (?). Le terme de gauche de (EQn) est constant égal à e(ρ,ρ+), tandis
que l’on sait que r = 0 dans le terme de droite. Pour n ≥ 0 quelconque, en retranchant
(EQ0) à (EQn) on voit que Lalg

p (ρ,ρ+;T) est premier au polynôme ωn(T)
T , dont les racines

sont exactement les ζ−1, où ζ parcourt µpn − {1}. Autrement dit, Lalg
p (ρ,ρ+;ζ−1) 6= 0

pour tout ζ ∈µp∞ − {1}. �

Nous proposons une conjecture de type "zéros triviaux", imitant du côté algébrique les
phénomènes prédits du côté analytique par le théorème de Ferrero-Greenberg [FG79],
la conjecture de Gross-Stark [Gro81], ou la conjecture des zéros triviaux de [Ben14].
Conjecture 2.5.4. Avec les notations du Corollaire 2.5.3, si H∩Q∞ =Q, alors on a

ordTLalg
p (ρ,ρ+;T)= e(ρ,ρ+).

Nous achevons la preuve du Théorème 2.1.7 en prouvant l’absence de sous-modules
pseudo-nuls non-nuls de X∞(ρ,ρ+).
Proposition 2.5.5 (=Théorème 2.1.7 (iv)). Supposons que X∞(ρ,ρ+) est de Λ-torsion
et que Dp[$]G =HomG(Dp[$],µp)= 0. Alors X∞(ρ,ρ+) n’a pas de sous-modules pseudo-
nuls non-nuls.

Démonstration. On va vérifier les hypothèses de la Proposition 1.5.1, avec A=O et T =
Tp. Le point (a) est vrai par hypothèse. Montrons que H2(QΣ/Q∞,Dp) est de cotorsion sur
Λ. D’après la suite spectrale de Hochschild-Serre (cf. [NSW08, Chap. 2, §4, Theorem 1]),
le noyau de l’application de restriction H2(QΣ/Q∞,Dp)−→ H2(QΣ/H∞,Dp) est contrôlé
par la cohomologie du groupe fini G(∞) à valeurs un O-module co-finiment engendré. Ce
noyau est donc fini, et il suffit de montrer que H2(QΣ/H∞,Dp) est de cotorsion. Comme
QΣ = HΣ, on peut utiliser la formule de caractéristique d’Euler-Poincaré prouvée dans
[Gre06, Proposition 4.1] et donnant (après application du lemme de Shapiro) :

CorangΛ
(
H2(HΣ/H∞,Dp)

)=CorangΛ
(
H1(HΣ/H∞,Dp)

)−CorangΛ
(
H0(HΣ/H∞,Dp)

)−d · r2,

où r2 est le nombre de places complexes de H. Le Λ-corang du H0 est 0, car il est égal à
Dp ' (L/O)d, qui est de co-torsion sur Λ. Il faut donc montrer que le corang du H1 est
égal à d ·r2. Comme QΣ est aussi la plus grande extension de H∞ non-ramifiée en dehors
de Σ, et que l’action de GH∞ sur Dp est triviale, on a H1(QΣ/H∞,Dp)=Homct(X∞,Σ,Dp)
où X∞,Σ est le groupe de Galois de la plus grande pro-p extension abélienne MΣ de H∞
non-ramifiée en dehors de Σ. Or, X∞,Σ est pseudo-isomorphe à X∞,{p} =X∞. En effet, on
a une suite exacte⊕

λ|`∈Σ−{p} Iλ(MΣ/H∞) // X∞,Σ // X∞ // 0,

où la somme porte sur toutes les places finies λ de H∞ divisant une place ` ∈ Σ− {p}.
Or, cette somme directe est un O-module fini, car la somme est finie (puisqu’aucune
place finie ` n’est totalement décomposée dans l’extension cyclotomique) et car chacun
des groupes d’inertie est de torsion d’après [Iwa73, Theorem 25]. En particulier, X∞,Σ
a le même rang sur Λ que X∞, qui est égal à r2 (cf. [Iwa73, Theorem 17] ou [Was97,
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Theorem 13.31]). Ainsi, Homct(X∞,Σ,Dp)∨ 'X⊕d
∞,Σ a pour rang d · r2, ce qu’on voulait

montrer. L’hypothèse (b) est donc vérifiée. Les hypothèses (c) et (d) font partie de la
définition de la p-stabilisation ordinaire. Enfin, l’hypothèse (e) est vérifiée d’après nos
hypothèses sur la représentation résiduelle de ρ. On peut conclure que X∞(ρ,ρ+) n’a
pas de sous-modules pseudo-nuls non-nuls. �

3. TERME CONSTANT DE LA FONCTION L P-ADIQUE ALGÉBRIQUE

3.1. Cadre et énoncé de la formule du terme constant. On conserve les notations
de la Section 2.1 et nous supposons en outre que :

(nr) ρ est non-ramifiée en p,
(deg) p ne divise par l’ordre de l’image de ρ, i.e., p - [H :Q],
(dim) p ne divise pas la dimension de ρ, i.e., p - d.
Cela entraîne que :

• ρ est (quitte à conjuguer) à valeurs dans l’anneau des entiers O d’une extension
non-ramifiée 1 L de Qp,

• la réduction modulo p réalise un isomorphisme ρ ' ρ, donc ρ est résiduellement
irréductible (et X∞(ρ,ρ+) ne dépend pas du choix du réseau Tp),

• et l’idempotent eρ ∈ L[G] associé à ρ est à coefficients dans O.

Le complété Hv ⊆ Qp de H en v est une extension non-ramifiée de Qp. Quitte à
adjoindre à E des racines de l’unité d’ordre premier à p, on peut supposer que L contient
Hv et µg, où g = #G. Comme O contient (#G)−1 et les racines de l’unité d’ordre #G,
l’algèbre O[G] est semi-simple et admet une décomposition

O[G]=⊕
π

eπO[G]'⊕
π

Tdimπ
p,π ,

où (π,Vp,π) parcourt les représentations irréductibles de G et où Tp,π est un réseau
G-stable de Vp,π (unique à homothétie près). Pour tout O[G]-module M, on a ainsi une
décomposition en somme directe M =⊕

π eπM. On note Mρ = eρ(M⊗Zp O) la composante
ρ-isotypique d’un Zp[G]-module M.

On peut normaliser la valuation p-adique du régulateur R1(ρ,ρ+) de la manière
suivante. Choisissons une base Φ1, . . . ,Φd+ du O-module libre HomG(Tp,O×

H ⊗ZO), ainsi
qu’une base de T+

p = Tp ∩V+
p , que l’on complète en une base~t1, . . . ,~td de Tp. Comme

Hv/Qp est non-ramifiée, on a logp(OHv)⊆ pOHv , et donc logp :O×
H⊗ZO−→ L est à valeurs

dans pO.
Définition 3.1.1. On définit le régulateur p-adique normalisé Rp(ρ,ρ+) de [ρ], muni
de sa p-stabilisation V+, comme étant le déterminant de la matrice S0 = (si, j) de taille
d+×d+ définie par si, j = logp

(
Φi(~t j)

)
. On a ainsi

Rp(ρ,ρ+)= det
(
logp

(
Φi(~t j)

))
1≤i, j≤d+ ∈ pd+

O.

Au regard des Définitions 2.4.2 et 3.1.1, il est clair que Rp(ρ,ρ+) est défini à une
unité de O près, et il est non-nul si et seulement si R1(ρ,ρ+) est non-nul. On prouve en
Section 3.2 le théorème suivant.

1. Si g = #G est premier à p, alors on peut en effet prendre L =Qp(µg) d’après un théorème de Brauer
(cf. [Ser98, §12.3, Théorème 24 & Corollaire])
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Théorème 3.1.2. Si Rp(ρ,ρ+) 6= 0 et e(ρ,ρ+)= 0, alors X∞(ρ,ρ+) est de torsion sur Λ, et
le terme constant de sa fonction L algébrique est donné par

Lalg
p (ρ,ρ+;0)= Rp(ρ,ρ+)

pd+ · d
√

#(Cρ)

à une unité de O près.

3.2. Preuve de la formule du terme constant. L’action de GQp sur V et sur Tp se
factorise par celle de Frobv, qui est diagonalisable car d’ordre fini. On peut supposer
que la base~t1, . . . ,~td de Tp diagonalise Frobv.
Lemme 3.2.1. Si Rp(ρ,ρ+) 6= 0 et e(ρ,ρ+)= 0, alors le O-module Sel0(ρ,ρ+) est d’ordre
fini, X∞(ρ,ρ+) est de torsion sur Λ, et de plus,

Lalg
p (ρ,ρ+;0)= #Sel0(ρ,ρ+)

à une unité de O près.

Démonstration. Le fait que Sel0(ρ,ρ+) soit d’ordre fini sous les hypothèses du lemme a
été prouvé dans le Corollaire 2.4.5. Par ailleurs, la suite exacte (10) (pour m = 0) peut
être simplifiée en une suite exacte courte :

0 // Sel0(ρ,ρ+) // Sel∞(ρ,ρ+)Γ //
(
D−

p
)e(ρ,ρ+) // 0.

En effet, s0 est surjective car p - #G, et la source de t0 est triviale car H0(G,Dp) = 0.
Cela découle en effet du lemme de Nakayama et du fait que H0(G,ρ)= 0 car ρ ' ρ. Ainsi,
Sel∞(ρ,ρ+)Γ et son dual X∞(ρ,ρ+)Γ sont d’ordre fini (de même cardinal), et le lemme de
Nakayama montre que X∞(ρ,ρ+) est de torsion sur Λ. D’autre part, d’après le Théorème
2.1.7 (iv), X∞(ρ,ρ+) n’a pas de sous-Λ-modules finis non-nuls. On a donc

Lalg
p (ρ,ρ+;0)= #Sel∞(ρ,ρ+)Γ = #Sel0(ρ,ρ+)

en vertu du Lemme 1.1.7. �

La théorie des corps de classes et la Proposition 2.3.4 montrent que l’on a, sous nos
hypothèses, une suite exacte de O[G]-modules

0 // E
ρ
p

ι // Uρ rec // Xρ // Cρ // 0,

où Ep =Ep,0, U =U0, X=X0 et C=C0. On a un diagramme commutatif :

0

��
Sel0(ρ,ρ+)

��
0 // HomG(C,Dp) // HomG(X,Dp) //

��

HomG(U /Ep,Dp) //

��

0

HomGv (Ip(M/H),D−
p) ' // HomGv (Uv,D−

p),
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où la ligne et colonne centrales sont exactes car H1(G,Hom(C,Dp)) = 0 grâce à l’hy-
pothèse p - #G. Le lemme du serpent donne en particulier une autre suite exacte de
O-modules finis

0−→HomG(C,Dp)−→Sel0(ρ,ρ+)−→Sel# −→ 0(11)

où l’on a posé
Sel# := ker

[
HomG(U /Ep,Dp)−→HomGv(Uv,D−

p)
]

Comme µp 6⊆ Hv, le Zp-module U est libre, et donc HomG(U ,Vp)−→HomG(U ,Dp) est
surjective. On en déduit une autre description de Sel# :

Sel# ' { f ∈HomG(U ,Vp) / f (Ep)⊆ Tp, f (Uv)⊆V+
p +Tp}/HomG(U ,Tp)

Proposition 3.2.2. Le O-module Sel# est isomorphe au quotient T+
p /p−1S0

(
T+

p
)
.

Démonstration. Le choix de la base de Tp (adaptée à T+
p et diagonalisant Frobv) identifie

T−
p avec un supplémentaire de T+

p dans Tp, i.e., Tp = T+
p

⊕
T−

p . On a de même Vp =
V+

p
⊕

V−
p , ainsi que Dp = D+

p
⊕

D−
p . On note ( f +, f −) les coordonnées d’un morphisme

f à valeurs dans Vp relativement à cette décomposition. Si f ∈ HomG(U ,Vp), alors le
Lemme 2.4.1 permet d’écrire f sous la forme

f (x⊗ c)= ∑
g∈G

logp
(
g−1(x)⊗ c

)
ρ(g)(~v)=λp(x⊗ c) ·~v,

pour un unique vecteur~v ∈Vp, et pour tout x⊗ c ∈U ⊆ (
OH ⊗Zp

)×. La restriction à Uv
est donnée par

(12) f (u)= ∑
g∈Gv

logp
(
g−1(u)

)
ρ(g)(~v)=λp(u) ·~v.

Lemme 3.2.3. Écrivons~v =~v+⊕~v− selon la décomposition Vp =V+
p

⊕
V−

p . On a f ±(Uv)⊆
T±

p si et seulement si p~v± ∈ T±
p . En particulier, on a f (U)⊆ Tp si et seulement si p~v ∈ Tp.

Preuve du Lemme. Pour 1≤ i ≤ d, notons f i : Uv −→ L la i-ème coordonnée de f , notons
vi ∈ L celle de~v et notons ζi ∈ L la i-ème valeur propre de Frobv dans la base ambiante
{~ti}i. Il nous suffit de montrer que, pour tout 1≤ i ≤ d, on a f i(Uv)⊆O si et seulement si
pvi ∈O. Fixons 1≤ i ≤ d. L’expression (12) pour f montre que l’on a f i(u)=σi ◦ logp(u)vi
pour u ∈Uv = 1+ pOHv , où σi est l’application Zp-linéaire

σi :

{
Hv −→ L
x 7→ ∑#Gv−1

j=0 Frob j
v(x)ζ− j

i .

Notons que σi est effectivement à valeurs dans L car on a supposé que Hv ⊆ L. Comme
Hv/Qp est non-ramifiée, le logarithme p-adique envoie bijectivement Uv sur pOHv et
donc f i(Uv) = pviσi

(
OHv

)
. Pour montrer l’équivalence, il suffit donc de montrer que

σi
(
OHv

)⊆O mais que σi
(
OHv

) 6⊆ pO. Autrement dit, il suffit de voir que σi
(
OHv

)⊆O et
qu’il existe x0 ∈OHv tel que σi(x0) ∈O×. La première affirmation est claire car ζi est une
racine de l’unité (puisque Frobv ∈G est d’ordre fini) et donc ζi ∈O. Pour la deuxième, on
réduit σi modulo p (qui est une uniformisante de Hv et de L) pour obtenir

σi :

{
FHv −→ FL

x̄ 7→ ∑#Gv−1
j=0 ζ

− j
i x̄p j

,
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où FHv et FL sont les corps résiduels respectifs de Hn et de L. On doit vérifier que σi
n’est pas identiquement nulle. Or, ceci est vrai pour toute application polynômiale sur
FHv de degré strictement inférieur à #

(
FHv

)= p#Gv , et donc c’est vrai en particulier pour
σi. �

On termine la preuve de la Proposition 3.2.2. Soit f comme précédemment. D’après le
Lemme 2.4.3 et la Proposition 2.4.4, et avec les notations de la preuve de la Proposition
2.4.4, on a f (Ep)⊆ Tp si et seulement si les matrices Mi de taille d×d sont à coefficients
dans O pour tout 1≤ i ≤ d+. Or, ρ étant absolument irréductible, Mi est la matrice d’une
homothétie de rapport λi = #G

d
(
si,1v1 + . . .+ si,dvd

)
, où (v1, · · · ,vd) sont les coordonnées

de~v dans la base fixée de T. Comme p - #G ·d d’après (deg) et (dim), et comme si, j ∈ pO,
on a les équivalences :{

f (Uv)⊆V+
p +Tp

f (Ep)⊆ Tp
⇐⇒

{
f −(Uv)⊆ T−

p
∀1≤ i ≤ d+, Mi ∈ Md(O)

⇐⇒
{

p~v− ∈ T−
p

∀1≤ i ≤ d+, si,1v1 + . . .+ si,dvd ∈O
⇐⇒

{
pvd++1, · · · , pvd ∈O
∀1≤ i ≤ d+, si,1v1 + . . .+ si,d+vd+ ∈O

⇐⇒
{

pvd++1, · · · , pvd ∈O
S0 ·~v+ ∈ T+

p ,

⇐⇒
{
~v− ∈ p−1T−

p
~v+ ∈ (S0)−1 (T+

p ).

Ainsi, Sel# s’identifie à
(
(S0)−1 (T+

p )× p−1T−
p
)
/
(
p−1T+

p × p−1T−
p
)
, et donc à T+

p /p−1S0
(
T+

p
)
.

�

Preuve du Théorème 3.1.2. D’après le Lemme 3.2.1, il suffit de prouver que l’ordre de
Sel0(ρ,ρ+) est égal à p−d+ · Rp(ρ,ρ+) · d

√
#(Cρ) à une unité p-adique près. La suite

exacte (11) montre que cet ordre est égal au produit des cardinaux de HomG(C,Dp)
et de Sel#. La Proposition 3.2.2 montre d’une part que Sel# est d’ordre det

(
p−1 ·S0

)=
p−d+ ·Rp(ρ,ρ+). D’autre part, les Zp-modules finis sont auto-duaux pour la dualité
de Pontryagin (il suffit de le vérifier pour les p-groupes cycliques) donc l’ordre du
HomG(C,Dp) est le même que son dual de Pontryagin. Or, pour un O[G]-module M de
type fini, HomG(M,Dp)∨ s’identifie (non-canoniquement) à HomG(Tp, M). Cela est vrai
en effet pour M = O[G] car D∨

p ' Tp, et on en déduit le cas général en prenant une
présentation finie de M. Ainsi, on doit prouver que HomG(Tp,C) est d’ordre d

√
#(Cρ).

Comme O[G] = ⊕
πTdimπ

p,π , où la somme parcourt les O-représentations irréductibles
(π,Tp,π) de G, on a de plus par orthogonalité des idempotents :

HomG(Tp,C)⊕d =HomG(Tp,Cρ)⊕d =HomG(T⊕d
p ,Cρ)=HomG(O[G],Cρ)=Cρ,

d’où l’égalité souhaitée. �

4. THÉORIE D’IWASAWA DES FORMES MODULAIRES DE POIDS 1

4.1. Groupe de Selmer d’une forme modulaire classique de poids 1. Soit (ρ,V )
une représentation d’Artin de dimension 2 et irréductible sur Q, de conducteur d’Artin
égal à N et à coefficients dans un corps de nombres E. On suppose que ρ est impaire
c’est-à-dire que d+ = 1. On sait associer à ρ une forme modulaire parabolique primitive
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de poids 1 f grâce au travail de Khare et Wintenberger ([KW09][Corollary 10.2.(ii)]).
La forme f est de niveau N, a pour caractère ε= detρ, et son q-développement f (z)=∑

n≥1 anqn ∈ E[[q]] à la pointe ∞ satisfait

Trρ(Frob`)= a`,

pour tout nombre premier ` ne divisant pas N. Soient α et β les racines du p-ième
polynôme de Hecke X2 −ap X +ε(p) ∈ E[X ] de f . Nous supposerons dans toute la suite
que :
(rég) f est régulière en p, i.e., α 6=β,
(nr) ρ est non-ramifiée en p, i.e., p - N,

(deg) p ne divise par l’ordre de l’image de ρ, i.e., p - [H :Q],

Le complété Hv ⊆Qp de H en la place privilégiée v|p est une extension non-ramifiée
de Qp. On fixe l’anneau O des entiers d’une extension non-ramifiée L de Qp contenant
Hv et µ#G(Qp). Les valeurs propres α,β ∈ µ#G(L) de ρ(Frobv) sont distinctes, donc V
admet exactement deux droites Gv-stables et supplémentaires sur lesquelles Frobv
agit respectivement par multiplication par α et β. Ainsi, le choix d’une p-stabilisation
ordinaire de [ρ] revient au choix d’une de ces deux droites stables, c’est-à-dire au choix
d’une p-stabilisation de f , à savoir fα(z)= f (z)−β f (pz) ou bien fβ(z)= f (z)−α f (pz).
Définition 4.1.1. Soit fα la p-stabilisation de f de valeur propre α pour Up. Le groupe
de Selmer attaché à fα est le O-module

Sel∞( fα) :=Sel∞(ρ,ρ+),

où l’on a choisi la p-stabilisation ordinaire V+ ⊆V de ρ comme étant égale à la droite
sur laquelle Frobv agit par multiplication par β. On note aussi

X∞( fα) :=Sel∞( fα)∨

le groupe de Selmer dual de fα et Lalg
p ( fα;T) la fonction L p-adique algébrique de fα,

c’est-à-dire un générateur de l’idéal caractéristique de X∞( fα).
Corollaire 4.1.2. (1) La définition de Sel∞( fα) ne dépend pas du choix du réseau

GQ-stable Tp de Vp.
(2) X∞( fα) est un module de torsion surΛ=O[[T]]. Il n’a, de plus, aucun sous-module

fini différent de {0}.
(3) On a

Lalg
p ( fα;0)=

{
logp(ε fα)

p

p
#Cρ si α 6= 1

0 si α= 1

à une unité de O près. Ici, Cρ est la composante ρ-isotypique du p-groupe des
classes d’idéaux de H, et ε fα désigne un générateur du sous-O-module (libre de
rang 1) de (O×

H ⊗ZO)ρ sur lequel Frobv agit par multiplication par β. De plus,
logp

(
ε fα

)
est non-nul.

Démonstration. L’hypothèse (deg) implique que ρ est résiduellement irréductible, donc
Sel∞( fα) ne dépend pas du choix de Tp d’après la Proposition 2.1.4. Par ailleurs, la
droite V−

p est celle sur laquelle Frobv agit par multiplication par α, donc e(ρ,ρ+) =
dimH0(Qp,V−

p ) = 0 si et seulement si α 6= 1. Les points (2) et (3) découlent ainsi des
Théorèmes 2.1.7 et 3.1.2. �
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4.2. Exemple des formes modulaires à multiplication complexe. Soit ψ : GF −→
E× un caractère d’ordre fini sur un corps quadratique imaginaire F. On note τ le
caractère non-trivial de Gal(F/Q) (qui est aussi la restriction de Frob∞ à F) et ψτ :
GF −→ E× le caractère donné par ψτ(h) =ψ(τhτ) pour tout h ∈GF . Si ψ 6=ψτ, alors la
série thêta associée à ψ, vu comme un caractère de Hecke, est une forme parabolique
f de poids 1 dont la représentation de Deligne-Serre est donnée par ρ = IndQFψ. On
suppose que ρ satisfait les hypothèses (rég), (nr), (deg) et on reprend les notations de
la section précédente. On a ainsi une décomposition de GF -modules

(13) Dp =Qp/Zp ⊗O(ψ)
⊕

Qp/Zp ⊗O(ψτ),

où O(ψ) (resp. O(ψτ)) est le O-module libre de rang 1 sur lequel GF agit via ψ (resp.
via ψτ). Lorsque p est décomposé dans F, on a ψ(Frobv)=ψ(p) et ψτ(Frobv)=ψ(p), où
pOF = pp et où p est l’idéal premier de OF au-dessus de p déterminé par v (i.e., par ιp).
On a en particulier {α,β}= {ψ(p),ψ(p)}.
Proposition 4.2.1. Supposons que p est décomposé dans F et choisissons α=ψ(p). Soit
K /F l’extension galoisienne découpée par ψ et soit Xp le groupe de Galois de la pro-p
extension abélienne maximale de KQ∞ non-ramifiée en dehors de p. Alors X∞( fα) est
isomorphe à la composante ψ-isotypique

(
Xp⊗O

)(ψ) de Xp.

Démonstration. Notons Dψ et Dψτ les deux facteurs de Dp de la décomposition (13). Les
hypothèses sur ρ impliquent que ψ(p) et ψ(p) sont distincts modulo p, donc Dψ est le
plus grand sous-module de Dp sur lequel Frobv agit par multiplication par ψ(p). Comme
ψ(p)=β, on a ainsi D+

p = Dψ. D’autre part, le lemme de Shapiro donne un isomorphisme

H1(Q∞,Dp)' H1(FQ∞,Dψ),

qui envoie une classe de cocycles σ à valeurs dans Dp sur la classe τ := prψ ◦σ|GFQ∞ , où
prψ est la projection Dp � Dψ. Comparons les conditions locales définissant Sel∞( fα)
dans H1(Q∞,Dp) : on a σ non-ramifié en λ|l 6= p si et seulement si τ est non-ramifié en λ.
Comme D+

p = Dψ, on vérifie de même que σ(Ip)⊆ D+
p si et seulement si τ est non-ramifié

en p. Ainsi, l’image de Sel∞( fα) par l’isomorphisme de Shapiro, composé avec l’appli-
cation de restriction H1(FQ∞,Dψ)'HomGal(K /F)(GKQ∞ ,Dψ) (qui est un isomorphisme
car p - [K : F] par le même argument qu’en Section 2.2), est égale à HomGal(K /F)(Xp,Dψ),
c’est-à-dire à Hom

((
Xp⊗O

)(ψ) ,Qp/Zp ⊗O
)
. En prenant les duaux de Pontryagin, on

obtient le résultat voulu. �

Remarque 4.2.2. En utilisant la Proposition 4.2.1, on voit que les résultats du Corol-
laire 4.1.2 ont déjà été prouvés dans [Rub91, Theorem 5.3 (i)-(iii)-(v)] pour les formes
modulaires à multiplication complexe par un corps quadratique imaginaire dans lequel
p est décomposé.

4.3. Familles de Hida et déformations ordinaires.

4.3.1. Spécialisations. On pose u = 1+ p un générateur du groupe multiplicatif 1+ pZp.
Soit H une extension finie de Zp[[X ]]. On dit qu’un morphisme d’anneaux φ :H−→Qp
est une spécialisation classique de H s’il existe un entier k ≥ 1 et une racine de l’unité
ζ ∈µp∞ primitive d’ordre pr−1 (où r > 0) tels que φ(X )= ζuk−1−1. On dit que φ est une
spécialisation arithmétique 2 si, de plus, k ≥ 2. On pose kφ := k, rφ := r, et aussi χφ = χζ.

2. C’est la terminologie utilisée dans des références standards, notamment dans [GV04].
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La spécialisation φ définit par ailleurs un idéal pφ := kerφ de H, qui est premier de
hauteur 1, et un anneau Oφ := imφ qui est une extension finie de Zp.

4.3.2. Familles de Hida. Une forme parabolique ordinaire Zp[[X ]]-adique de niveau
modéré N et de caractère ε est un q-développement formel f=∑

n≥0 an(f)qn à coefficients
dans une extension finie H de Zp[[X ]] telle que, pour toute spécialisation arithmétique
φ de H, le q-développement

gφ :=φ(f)=∑
n
φ(an(f))qn ∈ Skφ(N prφ ,εχφω1−kφ ,Oφ)

définit une forme parabolique ordinaire p-stabilisée de poids kφ et de niveau N prφ . On
dit que f est N-nouvelle si toutes ses spécialisations arithmétiques le sont. Une famille
de Hida primitive f est une forme parabolique ordinaire Zp[[X ]]-adique N-nouvelle qui
est propre pour les opérateurs de Hecke U` (resp. T`, 〈`〉) pour `|N p (resp. ` - N p).

Soit HN l’algèbre de Hecke universelle ordinaire de niveau modéré N. C’est une
Zp[[X ]]-algèbre générée par les opérateurs de Hecke agissant sur l’espace des formes
paraboliques ordinaires. Elle est libre de rang fini d’après [Hid86b, Theorem 3.1],
et ses spécialisations arithmétiques correspondent aux formes paraboliques propres
de niveau modéré N. Le quotient Hnew

N de HN agissant fidèlement sur l’espace des
formes N-nouvelles est de même une Zp[[X ]]-algèbre finie réduite et sans torsion. Ses
spécialisations arithmétiques sont de plus en bijection avec les (orbites galoisiennes de)
formes propres classiques de poids k ≥ 2 et niveau modéré N qui sont nouvelles en N.

Le théorème de contrôle de Hida montre que toute forme primitive p-ordinaire p-
stabilisée de poids ≥ 2 est la spécialisation d’une famille de Hida primitive. Ce résultat
a été étendu aux formes de poids 1 par Wiles ([Wil88, Theorem 3]).
Théorème 4.3.3 (Wiles). Il existe une famille de Hida primitive f se spécialisant en fα.

Comme f est p-régulière, on sait même que f est unique 3 à conjugaison galoisienne
près, d’après le théorème principal de [BD16] (voir aussi [Dim14, Corollary 1.15]). La
famille f définit un morphisme d’anneaux Hnew

N −→ Frac(Zp[[X ]]), dont le noyau a est
un idéal premier minimal de Hnew

N . On peut alors voir f à coefficients dans Hf :=Hnew
N /a.

On note φα :Hf −→Qp la spécialisation classique de poids 1 associée à fα, et on note
simplement pα = kerφα l’idéal premier de hauteur 1 associé à fα. Les coefficients de
Fourier de fα sont dans O, donc φα est à valeurs dans O.
Remarque 4.3.4. Soit φ une spécialisation arithmétique de poids k de Hf telle que
p−1|k−1 et χφ = 1. Alors, par définition, gφ est de niveau N p et son caractère ε est de
niveau N. Comme p - N, gφ est nécessairement p-old d’après [Miy06, Theorem 4.6.17/2].
Ainsi, gφ est la p-stabilisation d’une forme primitive de niveau N.

4.3.5. Déformation ordinaire. Soit φ une spécialisation classique de Hf. Les travaux
de Deligne ([Del71]), généralisant ceux de Eichler et de Shimura, montrent l’existence
d’une représentation galoisienne (ρφ,Vp,φ) irréductible sur Q et à coefficients dans
Oφ⊗Qp, non-ramifiée en-dehors de N p, de dimension 2 et impaire attachée à gφ, au
sens où

∀` - N p, ρφ(Frob`)= a`(gφ).

3. Il existe des exemples explicites de formes modulaires primitives de poids 1 non-régulières en p et
en lesquelles se spécialisent deux familles de Hida non-conjuguées, cf. [DG12, §7.4].
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Par ailleurs, comme gφ est ordinaire de poids ≥ 2, Vp,φ admet une unique droite GQp -
stable V+

p,φ ⊆Vp,φ de quotient V−
p,φ non-ramifié, et Frobv agit sur V−

p,φ par multiplication
par ap(gφ). D’autre part, la représentation résiduelle de ρφ est isomorphe à ρ, donc ρφ
est résiduellement irréductible et Vp,φ admet une seule classe d’homothétie de réseaux
GQ-stables. On rappelle à présent comment interpoler un réseau stable de chacun des
Vp,φ en famille.

D’après [Hid86a, Theorem 2.1], on a une représentation galoisienne sur Hf ⊗Zp[[X ]]
Frac(Zp[[X ]]), non-ramifiée en tout ` - N p, qui envoie Frob` sur a`(f). Comme ρ̄ est
absolument irréductible, cette représentation est même définie sur Hf d’après [Nys96,
Théorème 1] (voir aussi [Rou96, Corollaire 5.2]). Comme ρ̄ est p-distinguée, l’espace des
Ip-coinvariants est Hf-libre de rang 1, et Frobv agit par multiplication par ap(f), d’après
[Wil88, Theorem 2.2.2]. On obtient le résultat suivant.
Théorème 4.3.6. Supposons que ρ est absolument irréductible et p-distinguée (ce qui
résulte de nos hypothèses (rég) et (deg), cf. Paragraphe 3.1). Il existe un Hf-module libre
de rang 2, noté Tf, et une représentation continue impaire et irréductible

ρf : GQ −→GLHf(Tf),

non-ramifiée en-dehors de N p telle que Tr(ρf(Frob`)) = a`(f) pour tout ` - N p. On a en
outre les propriétés suivantes :

• Pour toute spécialisation arithmétique gφ =φ(f) de f, le Oφ-module Tp,φ :=Tf⊗Hf,φ
Oφ s’identifie à un réseau de Vp,φ. De même, on a Tp 'Tf⊗Hf,φαO.

• Il existe T+
f ⊆Tf un sous-Hf-module libre de rang 1 qui est stable par GQp vérifiant

les propriétés suivantes. Le quotient T−
f := Tf/T+

f est libre de rang 1, et l’action
de GQp sur T−

f est donnée par le caractère non-ramifié envoyant Frobv sur ap(f).
De plus, pour toute spécialisation arithmétique gφ de f, la filtration obtenue
se spécialise sur la filtration ordinaire T±

p,φ attachée à Tp,φ. De même, on a
T±

p 'T±
f ⊗Hf,φαO.

4.4. Fonctions L p-adiques de formes modulaires ordinaires en famille. Soit g
une forme modulaire cuspidale primitive de poids k ≥ 2 et p-stabilisée, à coefficients
dans une extension finie de Qp. Lorsque vp(ap(g)) < k−1, on sait attacher grâce à
Amice-Vélu [AV75] et Vishik [Vis76] (voir aussi [MTT86]) une distribution d’ordre de
croissance ≤ vp(ap(g)) interpolant les valeurs spéciales en s = 1, . . . ,k−1 de la série
L(g,χ, s)=∑

n≥1 an(g)χ(n)n−s, où χ est un caractère fini galoisien sur Q de conducteur
une puissance de p (que l’on voit comme un caractère de Dirichlet), convenablement
normalisées par deux périodes complexes Ω±

g . Lorsque g est p-ordinaire et que le choix
des périodes est convenablement normalisé, on obtient une série formelle Lan

p (g,T) à
coefficients dans une extension finie de Zp. Dans notre situation où nous aimerions
construire une série interpolant celles associées aux spécialisations gφ, il convient
de faire un choix de "périodes canoniques en famille". Comme ρ et irréductible et p-
distinguée, nous pouvons faire appel à la construction de la fonction L p-adique en
famille donnée par Emerton-Pollack-Weston [EPW06] pour obtenir une série formelle
Lan

p (f,T) ∈Hf[[T]] dont on va rappeler la propriété d’interpolation.
La Zp[[X ]]-algèbre HN est finie donc semi-locale, elle est isomorphe au produit fini de

ses localisés aux idéaux maximaux
∏

m′ (HN)m′ . On note m l’idéal maximal correspondant
à ρ̄. On note aussi H∗

N l’algèbre de Hecke universelle ordinaire agissant sur toutes
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les formes Zp[[X ]]-adiques ordinaires (non-nécessairement paraboliques). Pour k ≥ 2
et r ≥ 1, soit H∗

N,r,k (resp. HN,r,k) l’algèbre de Hecke agissant sur toutes les formes
modulaires (resp. les formes paraboliques) p-ordinaires de poids k et de niveau N pr.
La suite exacte en homologie de la paire (X1(N pr), {pointes}) (où X1(N pr) est la courbe
modulaire compacte de niveau N pr) induit (après localisation en l’idéal maximal induit
par m et projection ordinaire) un isomorphisme

H1(X1(N pr), L̃k(Zp))ord
m ' H1(X1(N pr), {pointes}, L̃k(Zp))ord

m

de
(
HN,r,k

)
m '

(
H∗

N,r,k

)
m

-modules, où L̃k(Zp) est le système local associé au Zp-module

des polynômes à coefficients dans Zp de degré ≤ k−2. On note
(
MN,r,k

)
m ces modules

isomorphes.
(
MN,r,k

)
m est la somme directe des deux sous-espaces propres

(
MN,r,k

)±
m

pour l’action induite par la conjugaison complexe sur X1(N pr), qui sont tous deux
libres de rang 1 sur HN,r,k d’après [EPW06, Proposition 3.1.1], car ρ est irréductible
et p-distinguée. Fixons un isomorphisme α±

N,r,k :
(
MN,r,k

)±
m ' (

HN,r,k
)
m, ainsi qu’un

isomorphisme Q̄p 'C.
Proposition 4.4.1. Soit g une forme propre parabolique p-ordinaire de poids k ≥
2, niveau N pr, à coefficients dans une extension finie Og de Zp, et de représentation
résiduelle ρ. Il existe deux périodes Ω±

g ∈C appelées périodes canoniques, bien définies à
une unité de Og près et ne dépendant que de l’isomorphisme α±

N,r,k, ainsi qu’une unique
série formelle Lan

p (g,T) ∈Og[[T]] satisfaisant la formule d’interpolation suivante : pour
tout 0≤ m ≤ k−2 et ξ racine primitive pt−1-ème de l’unité, on a

Lan
p (g,ξ(1+ p)m −1)= eg(ξ,m)

pt′(m+1)m!

ap(g)t′(−2iπ)m+1G(ω−mχξ)Ω(−1)m
g

L(g,ω−mχξ,m+1),

où ω est le caractère de Teichmüller et χξ : GQ�Γ�µpt−1 est le caractère envoyant γ sur
ξ, avec eg(ξ,m) := 1−ap(g)−1 pm et t′ := 0 lorsque ξ= 1 et p−1|m, et eg(ξ,m) := 1 et t′ := t
sinon, où G(−) désigne la somme de Gauss de caractères de Dirichlet.

Démonstration. La construction de Lan
p (g,T) est donnée dans [EPW06, §3.2 et Prop.

3.4.3]. �

Soit pN,r,k le produit de tous les idéaux premiers de hauteur 1 de HN , de poids k et
de niveau divisant N pr et de représentation résiduelle ρ. Les théorèmes de contrôle
donnent des identifications (HN)m /pN,r,k ' (

HN,r,k
)
m et

(
H∗

N
)
m

/pN,r,k '
(
H∗

N,r,k

)
m

, de

même qu’un isomorphisme (MN)±m⊗ (HN)m /pN,r,k '
(
MN,r,k

)±
m, où (MN)m est le (HN)m '(

H∗
N

)
m

-module libre de rang 2 défini comme étant la limite projective

lim←−−
r

H1(X1(N pr),Zp)ord
m ' lim←−−

r
H1(X1(N pr), {pointes},Zp)ord

m

(cf. [EPW06, Proposition 3.3.1] et sa preuve). En particulier, le choix d’un isomorphisme

α±
N : (HN)m ' (MN)±m

détermine, pour tout k et r, un choix d’isomorphisme

α±
N,r,k :

(
MN,r,k

)±
m ' (

HN,r,k
)
m ,
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en posant α±
N,r,k =α±

N mod pN,r,k. En ce sens, on peut dire que le choix des périodes Ω±
g

est effectué en famille (voir loc. cit.). On peut de même construire une mesure sur Z×
p à

coefficients dans (HN)m interpolant les mesures µ±
k . En vue de nos applications, nous

considérons plutôt la composée avec la projection

(HN)m�
(
Hnew

N
)
m�Hf.

Fixons l’isomorphisme précédent α±
N . On a l’analogue en famille de la Proposition 4.4.1 :

Proposition 4.4.2. Il existe une série formelle Lan
p (f;T) ∈Hf[[T]] telle que, pour toute

spécialisation arithmétique gφ =φ(f) de f, on ait

φ̃
(
Lan

p (f,T)
)= Lan

p (gφ;T),

où φ̃ :Hf[[T]]�Oφ[[T]] est morphisme appliquant φ aux coefficients des séries formelles,
et où Lan

p (gφ;T) est la fonction L p-adique analytique de gφ calculée dans la Proposition
4.4.1 avec l’isomorphisme α±

N,r,k choisi comme étant égal à α±
N mod pN,r,k.

L’élément Lan
p (f;T) est défini à multiplication par une unité de Hf près.

Définition 4.4.3. On définit Lan
p ( fα;T) ∈O[[T]] la fonction L p-adique analytique de fα

comme étant l’image de Lan
p (f,T) par l’application φ̃α :Hf[[T]]−→O[[T]]. Elle est bien

définie à une unité multiplicative de O près.
Remarque 4.4.4. (1) Il semble a priori difficile de montrer que la série formelle

que l’on a défini n’est pas identiquement nulle. On verra néanmoins que cela
est vrai, en admettant la véracité de la conjecture principale pour les formes
modulaires de poids supérieur (Conjecture 4.5.2).

(2) Sous la seule hypothèse (rég), Bellaïche et Dimitrov ont proposé une définition
d’une fonction L p-adique ([BD16, Corollary 1.3]) seulement définie à un élément
de L× près. Il serait intéressant d’essayer de généraliser cette définition au cas
où il existe plusieurs familles de Hida se spécialisant en une forme modulaire
non-régulière en p. Chaque famille devrait produire une fonction L p-adique à
deux variables qu’on pourrait spécialiser en fα. Du point de vue algébrique, un
candidat naturel pour V+

p serait alors la spécialisation en poids 1 de la GQp -droite
ordinaire de la famille construite dans [Wil88, Theorem 2.2.2]. Il est cependant
possible que V+

p ⊆Vp ne soit pas rationnelle, i.e., qu’elle ne provienne pas d’une
p-stabilisation ordinaire V+ de V .

4.5. Conjectures principales.

4.5.1. Soit gφ une spécialisation classique de f. Le groupe de Selmer (resp. groupe de
Selmer dual) attaché à gφ est par définition le Oφ[[T]]-module

Sel∞(φ) :=Sel∞(Tp,φ,T+
p,φ), resp. X∞(φ) :=Sel∞(φ)∨.

On pose Lalg
p (gφ,T) := Lalg

p (X∞(φ),T) lorsque X∞(φ) est de torsion sur Oφ[[T]]. La
Conjecture Principale pour les formes primitives p-ordinaires p-stabilisées de poids
k ≥ 2 prédit l’égalité suivante ([SU14, Conjecture 3.24], à noter que loc.cit. définit les
représentations galoisiennes et leurs fonctions L avec le Frobenius géométrique, ce qui
change - en apparence seulement - l’énoncé).
Conjecture 4.5.2. Soit gφ une spécialisation arithmétique de f. Le Oφ[[T]]-module
X∞(φ) est de torsion, et il existe une unité uφ de Oφ[[T]] telle que

uφ ·Lalg
p (gφ,T)= Lan

p (gφ,T).
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Kato a prouvé une divisibilité partielle dans le cas où gφ est la p-stabilisation d’une
forme primitive ordinaire de niveau premier à p ([Kat04, Theorem 17.4]). D’après la
Remarque 4.3.4, ceci est valable précisément lorsque p−1|kφ−1 et χφ = 1. On a donc le
théorème suivant.
Théorème 4.5.3 (Kato). Soit gφ une spécialisation arithmétique de f telle que p−1|kφ−1
et χφ = 1. Le Oφ[[T]]-module X∞(φ) est de torsion, et

Lalg
p (gφ,T) divise Lan

p (gφ,T))

dans Oφ[[T]][ 1
p ].

Malheureusement, nous ne pouvons faire appel aux résultats de Skinner-Urban
[SU14, Theorem 3.29], qui établit l’autre divisibilité sous l’hypothèse additionnelle (trop
restrictive pour nos applications) de trivialité du caractère central de f.

Nous formulons la conjecture suivante :
Conjecture 4.5.4. Il existe une unité u de O[[T]] telle que

u ·Lalg
p ( fα,T)= Lan

p ( fα,T).

Notons que les conditions p−1|kφ−1 et χφ = 1 sont vraies pour φ=φα. Les arguments
de passage à la limite utilisé dans la preuve du Théorème 4.5.5 montreront (sous les
hypothèses du Théorème 4.5.5) que la Conjecture 4.5.2 implique la Conjecture 4.5.4.
Notre résultat est le suivant :
Théorème 4.5.5. On a

Lalg
p ( fα,T) divise Lan

p ( fα,T)

dans O[[T]][ 1
p ]. De plus, si la Conjecture 4.5.2 est vraie pour toute spécialisation gφ de

poids kφ suffisamment proche p-adiquement de 1 et de niveau N p, alors la Conjecture
4.5.4 est vraie.

Il est facile d’inclure le poids 1 dans les résultats classiques sur la variation des
µ-invariants dans les familles de Hida (voir par exemple [EPW06, Theorem 4.3.3]). On
obtient la proposition suivante :
Proposition 4.5.6. Si le µ-invariant de X∞( fα) est nul, alors il en est de même pour
X∞(gφ) pour toute spécialisation classique φ de f, et réciproquement.

Démonstration. Étant donnée une spécialisation classique gφ de f (incluant gφ =
fα), le µ-invariant de X∞(gφ) est nul si et seulement si le O/pO-espace vectoriel
X∞(gφ)/pX∞(gφ) est de dimension finie. Or, en appliquant la Proposition 1.4.1 (comme
dans la preuve du Lemme 4.9.2), ce dernier s’identifie à un "groupe de Selmer résiduel"
(i.e., ne dépendant que de ρ et du choix de α mod p), ce qui ne dépend pas de φ. �

4.6. Articulation de la preuve du Théorème C. D’après [Dim14, §7.3, Proposition
1.12], l’anneau localisé (Hf)pα est de valuation discrète. Dans la Section 4.7, on construit
un paramétrage de f au voisinage de fα, donnant une suite de formes modulaires
primitives p-stabilisées gn (cf. Notation 4.7.4) dont les coefficients de Fourier vivent
dans une extension finie O′ de O et convergent vers ceux de fα. Les étapes de la preuve
du Théorème 4.5.5 sont rassemblées dans le schéma suivant :
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Lalg
p (gn,T)

(c) n→+∞
��

(a)
divise Lan

p (gn,T)

(b)n→+∞
��

Lalg
p ( fα,T) Lan

p ( fα,T)

Toutes les fonctions L p-adiques sont des éléments de l’anneau topologique O′[[T]], et les
divisibilités sont dans O′[[T]][ 1

p ]. Le point (a) est une application du théorème de Kato
(Théorème 4.5.3). Les points (b) et (c) sont respectivement démontrés dans le Lemme
4.8.1 et la Proposition 4.9.1, après avoir construit une fonction L p-adique analytique et
algébrique au voisinage de fα dans les Sections 4.8 et 4.9. Une fois les points (a), (b) et
(c) prouvés, la preuve du Théorème 4.5.5 découle immédiatement du lemme suivant,
pour A = O′[[T]] (muni de sa topologie d’anneau local), π une uniformisante de O′,
an = Lalg

p (gn,T), a = Lalg
p ( fα,T), bn = Lan

p (gn,T), et b = Lan
p ( fα,T).

Lemme 4.6.1. Soit A un anneau topologique compact. Soient (an)n et (bn)n deux suites
d’éléments de A convergeant respectivement vers a et b.

(1) Si an divise bn dans A pour tout n, alors a divise b.
(2) Soit π ∈ A un élément premier, régulier et topologiquement nilpotent. Si an divise

bn dans A[ 1
π

] pour tout n, et si a 6= 0, alors a divise b dans A[ 1
π

].

Démonstration. Le point (1) se prouve facilement en extrayant des sous-suites conver-
gentes. Traitons (2), et soit n ∈ N. Il existe k(n) ∈ N et cn ∈ A tels que πk(n)bn = ancn.
L’élément π étant régulier, quitte à simplifier suffisamment de fois par π, on peut suppo-
ser que l’on a, ou bien k(n)= 0, ou bien π - cn. Dans tous les cas, π étant premier, on a
πk(n)|an. Par hypothèse, an converge vers a 6= 0 et π est topologiquement nilpotent, donc
k(n) est borné avec n d’après (1). Ainsi, il existe un entier K suffisamment grand tel que
an divise πK bn pour tout n, et donc a divise πK b par (1), ce qu’on voulait démontrer. �

4.7. Lissité et paramétrage local de la famille de Hida. Soit F(W) = ∑
n cnWn ∈

Qp[[W]] une série formelle de rayon de convergence positif. Alors il existe un entier r
tel que F(W) converge sur le disque de rayon p−r, c’est-à-dire que la suite (cn pnr)n est
bornée. On peut donc voir F(Y ) comme un élément du sous-anneau Zp[[W/pr]][ 1

p ] de

Qp[[W]].
Lemme 4.7.1. Soit F(W) ∈Qp[[W]]. Supposons que F(W) est entier sur Zp[[W]]. Alors
il existe une extension finie M de Qp et un entier r tel que F(W) ∈OM[[W /pr]].

Démonstration. Soit Q(W , Z) ∈Zp[[W]][Z] un polynôme (en la variable Z) unitaire de
degré dQ qui s’annule en F(W). Le théorème d’approximation d’Artin [Art68, Theorem
1.2] implique que, pour tout entier c ≥ 0 et pour toute racine G(W) de Q(W , Z), il existe
une série formelle Ĝc(W) ∈Qp[[W]] de rayon de convergence positif qui est une racine
de Q(W , Z) et qui satisfait la congruence G(W)≡ Ĝc(W) mod W c. Comme Qp[[W]] est
intègre, Q(W , Z) a un nombre fini de racines dans Qp[[W]], et on peut donc choisir un
entier c tel que, pour toute paire de racines distinctes G1(W),G2(W) de Q(W , Z), on ait
G1(W) 6≡G2(W) mod W c. Pour un tel c, on voit que l’on a G(W)= Ĝc(W), et donc toute
racine du polynôme Q(W , Z) converge au voisinage de 0. En particulier, il existe un
entier r tel que F(W) ∈Zp[[W /pr]][ 1

p ].
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Soit M le compositum de toutes les extensions de Qp de degré inférieur ou égal à
dQ . Pour tout w ∈ pr+1Zp, l’équation Q(w,F(w)) = 0 implique que F(w) satisfait une
équation de degré dQ , et donc F(w) ∈ M. On en déduit que F(W) est à coefficients dans
M, et donc F(W) ∈OM[[W /pr]][ 1

p ]. Enfin, comme F(W) est entier, il est p-entier et donc
F(W) ∈OM[[W /pr]] comme annoncé. �

Soient r ≥ 0 et e ≥ 1 des entiers et M une extension finie de L. On notera OM[[X1/e/pr]]
la OM[[X ]]-algèbre OM[[X ,Y ]]/(preY e − X ). Un morphisme de spécialisation X = a pour
a ∈mCp s’étend à OM[[X1/e/pr]] dès que p−rea ∈mCp , et dépend du choix d’une racine
e-ième de p−rea dans Cp.
Proposition 4.7.2. Il existe des entiers r et e ≥ 1, une extension finie M/L et un mor-
phisme (injectif) de Zp[[X ]]-algèbres Φ tel que le diagramme suivant soit commutatif :

(14) Hf
φα //

Φ ''

OM

Zp[[X ]]

OO

// OM[[X1/e/pr]]

X=0

OO

Démonstration. Comme (Hf)pα est un anneau de valuation discrète d’égale caractéris-
tique, son complété est un anneau de séries formelles en une variables sur son corps
résiduel. Donc il existe un morphisme injectif d’anneaux locaux

Φ : (Hf)pα ,→Qp[[Y0]],

où Y0 est une variable formelle. Comme Φ est local, l’image de X ∈ pα par Φ est divisible
par Y0. Donc X , vu comme élément de Qp[[Y0]], est une série formelle sans terme
constant X = aY e

0 + bY e+1
0 + . . . où e ≥ 1 et a 6= 0. Soit H(Y0) ∈ Qp[[Y0]] une racine e-

ième de la série a+ bY0 + . . ., de sorte que X = (Y0H(Y0))e. Comme H(0) 6= 0, on voit
que Y = Y0H(Y0) définit une nouvelle variable formelle, i.e., on a un isomorphisme
d’anneaux locaux Qp[[Y0]] ' Qp[[Y ]] ' Qp[[X1/e]]. La restriction de Φ à Hf donne un
morphisme de Zp[[X ]]-algèbres Hf ,→Qp[[X1/e]]. D’après le Lemme 4.7.1, l’image de ce
morphisme est incluse dans un anneau de la forme OM[[X1/e/pr]] pour une certaine
extension finie M de L, car Hf est fini sur Zp[[X ]]. On note encore Φ le morphisme de
Zp[[X ]]-algèbres obtenu :

Φ :Hf ,→OM[[X1/e/pr]].

Il vérifie par constructionΦ−1 (
(X1/e/pr)

)= pα, ce qui rend le diagramme (14) commutatif.
�

Corollaire 4.7.3. Soit Y la variable formelle X1/e/pr et soit A :=OM[[X1/e/pr]]'OM[[Y ]].
On définit

f†(Y )= ∑
m≥1

am(f†;Y )qm ∈A[[q]], où am(f†;Y ) :=Φ(am(f)).

Alors f†(Y ) paramètre f au voisinage de fα au sens suivant : on a f†(0)= fα, et pour tout
entier k ≥ 2 tel que pre|k−1, et pour tout choix y ∈ M d’une racine e-ième de uk−1−1

pre , f†(y)
est une spécialisation arithmétique de f de poids k, de niveau N p et caractère εω1−k.
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Démonstration. On a en effet pre+1|uk−1 −1, donc |y|p < 1 et il existe un unique mor-
phisme Ψy : A −→OM satisfaisant Ψy(Y ) = y. On a de plus Ψy(X ) = uk−1 −1, donc la
composée φy =Ψy ◦Φ :Hf −→OM est une spécialisation arithmétique de Hf de poids k et
de caractère χφy = 1. La forme f†(y)=φy(f) définit bien une spécialisation arithmétique
de f avec les propriétés annoncées. �

Notation 4.7.4. Quitte à agrandir M, on peut supposer que M contient toutes les
extensions de Qp de degré ≤ e, et donc M contient toutes les racines e-ièmes d’éléments
de Q×

p . On fixe dans toute la suite une telle extension M.
Pour tout entier naturel n, on note k(n)= (p−1)pn+re +1. On fixe yn ∈ M une racine

e-ième de uk(n)−1−1
pre et on pose gn = f†(yn). Comme p−1|k(n)−1, gn est la p-stabilisation

d’une forme primitive classique de poids k(n), de niveau N, de caractère ε et à coefficients
dans OM d’après le Corollaire 4.7.3 et la Remarque 4.3.4. On note φn : Hf −→ OM le
morphisme de spécialisation correspondant à gn et pn = pφn ⊆Hf. Notons que dans OM ,
on a

lim
n→+∞ yn = 0,

donc les coefficients du q-développement de gn convergent vers ceux de fα lorsque
n →∞.

4.8. Fonction L p-adique analytique au voisinage de fα. On définit une fonction
L p-adique analytique au voisinage de fα comme étant l’élément Lan,†

p (Y ,T) ∈A[[T]]
obtenu en prenant l’image de Lan

p (f,T) par le morphisme Φ̃ :Hf[[T]]→A[[T]] appliquant
Φ aux coefficients. Ainsi, d’après le Corollaire 4.7.3 et avec les Notations 4.7.4, on a :

Lan,†
p (0,T)= Lan

p ( fα,T) et Lan,†
p (yn,T)= Lan

p (gn,T),

pour tout entier naturel n.
Lemme 4.8.1. La suite (Lan

p (gn,T))n converge vers Lan
p ( fα,T) dans OM[[T]].

Démonstration. Il est clair que toute série formelle F(Y ,T) ∈ OM[[Y ,T]] définit une
application continue y 7−→ F(y,T) sur OM −O×

M à valeurs dans OM[[T]]. En considé-
rant F(Y ,T) = Lan,†

p (Y ,T), on a donc limn Lan
p (gn,T) = limn Lan,†

p (yn,T) = Lan,†
p (0,T) =

Lan
p ( fα,T) dans OM[[T]]. �

4.9. Fonction L p-adique algébrique au voisinage de fα. Il n’existe pas a priori
de fonction L p-adique algébrique associée au groupe de Selmer X∞(Tf,T+

f ), ni même
d’idéal caractéristique, car l’anneau Hf[[T]] n’est pas nécessairement factoriel, ni même
intégralement clos. Notre paramétrage local de la famille de Hida nous permet de
surmonter ce problème et de travailler sur un anneau de séries formelles A[[T]] '
OM[[Y ,T]], qui est factoriel et sur lequel on peut en outre appliquer les résultats de la
Section 1.

On notera simplement les A-modules T=Tf⊗Hf,ΦA et D=T⊗AA∨. On définit simi-
lairement T± et D±. On définit aussi les A[[T]]-modules

Sel∞(f†)=Sel∞(T,T+), resp. X∞(f†)=Sel∞(f†)∨.

Rappelons que pour tout entier naturel n, le groupe de Selmer Sel∞(φn) attaché à gn
est de torsion d’après le Théorème 4.5.3. Nous démontrons dans la suite la proposition
suivante.
Proposition 4.9.1. La suite (Lalg

p (gn,T))n converge vers Lalg
p ( fα,T) dans OM[[T]].
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Lemme 4.9.2. On a des isomorphismes de OM[[T]]-modules :

X∞(f†)/ (Y − yn) · X∞(f†)' X∞(φn)⊗Oφn
OM ,

X∞(f†)/Y · X∞(f†)' X∞( fα)⊗OOM

pour tout entier n. En particulier, X∞(f†) est de torsion sur A[[T]].

Démonstration. Cela résulte d’une application directe de la Proposition 1.4.1 pour le
groupe de Selmer dual X∞(f†). Avec les notations de la Proposition, a est l’idéal principal
de A engendré par Y − yn ou bien par Y . Montrons que ses hypothèses sont vérifiées.
L’idéal a est principal par définition. Le groupe d’inertie en p agit trivialement sur D−
parce que ceci est déjà le cas pour T−

f . Il reste à montrer que DGQ∞ et DI` (pour `|N)
sont A-divisibles. Il suffit de démontrer qu’ils sont A-colibres. On note Dgn =Vgn /Tgn

le OM-module discret usuel construit à partir de la représentation de Deligne de gn,
et on note encore D le OM-module D⊗OOM . Les propriétés de spécialisation énoncées
dans le Théorème 4.3.6 donnent les identifications Dgn ' D[Y − yn] et D ' D[Y ]. Soit
$ une uniformisante de OM , soit FM =OM /$ et soit M = ($,Y ) l’idéal maximal de A.
La représentation résiduelle D de ρf vérifie D ' Dgn[$] ' D[$] en tant que FM[GQ]-
modules.

On a déjà DGQ∞ = 0. En effet, comme les GQ-modules D et D[Y ] sont isomorphes, on a
DGQ∞ [Y ]=D[Y ]GQ∞ ' DGQ∞ . Comme H∩Q∞ =Q et ρ est irréductible et non-trivial, on
a par ailleurs DGQ∞ = DGQ = 0. D’après le lemme de Nakayama, on a bien DGQ∞ = 0.

Soit `|N, et montrons que DI` est colibre sur A. Soit P= (
DI`

)∨ le dual de Pontriyagin
de DI` . Soit n ∈N. Par la dualité de Pontryagin, on a les trois identifications suivantes :

P/YP'
(
D I`

)∨
, P/(Y − yn)P'

(
D I`

gn

)∨
, P/MP' D I` .

Comme ρ ' ρ, le conducteur modéré de ρ est égal à N, et en particulier on a ord`
(
Cond(ρ)

)=
ord`(N)= ord`

(
Cond(ρgn)

)
. Par invariance du conducteur de Swan [Liv89, Proposition

1.1], on a donc
dimFM D I` = dimM V I`

gn .

En outre, un théorème classique de Tate en cohomologie des groupes profinis [Tat76,
Proposition 2.3] montre que dimM V I`

gn est égal au OM-rang de
(
D I`

gn

)∨
(voir [Gre06,

Proposition 3.10] pour une généralisation de ce résultat).
On peut maintenant montrer que P est libre sur A. Si D I` = 0 alors on a auto-

matiquement P = 0 par le lemme de Nakayama. Si D I` est de dimension 1, alors
P est monogène, et donc P ' A/( f (Y )) pour un certain f (Y ) ∈ A. De plus, le module
P/ (Y − yn)P'OM /( f (yn)) est de rang 1, donc il est infini. Cela implique que l’élément
f (Y ) s’annule en toutes les valeurs Y = yn, n ≥ 0, et donc f (Y )= 0 d’après le théorème
de préparation de Weierstrass. Ainsi, P est libre comme voulu, et l’on a terminé la
vérification.

D’après le Corollaire 4.1.2, X∞( fα) est de O[[T]]-torsion, donc X∞(f†)/Y · X∞(f†) est
de torsion sur OM[[T]]. L’assertion élémentaire suivante montre pour finir que X∞(f†)
est de torsion sur A[[T]].

Fait : Soit M un module de type fini sur un anneau B. Supposons qu’il existe un idéal
premier Q ⊆ B tel que M/QM est de torsion sur B/Q. Alors il existe une élément de
B−Q qui tue M, et en particulier M est de torsion. �
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Lemme 4.9.3. Le A[[T]]-module X∞(f†) n’a pas de sous-modules pseudo-nuls non-
triviaux.

Démonstration. On va montrer que l’on peut appliquer la Proposition 1.5.1. L’hypothèse
(a) est vérifiée d’après le Lemme 4.9.2. Montrons que (b) est satisfaite, à savoir que le
module H := H2(QΣ/Q∞,D)∨ est de torsion sur A[[T]]. On a montré dans la preuve de
la Proposition 2.5.5 que H2(QΣ/Q∞,D)∨ est de type fini et de torsion sur OM[[T]]. La
multiplication par Y définit une suite exacte courte

0 // D // D // D // 0,

induisant une application surjective H2(QΣ/Q∞,D)� H2(QΣ/Q∞,D)[Y ]. Donc le OM[[T]]-
module H/Y ·H est un sous-module d’un module de type fini et de torsion. Il est donc
de type fini et de torsion, et de même pour le A[[T]]-module H. L’hypothèse (c) est
clairement vérifiée, car la représentation ρf est impaire. L’hypothèse (d) aussi, car Ip
agit trivialement sur D−. Enfin, l’hypothèse (e) est vérifiée car ρf est résiduellement
irréductible de dimension 2. Cela termine la vérification des hypothèses, et donc la
preuve du lemme. �

Remarque 4.9.4. Une variante du lemme précédent pour X∞(f)= X∞(Tf,T+
f ) est mon-

trée dans [Och06, Proposition 8.1] sous l’hypothèse que Hf est régulier.

Preuve de la Proposition 4.9.1. Le groupe de Selmer X∞(f†) est de type fini et de torsion
sur l’anneau A[[T]] qui est factoriel, donc possède une fonction L p-adique algébrique
Lalg,†

p (Y ,T) ∈A[[T]]. D’après les Lemmes 4.9.2, 4.9.3 et en appliquant la Proposition
1.4.1, les idéaux caractéristiques de Sel∞(φn) et de Sel∞( fα) sont engendrés respective-
ment par Lalg,†

p (yn,T) et Lalg,†
p (0,T). Autrement dit, on a :

Lalg
p (gn,T)= Lalg,†

p (yn,T) resp. Lalg
p ( fα,T)= Lalg,†

p (0,T).

L’argument de la preuve du Lemme 4.8.1 montre alors que limn Lalg
p (gn,T)= Lalg

p ( fα,T)
dans OM[[T]], ce qui termine la preuve de la Proposition 4.9.1. �
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