THEORIE D’IWASAWA DES MOTIFS D’ARTIN ET DES FORMES
MODULAIRES DE POIDS 1

ALEXANDRE MAKSOUD

RESUME. Nous étudions la structure du groupe de Greenberg-Selmer cyclotomique
attaché a un motif d’Artin irréductible général sur Q et muni d'une p-stabilisation
ordinaire. Nous prouvons que celui-ci est de torsion sur 'algebre d’'Iwasawa dans une
multitude de cas, grace a des résultats classiques issus de la théorie de la transcendance
p-adique. Nous exprimons en outre le terme constant de sa série caractéristique a
l'aide d’'un régulateur p-adique et mettons en évidence un phénomene de zéros triviaux.
Dans un deuxiéme temps, nous spécialisons notre étude aux motifs d’Artin attachés a
des formes modulaires classiques de poids 1. A I'aide de la géométrie de la courbe de
Hecke en ces points, nous formulons une Conjecture Principale, dont nous prouvons une
divisibilité a 'aide d’'un théoréme de Kato.

INTRODUCTION

Soit M un motif sur ) et a coefficients dans un corps de nombres E, et soit p un nombre
premier impair. Lorsque M a bonne réduction et est ordinaire en p, Greenberg, Coates,
Perrin-Riou [Gre94, Coa91, PR95] ont conjecturé I'existence d’'une fonction L p-adique
interpolant les valeurs spéciales des fonctions L des déformations cyclotomiques de M.
Ils formulent en outre une Conjecture Principale d'Iwasawa donnant une interprétation
arithmétique de ces objets, comme générateurs de I'idéal caractéristique d’'un groupe de
Selmer associé a M. Comme le remarque Greenberg [Grel4], cette Conjecture Principale
se déduit des résultats de Wiles [Wil90] dans le cas particulier d'un motif attaché a une
représentation d’Artin de dimension d = 1 découpant un corps totalement réel. Lorsque
M est un motif d’Artin quelconque, M n’a plus de nécessairement de valeur critique et
I’'on ne peut pas appliquer la construction de fonctions L p-adiques a la Deligne-Ribet
[DR80]. Nous nous proposons ici de décrire dans un premier temps la structure des
groupes de Selmer de motifs d’Artin généraux, puis nous formulons et étudions une
Conjecture Principale dans le cas particulier o M provient d’'une forme modulaire
classique de poids 1.

Aspects algébriques. Soit M un motifirréductible et non-trivial sur Q et a coefficients
dans un corps de nombres E < Q provenant d’une représentation d’Artin p: Gal(Q/Q) —
GLEg(V) de dimension d = 1, et soit p un nombre premier impair. On fixe des plongements
Ly : @ — @g pour tout nombre premier ¢ ainsi que Iy, : @ — C.On note V, =V eg, L
la réalisation p-adique de M, ou L est une extension finie de ), contenant 1,(E). On
dira que M admet une p-stabilisation ordinaire, s’il existe un sous-E-espace vectoriel
V* de V de dimension d* = dimg H*(R, V), stable pour ’action galoisienne locale en p
de Gal(@p/@p) et dont le quotient V™ := V/V* est non-ramifié en p. On posera alors

I;—“ =V*® E,, L et on notera ptla Gal(@p/@p )-représentation associée a Vp+ . Le choix
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d’une p-stabilisation ordinaire de M ainsi que d’un O -réseau Gal(Q/Q)-stable T, de
V, permet de définir le groupe de Greenberg-Selmer cyclotomique Xo(p,p") comme
étant le dual de Pontryagin du noyau de I'application de restriction global-local en
cohomologie galoisienne

H Qo0 Ty ®Q,/Z,) — HYI,,T 5 ®Qp/7,) x [] HYI,,T,®Q,/Z,),
l#£p

ol Qn = U, Q, désigne la Z,-extension cyclotomique de Q, ou les I, sont les sous-
groupes d’inertie en ¢ (voir Définition 2.1.2 et Remarque 2.1.3) et ou T', est I'image de 7'y
dans V. Lorsque d*=d,onaV* =V etonretrouve le groupe de Selmer attaché a une
representatlon d’Artin totalement paire (cf. [Grel4]). Xoo(p,p™) est un module de type
fini sur 'algébre d’Iwasawa Or[[Gal(Q../Q)]], que 'on identifie désormais a A := Or[[T']]
en envoyant un générateur topologique y € Gal(Qo/Q) sur 1+ T. Si X(p,p") est de
torsion, on note L;lg(p, p*;T)e A—{0} sa fonction L p-adique algébrique, c’est-a-dire un
générateur de son idéal caractéristique (cf. Définition 1.2.2).

Le théoreme principal de cette premiére partie décrit la structure du A-module
Xoo(p,p™). On g'attend a ce qu'il soit toujours de torsion [Gre94, Conjecture 3.3], ce qui
est nécessaire pour formuler une Conjecture Principale d'Twasawa. C’est en effet le cas
lorsque d* = d d’aprés un théoréme célébre d’Iwasawa [Iwa73], et I'idéal caractéristique
carp Xoo(p, p") est alors étroitement lié a la fonction L p-adique construite par Deligne
et Ribet [DR80]. En général, on peut contrdler le rang de X,.(p,p™) en termes de la
non-annulation d’une certaine famille de régulateurs p-adiques R,(p,p™) € Q p de taille
d* xd™" (cf. Définition 2.4.2), ou y parcourt 'ensemble des caractéres d’ordre fini de
Gal(Qx/Q). La conjecture de Schanuel p-adique (cf. Conjecture 2.4.6), une conjecture tres
forte de théorie de la transcendance p-adique, implique que l'on a toujours R, (p,p™) # 0.
On introduit la condition beaucoup plus faible suivante :

(P) La suite  — (d* — 1)-#{;( : Gal(Q,/Q) — T* | R,(p,p*) # 0} —(d*-2)-p"
n’est pas majorée.
La condition (P) est clairement vérifiée pour d* =0 ou 1, et pour d* =2 elle exprime le

fait que la proportion asymptotique des caracteres y tels que R, (p,p*) #0 est = g+ %

Théoréme A (= Théoremes 2.1.6 et 2.1.7). Soit H < Q le corps de nombres découpé par
p, et soit p la représentation résiduelle de p déterminée par le choix de T',.

(i) Sid™ =1, alors Ry(p,p™) # 0 pour tout caractére y et donc (P) est vraie.
Sid" =2etsi(p],V])et(pg,Vy) sont deux p-stabilisations ordinaires de p telles
que dimV;" NV =1, alors (P) est satisfaite par (p,p7) ou par (p,p,
(ii) Si (P) est satlsfalte alors Xoo(p,p*) est de A-torsion. Si, de plus, HY(Q,p) =
HO(@,Hom(f),up)) =0, alors Xoo(p,p™) n’a pas de sous-A-module fini non-nul.
(i1i) Supposons que HNQy, = Q, que R1(p,p™) # 0 et posons e(p,p™) := dimHO(@p,Vp_).

Alors L?,lg(p, p*;0)# 0 si et seulement si e(p,p*) =0, et en général, on a l'inégalité

ordr L% (p,p*;T) 2 e(p, p*).

Ce théoréme montre en particulier que le groupe de Selmer X.(p,p™") est de torsion
dans une multitude de situations concretes, comme par exemple celle d'une forme
modulaire de Hilbert de poids 1 sur @ ou sur un corps quadratique réel. On peut

définir & niveau fini n = 0 un groupe de Selmer X, (p,p"), que 'on décrit a ’aide de
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la suite d’inflation-restriction, pour nous ramener a I’étude du groupe de Galois de la
plus grande pro-p extension abélienne de H, = H - Q,, non-ramifiée en dehors de p. Sa
structure galoisienne dépend, par la théorie des corps de classes, de la maniere dont le
p-complété des unités globales de H,, s’envoie dans le produit de ses unités locales. On
majore dans un premier temps le rang de X, (p,p") en fonction du rang des matrices
définissant R, (p,p™). Il s’avere que X, (p, p™) est d’ordre fini lorsque tous les régulateurs
sont non-nuls. On obtient dans un deuxiéme temps une majoration du rang de X..(p,0")
en étudiant le noyau et conoyau des applications de contrdle

Xoo(0, 0 )Gal@u/0,) — Xn(psp™),

a l'aide de calculs fins de cohomologie galoisienne. Ces calculs, pour n = 0, mettent aussi
en évidence I'existence de zéros triviaux et démontrent le point (iii). En faisant appel
a la version p-adique, due a Brumer, du théoreme de transcendance des logarithmes
de nombres algébriques de Baker [Bru67], on déduit que X,(p,p") est de torsion sous
la condition (P). On conclut la preuve du point (ii) grace aux résultats généraux de
Greenberg sur la structure des groupes de Selmer, que 'on reformule dans la Section 1.5.
Commentons enfin le point (i) lorsque d* = 2. La conjecture des quatre exponentielles
prédit que R,(p,p) (pour i = 1,2) ne s’annule jamais et donc que (P) est vraie pour p] et
pour pg. Une version plus faible de cette conjecture, le théoréme des six exponentielles
de Roy [Roy92], montre que au moins I'un des deux régulateurs ne s’annule pas, ce qui
suffit pour montrer que (P) est vraie pour p] ou pour p.

Notons que les calculs menés se simplifient nettement sous ’hypothése que d* =1,
que p est non-ramifiée en p et que p ne divise pas l'ordre de 'image de p. Des résultats
similaires ont récemment étés obtenus indépendamment par Greenberg et Vatsal
[GV20] sous ces hypothéses supplémentaires.

En général, changer de réseau T, multiplie la fonction L p-adique algébrique par
une puissance de p (Proposition 2.1.4). Lorsque p est résiduellement irréductible,
L?,lg(p,p+;T) ne dépend que du choix de la p-stabilisation et est définie a multipli-
cation par une unité de A pres. En I'absence de zéro trivial, on peut déterminer le terme
constant de Li‘,lg(p,er;T) a une unité p-adique pres, sous les hypothéses suivantes
(excluant un nombre fini de nombres premiers p) :

(nr) p est non-ramifiée en p,
(deg) p ne divise par 'ordre de I'image de p, i.e., p {#G, ou G := Gal(H/Q),
(dim) p ne divise pas la dimension de V, i.e., p1d,

En particulier, p est résiduellement irréductible, et on peut choisir 'extension L non-
ramifiée sur Q, et contenant H = 1,(H) € Q,. Lextension linéaire log,: 0,80 — L du
logarithme p-adique sur le groupe des unités du corps de nombres H est a valeurs dans
pOL. Par ailleurs, le Or-module Homg(T,0F, ® Or) est libre de rang d * en choisissant
Lc @Er assez grand. Fixons-en une base (®1,...,®P4+), et notons 71,...,¢4+ une base de
T;. Ces choix fournissent une définition "p-intégrale” (i.e., bien définie modulo O;,) du
régulateur Rq(p,p™) en posant

Rp(p,P+) =det (logp (q)i(zj)))lsi,jsd+ € pd+ (‘_)L.

Le théoréme suivant se déduit des techniques de la preuve du Théoréme A et de la
description explicite de Xo(p,p").
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Théoreme B (= Théoreme 3.1.2). Supposons que p satisfait (nr), (deg) et (dim). Si
Ry(p,p")#0et e(p,p) =0, alors Xoo(p,p™) est de torsion sur A, et le terme constant de
sa fonction L algébrique est donné par

R,(p,p")
l
Ly%(p,p*;0) = ppT~ {/#(Cl(E)P),

a une unité de Or, pres, o Cl,(H)P désigne la composante p-isotypique du p-groupe des
classes de H.

Lélément R ,(p,p*) vit par définition dans I'ensemble L mod O}, c’est-a-dire que
seule sa valuation p-adique est définie. On peut définir de maniére analogue un élément
R(p,p")e L mod E* en considérant des E-bases respectives de Homg(V, O ®zE) et
de V. Cette quantité apparait dans le contexte des intégrales itérées p-adiques de
[DLR16] attachées a un triplet de formes modulaires classiques (f,g,hk), ou f est une
série d’Eisenstein de poids 2 et ou g et A sont deux formes cuspidales de poids 1, au
moins lorsque g est p-réguliere et lorsque la représentation p := pgj, est irréductible et
n’a pas de Gal(@p/@p)-invariants (cf. notations de loc. cit.). Cela suggere un lien entre
Xoopghs pg;’l) et les "variantes de la Conjecture de Gross-Stark" étudiées dans loc. cit..

Aspects analytiques et Conjecture Principale. Nous nous concentrons plus spécifi-
quement a I’étude des motifs d’Artin associés par Deligne et Serre a une forme cuspidale
primitive f de poids 1 et de niveau I'1(/V). La réalisation d’Artin associée, notée encore
p, est absolument irréductible de dimension d = 2 et est impaire, i.e., d™ = 1. On suppose
encore les hypotheses (nr), (deg) et (dim) vérifiées, et en particulier on a p{N. On
note a et § les valeurs propres de p(Frob,), i.e., les racines du p-iéme polynéome de
Hecke de f, et on fait 'hypothese de régularité suivante :

(rég) : a # p.

En particulier, le choix d’'une p-stabilisation ordinaire du motif associé a f revient au
choix de a ou de B, c’est-a-dire au choix d’'une des deux p-stabilisations (distinctes)
fa(q) == f(q)— Bf(gP) ou fp(q) := f(q) — af(qP) de f. On notera X(fo) le groupe de
Selmer associé au choix de f,, auquel s’appliquent inconditionnellement les résultats
de la partie précédente. Lorsque f a multiplication complexe par un corps quadratique
imaginaire F' dans lequel p est décomposé, on retrouve le groupe de Selmer usuel du
caractere de Hecke associé (cf. Section 4.2). Le module obtenu lorsque p est inerte
mériterait d’étre comparé a la définition du groupe de Selmer Sel* de Kobayashi pour
une courbe elliptique a multiplication complexe et a réduction supersinguliére en p
([Kob03, PRO4]).

Contrairement aux cas des formes modulaires classiques p-ordinaires de poids k& = 2,
il n’existe pas a notre connaissance de construction directe de fonction L p-adique
analytique pour les formes modulaires de poids 1, notamment car leur représentation
automorphe associée n’est pas cohomologique. La forme modulaire p-stabilisée f, varie
néanmoins convenablement en famille, et il est possible de définir de maniére indirecte
une fonction L p-adique analytique pour f,. Une premiére définition d’'un élément
LE’D( fo) € OllT'll®z, Qp, sous la seule hypothése (rég), est proposée par Bellaiche et
Dimitrov ([BD16, Corollary 1.3]), comme application de la lissité de la courbe de Hecke
en le point défini par f,. L'élément LE’D( fa), défini a multiplication par un élément de

L™ pres, est obtenu comme spécialisation d’'une fonction L p-adique "a deux variables"
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définie sur un voisinage affinoide U de f,, interpolant les fonctions L p-adiques usuelles
des points classiques g € U Zxo.

Nos hypothéses entrainant que p est irréductible et p-distinguée, on peut, comme
dans le cas des formes de poids k& > 2, abaisser cette indétermination a O;. On fait
appel pour cela a la construction de [EPW06] d’une fonction L p-adique L%%(p;T) €
H5[[T1] & coefficients dans la composante locale H; de 'algebre de Hecke universelle
ordinaire de niveau modéré N. Elle est définie & une unité de H; pres, dépendant du
choix d’'une période canonique en famille, et se spécialisant sur la fonction L p-adique
usuelle de formes propres ordinaires p-stabilisées de poids k£ = 2 et niveau modéré N
(cf. Section 4.4). La forme f,, définit une spécialisation ¢ :H; — OL. Lapplication de ¢
aux coefficients de L;‘,n(f); T) définit un élément L?,n( fa;T) bien défini a O] pres, que 'on
appelle fonction L p-adique analytique de f,. Par analogie avec la Conjecture Principale
pour les formes paraboliques primitives p-ordinaires de poids £ =2 ([SU14, Conjecture
3.24]), nous proposons une Conjecture Principale pour f,.

Conjecture (=Conjecture 4.5.4). Il existe une unité u de A telle que

L8 (fo, T) = L (fo, T).

Le théoréeme principal de cette partie fournit une évidence en faveur de cette conjec-
ture.
Théoreme C (=Théoreme 4.5.5). Il existe un élément u € A® Q) tel que

LY (fo, T) = L% (fo, T).

De plus, si la Conjecture Principale pour les formes paraboliques primitives p-ordinaires
de poids k = 2 est vraie, alors la Conjecture Principale pour f, est vraie.

Soit f une famille de Hida se spécialisant en f,. Nous prouvons le Théoreme C par
un argument de passage a la limite sur les spécialisations f; de poids % de f, lorsque %
tend p-adiquement vers 1. La famille de Hida f définit un certain quotient H¢ de Hj qui
est une algebre finie intégre sur Panneau AP°45 .= 7 pl[X1]. Nous illustrons d’abord la
preuve sous ’hypothese (tres forte!) que Hg est isomorphe a ’'anneau de séries formelles
OLI[X1], et nous expliquerons ensuite comment s’en passer. Aprés un changement de
variables, la forme f, correspond a la spécialisation X =0, et plus généralement, une
spécialisation classique de f de poids %, de niveau N p” et caractere ¢y )((wl_k correspond
a la spécialisation X = {(1+ p)*~1 — 1. En notant g, la forme obtenue en spécialisant en
X =(1+p)?~VP" _1, on peut schématiquement illustrer la preuve de la divisibilité :

alg . _(a.) an .
Lp (gn;T) divise Lp (gn;T)
(¢) | n—+oc0 n—+oo | (b)
Ly%(fo; T) Lo T).

Toutes les fonctions L p-adiques sont des éléments de ’anneau topologique A, et les
divisibilités sont dans A®Q,. L'élément L?,lg(gn; T) est la fonction L p-adique algébrique
du groupe de Selmer attaché a g,, et la divisibilité (a) est une application d’un célebre
théoreme de Kato [Kat04, Theorem 17.4]. Notons par ailleurs qu’une divisibilité dans
A est prouvée dans loc. cit. lorsque la représentation galoisienne associée a g, a une

grosse image, ce qui ne sera jamais le cas ici. Pour le passage a la limite (b), on consideére
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la fonction L p-adique analytique de f obtenue a partir de L%(p; T). C’est une série
formelle a deux variables L%"(X, T') par notre hypothése simplificatrice, et (b) se déduit

de la convergence de L9"((1+ p)P~YP" _1 T vers L#7(0,T) pour la topologie naturelle
de A. Pour (c), on construit la représentation ordinaire J¢ associée a f et a coefficients
dans Hg. On montre que le groupe de Selmer X, (f) associé n’a pas de sous-modules
pseudo-nuls non-triviaux (Lemme 4.9.3). Comme I'anneau des coefficients He[[7T']] est
un anneau de séries formelles, la fonction L p-adique algébrique L?,lg(X ,T) de X (f)
possede les propriétés de spécialisation attendues, d’apres les résultats généraux de la
Section 1. Le point (c¢) se montre alors comme le (b), et comme L;lg( fa;T) #0, on peut

conclure que L;lg( fo; T) divise L(fo; T) par un passage a la limite dans les divisibilités
(Lemme 4.6.1).

L'hypothese He =~ O [[X]] est beaucoup trop forte et implique notamment que son
localisé (Hg), en f, est régulier, ce qui est précisément 'énoncé du théoreme de lissité de
la courbe de Hecke en f, prouvé par Bellaiche et Dimitrov. En fait, on montre que leur
résultat suffit a adapter les arguments précédents. En effet, 'anneau complété (l]/'\l]f)p est

isomorphe a @p[[X /1], ol e = 1 est I'indice de ramification de application de poids en
fo. Limage de He dans cet anneau est finie sur AP%95 et le théoréme d’approximation
d’Artin [Art68] montre qu’elle est contenue dans un anneau de séries convergentes
O'[[Y]] de la variable Y = X¢/p” (pour un certain r = 0) et & coefficients dans une
extension finie O’ de O, (Proposition 4.7.2). On posséde ainsi un paramétrage £'(Y) de
f permettant d’adapter entierement la preuve précédente en remplacant L;lg(X ,T) et

L3™(X,T) par leurs analogues respectifs Lzlg’T(Y, T) et L;H’T(Y, T)e O'[[Y,T1].
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Notations. Corps de nombres et plongements : On fixe une cléture algébrique Q de
Q, ainsi que les plongements y (pour tout nombre premier ¢) et i de l'introduction.
Lorsque ¢ = p, on notera toujours v la place de Q au-dessus de p déterminée par i,. On
notera Gg le groupe de Galois absolu d’'une extension intermédiaire £ de Q/Q ou de
Q¢/Q¢. Pour une extension galoisienne E € F' € QQ on notera aussi I,(F/E) < Gal(F/E) le
groupe d’inertie de la place de F' définie par (.

Représentations de groupes finis : Soit G un groupe fini et soit C un corps algébrique-
ment clos de caractéristique 0. Toute C-représentation irréductible (7,V;) de G définit
un idempotent

dim
e” =
#G

Y Tron(g™')g € CIGI.

ge@G

Etant donnée une C-représentation W de G, on notera W* := e, W = W sa composante
nm-isotypique.
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Dualité de Pontryagin : Pour tout Z,-module localement compact M, on note M" =
Hom(M,Q,/Z,) le dual de Pontryagin de M. Le foncteur M — M" induit une équi-
valence de catégories entre la catégorie des Z,-modules discrets et de torsion et les
Z,-modules compacts.

Caracteres cyclotomiques et algebre d’Iwasawa : Soit Jcyc : Gg — Z,, le caractere cyclo-
tomique et soit w : Gg — pp-1 le caractere de Teichmiiller. f¢yc induit un isomorphisme
entre I = Gal(Q(up=)/Q) et Z7, et w induit un isomorphisme entre Gal(Q(u,)/Q) et pp_1.
Le caractére ycyc := f(cycw'l se factorise via le groupe de Galois I' de la Z,-extension
extension cyclotomique, notée Qo./Q, et réalise un isomorphisme I' =~ 1+ pZ,. On notera
y € I' 'image inverse du générateur topologique u =1+p de 1+ pZ,. On a ainsi I' ~ ye.
Lalgebre d’Iwasawa sur une extension finie O de Z, est 'anneau de groupe complété
A := O[[T']]. Elle est isomorphe a 'anneau des séries formelles en une variable O[[T]]
apres identification de y avec 1+ T'.

Tour cyclotomique et caracteres : On note Q, le n-éme étage de la tour cyclotomique,
c’est-a-dire le sous-corps de Q. fixé par ['P" ainsi que I', = Gal(Q,/Q) = Z/p"Z. Si
(e ,upoo(@p) est une racine de I'unité d’ordre p”, on notera y;:Gg — @; le caractere
galoisien se factorisant par I';, et envoyant y sur {. Pour n = 1, le caractére y; est d'ordre
p" et de conducteur p™*1l.

1. GROUPE DE GREENBERG-SELMER D’'UNE REPRESENTATION ORDINAIRE

1.1. Idéaux caractéristiques et spécialisations.

1.1.1. Idéaux caractéristiques. Nous rappelons quelques définitions et résultats utiles
sur les modules de type fini et de torsion sur un anneau A noethérien et intégralement
clos (ou, plus généralement, sur un anneau de Krull, cf. [Bou07, Chap. VII]). Soit P4
I'ensemble des idéaux premiers de hauteur 1 de A. Pour tout p € P4, le localisé A,
de A est un anneau de valuation discréte, dont la valuation (normalisée) v, s’étend a
Frac(A). Si M est un module de type fini et de torsion sur A, alors le localisé M ® A, est
de longueur finie /,(M) sur Ay, et 'idéal caractéristique de M est défini comme étant
I'idéal entier
cara(M)={x €A : vp(x) = (M), Vpe Pyl

L'application qui, a un A-module de type fini et de torsion, associe son idéal carac-
téristique est multiplicative sur les suites exactes. Autrement dit, si M est I'exten-
sion de P par N dans la catégorie des A-modules de type fini et de torsion, alors
cara(M) = carg(IN)cars (P). Lorsque cars (M) est I'idéal unité de A, c’est-a-dire quand
M, =0 pour tout p € P4, alors on dit que M est pseudo-nul.

Lorsque A est isomorphe & un anneau des séries formelles O[[T']] a coefficients dans
I'anneau des entiers d'une extension finie de Q,, on a un théoreme de structure des
modules de type fini sur A. Notons @ € O une uniformisante de O. Les idéaux premiers
de hauteur 1 de O[[T']] sont principaux et engendrés soit par ®, soit par un polynéme
P(T) € O[T] distingué (i.e., un polynéme unitaire tel que P(T)=T" mod @).
Théoreme 1.1.2 (Théoréeme de structure sur 'algebre d’Iwasawa). Les modules de type
fini et pseudo-nuls sur O[[T]] sont finis, et réciproquement. Si M est un O[[T1]-module

de type fini, alors il existe des entiers r €N, y; >0 et m; >0, des polynémes distingués
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irréductibles P j(T) et une suite exacte de O[[T]]-modules :
(fini) — M — O[ITTI®*" @ (P; Ol TIN(o")) D (@j O[T]/(Pj(T)mj)) — (fini).
Démonstration. Voir par exemple [Lan90, Chap. 5, Theorem 3.1]. ]

1.1.3. Changement de bases. On rappelle ici des résultats élémentaires et bien connus
des experts sur les idéaux caractéristiques et la réduction modulo p.
Lemme 1.1.4. Soit M un A-module de type fini et de torsion, soit p € P4.

(1) Si M est pseudo-nul, alors M[pl et M/pM sont de torsion sur A/p.
(2) Si M/pM est de torsion sur A/p, alors p ne divise pas cars(M).

Proposition 1.1.5. Soit M un A-module de type fini et de torsion, soit p € P 5. Supposons
que p est principal et que A/p est encore un anneau intégralement clos.
(1) Si M est pseudo-nul, alors on a cara,,(M[p]) = cara,,(M/pM).
(2) Si M n’a pas de sous-A-modules pseudo-nuls différents de {0} et si M/pM est de
torsion sur Alp, alors

cara/(M/pM) = cara(M)/p car o (M).

Démonstration. La preuve du (1) est donnée dans [Och05, Lemma 3.1], donc nous
prouvons uniquement le point (2). Supposons que M n’a pas de sous-modules pseudo-
nuls non-triviaux, et que M/pM est de torsion sur A/p. Alors d’apres le Lemme 1.1.4,
on sait que p n’apparait pas dans la suite des idéaux premiers pq,...,pq € P4 divisant
cara M. De plus, le théoreme de structure des modules de type fini et de torsion sur A
([Bou07, Chap. VII, §4.4, Théoreme 5]) fournit une suite exacte courte

0—M—% Ap]" —= D —0,

ou les m; sont des entiers positifs et D est un A-module pseudo-nul. En considérant la
multiplication par un générateur x de p, on en déduit une suite exacte longue

®; AlpTip] DIp] M/pM — @; A/p]" @4 A/lp — D/pD — 0.

Comme x n’appartient pas aux p;, le premier terme de cette suite exacte est nul. D’apres
le point (1) appliqué & D, on a donc car,(M/pM) = cara, (B; A/p!"' ® 4 Alp), Cest-a-dire,

cara(M/pM) = Hp;ni/pp;"i = cara(M)/pcars(M).

O

1.1.6. Séries caractéristiques. Lorsque A est factoriel, ses idéaux premiers de hauteur 1
sont tous principaux. C’est le cas, par exemple, quand A est régulier d’apres le théoreme
de Auslander—Buchsbaum, et a fortiori lorsque A est une algebre de séries formelles
sur un anneau de valuation discrete. En particulier, I'idéal caractéristique d’'un A-
module M de type fini et de torsion est un idéal non-nul et principal de A. On appelle
série caractéristique de M tout générateur de cars(M). Notons qu’elle est unique a
multiplication par une unité de A pres.

Dans le cas particulier ou A = O[[T]], et o1 O est 'anneau des entiers d’'une extension
finie de Qp, la série caractéristique est une série formelle dont on peut interpréter le
terme constant (bien défini & une unité de O prés) comme un quotient de Herbrand. Le

lemme suivant se déduit de la Proposition 1.1.5 (2) :
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Lemme 1.1.7. Supposons que A = O[[T]]. Soit M un A-module de type fini et de torsion,
de série caractéristique L(M;T) € O[[T]1]—{0}. Si M est sans sous-modules finis non-
triviaux et si M/T M est fini, alors L(M;0) #0, et on a

L(M;0) = #(M/TM),
ot = désigne l'égalité a multiplication par une unité de O pres.

1.2. Groupe de Selmer et fonction L p-adique algébrique. Soient A une Z,-
algebre profinie, et 7 un A-module libre de rang fini muni d’'une action continue de
Gy := Gal(Qx/Q), ou Z est un ensemble fini de places de Q) contenant p et oo, et ou
Qs < Q est la plus grande extension algébrique de @ non-ramifiée en dehors de =. On se
donne une suite exacte courte de Gg,-modules libres sur A

0 T+ T T~ 0.
Onpose D=Te4 A" et D*F =T @4 AY, ou AV = Hom(A,Q,/Z,) désigne le dual de
Pontryagin de A. Ce sont des A-modules co-libres, c’est-a-dire que leurs duaux de

Pontryagin sont libres sur A. Pour tout n € NU {00}, on définit D,, := Ind@ D comme

étant I'induite de Gg, a Gg de D, vu comme Gg,-module discret. Autrement d1t il s’agit
du A-module des fonctions localement constantes f : Gg — D telles que

VgeGq, YheGyg,, f(hg)=hf(g).

Il est muni de 'action de Gg donnée par la formule (y.f)(g) = f(gy), et s’il on pose
A, = AlTl',] si n est fini et Ay, = Al[Il']], alors il est canoniquement isomorphe a D® 4 A,
muni de 'action de G sur les deux facteurs du produit tensoriel. On définit de méme

DI comme étant Indgi nﬂ) ou Q, ., est le n-iéme étage de la tour cyclotomique de Q.

Comme Gal(Qp »/Qp) =TIy, le Gg,-module DZ est canoniquement isomorphe & D*®4.A,
et on obtient une suite exacte courte

0 D D, D 0.

Nous travaillerons avec la définition suivante (cf. [SU14, Section 3] ou [Grel6]).
Définition 1.2.1. Soit n € NU {oco}. On appelle groupe de Selmer de niveau n attaché
a(7,7") le A,-module défini comme étant le noyau de la fleche de restriction globale-
locale :

Sel, (T, T") = ker [HI(QZ/@, Dn) - Hl(Ip, D,;) X H[EZ,[#p Hl(I[y ®n)]
=~ ker[H(Q,D,) — H'Ip,,D;) x [1rzp H' s, Dy))] .
Le groupe de Selmer dual est défini comme étant
X, (T, T)=Sel (T, TH".

D’apres les propriétés de base de 1a cohomologie des modules discrets, on a Sel,o(7,T*) =
li_n}n Sel,,(T,T+). Par ailleurs, HX(Q5/Q,D,,)" étant de type fini sur A,, cela est encore
vrai pour X, (T,T") (voir par exemple [NSWO08, Chap VIII, §3, Theorem 20]). Par ailleurs,
on ne considérera jamais la cohomologie locale aux places archimédiennes, puisque
qu’elle est toujours triviale lorsque p est impair.

Définition 1.2.2. Supposons que le groupe de Selmer dual X,.(T,T™) est de torsion sur
AIIT]l. La fonction L p-adique algébrique L;lg(‘J', T*)e AIIT1 - {0} attachée a (T,T*) est

la série caractéristique associée a X(T,T).
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1.3. Lemme de Shapiro. Soit G un sous-groupe fermé de G et soit H un sous-groupe
ouvert normal de G. Le lemme de Shapiro relie la cohomologie de D, vu comme H-
module, a la cohomologie du G-module induit Inng. On a, pour tout entier i = 0,
I'isomorphisme de Shapiro (fonctoriel par rapport a D et a H, voir [Nek06, Chap. 8,

§L.D):
e)) H'(H,D)=H'G,Ind% D).

On en déduit le lemme suivant (par passage a la limite si n = 00).
Lemme 1.3.1. Lisomorphisme de Shapiro induit un isomorphisme :

Sel,(T,T%) = ker | HY(Qs/Q,, D) — HYI,(Qs/Q,), D) x [ H'UI/(Qs/Q,),D)|.
(e l#p

Remarque 1.3.2. Soit A la place de Q, définie par (,, pour un nombre premier ¢ # p.
Le groupe de Galois Gal(Q}"/Quo,1) = G, ,/1¢(Q3/Qc) est d’ordre premier a p, donc la
suite exacte d’inflation-restriction montre que 'application de restriction

H'(Qoo1, D) — H'I/(Q3/Qc0), D)
est injective. Sel(T,T7) s’identifie ainsi au noyau de ’application

HYQ5/Q00, D) — HIp(Q5/Q00), D) x  [[  H Qoo D).
Al 0#p

Le lemme de Shapiro montre alors que 'on a aussi :

Seloo(T, T = ker | H(Q5/Q, Do) — H'I,(Q5/Qw0), D) x [ HYQr,Doo) |,
CeX l#p

ou Dy, est défini plus haut comme étant D ® 4 A[[T']].

1.4. Changement de bases. On conserve les notations précédentes. Pour tout idéal
a < A, on a un isomorphisme naturel

(Ala)’ = A"[al,

et donc on a J/a® 4/, (A/a)Y = Dla] (et similairement pour 7). En particulier, on a une
application naturelle

(2) Seloo(T7a,T*/a) — Seloo(T, TNl al.

Il s’agit d’'un isomorphisme sous certaines conditions générales, comme le précise la
proposition suivante, inspirée de [SU14, Proposition 3.7].
Proposition 1.4.1. Soit n € NU{oo}. Supposons que l'idéal a est principal, que I p(@/(@n)
agit trivialement sur D™, et que les A-modules DG et DIQ=/) sont divisibles pour
tout (€ .

Alors lapplication de changement de base (2) est un isomorphisme

Sel,,(T/a,T*/a) = Sel,(T,T")al,
et donc elle induit par dualité un isomorphisme

X (T, TaX (T, T7) = X,,(T/a, T /a).
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Démonstration. Soit x € A un générateur de a. D’apres le Lemme 1.3.1, 0n a

Sel,(T,T) = ker | HY(Qs/Qn, D) — HYI,(Qs/Q,), D) x  [[ H'IT(Qs/Q,),D)|.
0eX 04D

On montre d’abord que ’application naturelle 7 : HX(Q5x/Q,, Dlal) — HYQs/Q,, D)a]
est un isomorphisme. Comme a est engendré par x et que D est A-divisible, on a une
suite exacte courte induite par la multiplication par x :

0 Dlal D D 0.

Celle-ci induit une suite exacte longue associée en cohomologie :
Db —— DG —— HY(Q3/Qn, Dlal) — H(Qz/Q,, D) — H(Q5/Qp, D),

ou la premieére et la derniere fleche sont induites par la multiplication par x. Par
hypothese la premiere fleche est surjective, et par définition le noyau de la derniére
fleche est égal & H(Qx/Q,,D)lal. Donc T est un isomorphisme.

Pour montrer que 7 envoie Sel,(T/a,T*/a) sur Sel,,(T,T)[al, il suffit de prouver que
les applications

HYI,(Q5/Q,), D [al) — H'(I,(Qs/Q,), D )lal
et, pour € X,
HYI,(Q5/Q,), Dlal) — HY(I(Q5/Q,), D)lal)

sont injectives. La premiére l'est clairement, car les H! sont des Hom par hypotheése, et

la deuxiéme est injective par le méme argument que précédemment (et nécessitant que
DIe@2/Qn) goit A-divisible). O

1.5. Structure des groupes de Selmer. Jusqu’a la fin de cette section, nous suppo-
sons que A est un anneau de séries formelles a coefficients dans 'anneau des entiers O
d’'une extension finie Q,, de corps résiduel F. On a ainsi A = O[[X3,...,X,;]], m =1 ou
bien A = 0. Notons m4 son idéal maximal. On conserve les notations des paragraphes
précédents, et on note d (resp. d*) le rang de T (resp. de T*). On introduit de plus
le A-module libre 7* = Homgz, (D, up~) de rang d et son dual D* =T*®,4.A". On note
encore les modules induits avec un indice. Le résultat principal de [Grel6] donne des
conditions suffisantes pour qu'un groupe de Selmer dual, défini de maniere générale,
n’admettent pas de sous-modules pseudo-nuls différents de 0. Combinée a la Proposition
1.1.5, cette propriété sera utile pour calculer les diverses spécialisations de fonctions
L p-adiques algébriques. Nous simplifions le critere dans le but de ’appliquer dans la
suite aux groupes de Selmer attachés a un motif muni d’'une p-stabilisation ordinaire,
ou bien a une déformation ordinaire.

Proposition 1.5.1. Supposons que :

(@) Xoo(T,TT) est de torsion sur A[[T']].
(b) H*(Qs/Qo0, D)V est de torsion sur A[[T]].
(c) Rang  TFroPeo = g+
(d) Linertie en p de Qo agit trivialement sur D~.
(e) En tant que F[Ggl-représentation, Dlmy] n’a pas de quotient isomorphe a [ ou a
Hp-
Alors Xoo(T,TF) n’a pas de sous-modules pseudo-nuls non-nuls.
5



Démonstration. On va montrer que 'on peut appliquer [Grel6, Proposition 4.1.1] au
Al[l'T]-module Dy,. Avec les notations de loc. cit., on pose L, =0 pour [ € X, # p et enfin

L, =ker[H'(Qp, Do) — H'I,,D)].

La Remarque 1.3.2 montre que le groupe de Selmer défini dans loc. cit. est bien égal
a Selo(T,T™), et par ailleurs, la conclusion de la Proposition 4.1.1 de loc. cit. est équi-
valente a ce que X(7,7") n’a pas de sous-modules pseudo-nuls non-triviaux d’aprés
[Gre06, Proposition 2.4].

La condition RFX(D,,) revient a dire que A[[I']] = O[[X71,...,Xn+1]] est un module
réflexif sur Z,[[X7,...,X»+1]], ce qui est clairement vrai puisqu’il est libre. La condi-
tion LEO(D,,) est aussi vérifiée d’apres notre hypothese (b). Montrons que l'on a
LOC(;)(DOO) pour tout ¢, c’est-a-dire que (‘T;O)GW = 0. Il suffit de prouver que le rang
sur A[[T']] de (i]‘;‘o)G@z est nul. D’apres [Gre06, Proposition 3.10], celui-ci est égal au
corang de (@;O)GW = HO(@Z,D&,). D’apres le lemme de Shapiro, on a HO(@g,ﬂc’;O) =
[Ty H O(Q)oo, 1, D*). Ce dernier module est de corang fini sur A, en particulier son corang
sur A[[I']] est nul, ce qu'on voulait démontrer.

Montrons maintenant que Ll‘; n’a pas de sous-Al[I']]l-modules pseudo-nuls non-
triviaux. On a

L, =ker| H{(Q,, Do) —= HYQ,,D5) —= HY(I,,D3) ] .

L’application a est surjective. En effet, cokera s’injecte dans H 2(@p,D;o). D’apres le
\%
théoréeme de dualité locale de Tate, on a H 2(@1,,@;0) =~ ((T;’*)G@P) qui est trivial car

+,% A L s N .
(T )Gew = par le méme argument que précédemment. On a ainsi une suite exacte
courte :

0 —kera — L, — kerb — 0.

Il suffit de montrer que (kera) et (kerb)¥ n’ont pas de sous-modules pseudo-nuls non-
triviaux. Comme kera est un quotient de H 1((I;Dp,ﬂ;“o), il suffit de montrer la méme
propriété pour H l(Qp,ﬂgo)V. Or ceci est vrai d’apres [Gre06, Proposition 3.7], qui s’ap-
plique car on sait que H2(Q p, D) =0 (etles H 3 apparaissant dans loc. cit. sont nuls car
G, est de dimension cohomologique égale a 2, cf. [Ser94, §5.1.b)]). Décrivons mainte-
nant kerb. D’apres la suite exacte d’inflation-restriction, on a kerd =~ HX(Z, H(I D))
out Z est topologiquement engendré par Frob,. D’apres le lemme de Shapiro, on a
HO(Ip,@;O) = HO(IP(@/QOO),@_) qui est égal a D~ d’apres notre hypothese (d). On a
donc kerd = D~ /(Frob, —1)D~ et ainsi (kerd)" est un sous-module de (D7)". En tant
que modules sur anneau A[[[']] = A[[T]], on a (D7) =A% =(AI[TINT))® . Ce dernier
module n’a pas de sous-modules pseudo-nuls non-triviaux, donc (kerb) non plus et
donc L} non plus.

On vérifie maintenant ’hypothése CRK(D,, L), c’est-a-dire ’égalité des corangs sur
Al :

Corang(Hl(@z/@, Doo)) = Corang(Seloo (T, T)) + Z Corang(Q (T, 7)),
leX—{oo}

ot Q,(T,TH) = HYQy, Do)/ L, pour tout premier [ € . On va montrer que les deux

termes de I’égalité sont égaux a d~ sous les hypotheses de la proposition. D’apres
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[Gre06, Proposition 4.1], on a

Corang(H (Qs/Q, Doo)) = Corang(D5?) + Corang(H2(Qs/Qoo, D)) + d — Corang(DEAER)

D’apres les hypothéses (b) et (e), les deux premiers termes de la somme sont nuls.
D’autre part, on a Corang(DS2ER) = Corang 4 (D) = Rang , TCR) = g+ Cela
montre que le corang de H'(Qz/Q, Do) est bien égal a d~. Calculons maintenant le
terme de droite de 'égalité de CRK(D, £). On va montrer que le corang de @ ,(T,T™) est
0sil#petquil est égal a d™ pour ¢ = p. Cela terminera la vérification de CRK(D,, L)
vu que, d’aprés ’hypothese (a), le A[[I']]-module Sel,o(7,7*) a un corang égal & 0. Si
¢ #p,ona@QuT, T =HYQs,Do). Son corang est égal a la somme des corangs de
H°Q¢,Doo) et de HY(Q,, T )Y d’apres la Proposition 4.2(b) de loc. cit. et d’apres la
dualité locale de Tate. Or ces deux modules sont de co-torsion sur A[[I']] d’apres le
méme argument utilisant le lemme de Shapiro que précédemment, donc de corang nul.
Enfin, pour ¢ = p, on a vu que L, et kera ont le méme corang. Comme a est surjectif,
Qp(T,T") et H I(Qp,ﬂgo) ont le méme corang. D’apres la Proposition 4.2(a) de loc. cit.
et un argument identique a celui pour ¢ # p, ce dernier a un corang égal a d~. Ceci
termine la vérification de I’hypothése CRK(D, L).

Pour appliquer [Grel6, Proposition 4.1.1], il suffit maintenant de vérifier 'une des
trois hypotheses supplémentaires. La condition (b) stipulant que D, est co-libre et
que la Gg-représentation résiduelle de D, n’a pas de quotient isomorphe a p, est
clairement vérifiée, car cette derniére est isomorphe a D[m 4] et qu’elle vérifie la méme
condition d’apres notre hypothese (e). O

2. STRUCTURE DU GROUPE DE SELMER D’'UNE REPRESENTATION D’ARTIN

2.1. Définition et résultat principal. Soit M =[p] un motif d’Artin absolument ir-
réductible et non-trivial sur Q, a coefficients dans un corps de nombres E. On note
p :Gg — GLEg(V) la représentation d'image finie qui lui est associée. Quitte a agrandir
E, on suppose qu’il contient toutes les valeurs propres des éléments de I'image de p. On
note L < @p le complété de E en v, et O = Or,. Le groupe de Selmer attaché a M dépend
du choix que l'on fixe dans toute la suite,

e d’'une p-stabilisation ordinaire (p*,V*) de V, c’est-a-dire un sous-E-espace vec-
toriel V* de V de dimension d* = dimg H%(R,V), stable par Gg ,» et dont le
quotient V™ :=V/V™" est Gg,-non-ramifié,

o et d'un O-réseau Gq-stable T, de la réalisation p-adique V, :=V &g, L de [p].

On note encore p : Gg — GLL(V,) la représentation associée a V,, et on note V; =
Vie E.,ip L.
Remarque 2.1.1. Il est important de noter qu'un choix arbitraire de sous-L[Gg,]-
module V; de V, de la bonne dimension et avec un quotient non-ramifié ne donne
pas nécessairement une p-stabilisation de M, car Vp+ n’a pas toujours de structure
E-rationnelle (i.e., il n’existe pas nécessairement un sous-E-espace vectoriel V' de
V tel que V, = V" ®g,, L < V,). Néanmoins, si par exemple p est non-ramifiée en
p, alors p(Frob,)y est diagonalisable, et il suffit que chacune des valeurs propres
de p(Frobp)W; soient des valeurs propres simples de p(Frob,)y pour que V; ait une

structure E-rationnelle.
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On définit a présent le groupe de Selmer du motif [p]. On note T; = V; NnT, et

T, =im(T, €V, =V, ). Le O-module T est libre de rang d*, et définit une suite

exacte courte de O[G@p]-modules

0— T3 — T, —= T, —0.

Lapplication y — (x+— Trr/g,(xy)) induit un isomorphisme
LAd;' = Hom(0,Q,/Z,) = 0",

ou 051 différente inverse de I'extension L/Q,. On fixe dans la suite un générateur de
Dil, ce qui permet d’identifier OV avec L/0O, et donc d’identifier le O-module co-libre
D, :=T,®90Y avec V,/T),.
Définition 2.1.2. Soit n € NU{oo}. Le groupe de Selmer de niveau n attaché au motif
[p], muni d’'une p-stabilisation ordinaire V* <V et d'un réseau Gg-stable T, est défini
comme étant

Sel,(p,p™) = Sel, (T, T;).
On note aussi

X, (p,p"):=8Sel,(p,p")",
le groupe Selmer dual. C’est un module de type fini sur O[T',]1si n € N, et sur A = O[[I']]
si n =oo. Si de plus X.(p, p") est de torsion sur A, alors on note

L¥%(0,0";T) := LY X oolp, 0 ); T)

sa fonction L p-adique algébrique (cf. Définition 1.2.2).
Remarque 2.1.3. D’apres le Lemme 1.3.1, on a les descriptions alternatives suivantes :

Sel,(p,p™) = ker[HY(Qs/Qn,Dp) — H'I,,D;) x [res,exp H' I7,D)p)]
= ker [H'(Qn,Dp) — H'I,,D;) x [1ozp H'I7,Dp)] .

Deux O-réseaux Gg-stables T et Ty de V), définissent le méme groupe de Selmer
quand ils sont homothétiques. Plus généralement, on a le résultat facile suivant :
Proposition 2.1.4. Le rang de A-module X(p,p") ne dépend pas du choix du réseau
T,. S’il est de torsion, alors sa fonction L p-adique algébrique est bien définie au u-
invariant pres (i.e., @ une puissance d’une uniformisante de O pres). Si de plus p est
résiduellement irréductible, alors elle ne dépend pas du choix de T',.

On s’intéresse dans la suite au calcul du rang de X(p, p™).

Proposition 2.1.5. Si H)(Q,V) # 0 alors V est en fait de dimension 1 et p est un
caractére multiplicatif de T'. De plus, Xoo(p,p™) est de A-torsion.

Démonstration. V est supposée irréductible, donc le sous-espace G-stable H%(Quo, V)
doit étre égal a V tout entier. Comme p est irréductible, elle est nécessairement de
dimension 1 et peut étre vue comme un caractere multiplicatif de I',,, pour ng = 0 assez
grand. On a en particulier d* =d =1 car p est pair. Pour n = ng, on a Hl(Qn,Dp) =
Hom(Gg,,Qp/Zp) ®7, O, et méme

Sel,(p,p") = Hom(X,,Q,/Z,)®z, O,

ou X, est le groupe de Galois de la pro-p-extension abélienne maximale de Q, non-

ramifiée en-dehors de p. En prenant la limite sur n ainsi que le dual de Pontryagin,

Xoo(p, ") = X ®z, 0, qui est de A-torsion d’apres [Iwa73, Theorem 17] ou [Was97,

Theorem 13.31]. 0
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Sans perte de généralité, nous allons supposer dans la suite que H ()_(QOO,V) =0. Nous
introduirons en Définition 2.4.2 une suite de régulateurs R ,(p,p") € Q, pour y variant
dans I'ensemble des caractéres multiplicatifs de I'. On considére la densité

8n(p,p ) =#{1:Tn — @ | Ry(p,p ) £ 0} /p",  (0=84(p,p")<1)

ainsi que les deux conditions suivantes :

(%) Pour tout y :T' — Q*, on a R,(p,p") #0 (i.e., §,(p,p") = 1 pour tout n = 0).
(%%) Pour tout C > 0, il existe un entier n =0 tel que 6,(p,p") = gi:? + 1%'
La suite et fin de la Section 2 est dédiée a la preuve des théoremes qui suivent. Le
Théoréme 2.1.6 sera démontré a la fin de la Section 2.4. La preuve du Théoréme 2.1.7
(1) est donnée dans le Corollaire 2.4.5 suivant les Sections 2.2, 2.3 et 2.4. Les (i1) et (ii1)
sont démontrés dans le Corollaire 2.5.3, et le (iv) dans la Proposition 2.5.5.
Théoréme 2.1.6. (i) Si d™ =1 ou si la conjecture de Schanuel p-adique faible est
vraie (cf. Conjecture 2.4.6), alors () est vraie.
(ii) Supposons d* =2 et soient (p;,,V,") (m = 1,2), deux p-stabilisations ordinaires
de p telles que dim V" NV = 1. Alors (x*) est satisfaite par (p,p7) ou par (p, p3).
Théoreme 2.1.7. (i) Soit n =0 un entier. La condition (x) implique que X,(p,p™)
est fini. Plus généralement, on a l'inégalité Rangq X, (p,p") <(1-6,(p,p"))-(d" -
1)-p"sid™ #0.
(ii) Supposons que (x) ou (*x) est vraie. Alors le A-module X.(p,p™) est de torsion.
(iii) Supposons que HNQy = Q, que R1(p,p™) # 0 et posons e(p,p™) := dimHO(@p,Vp_).

Alors L;‘,lg(p, p*;0)# 0 si et seulement si e(p,p*) =0, et en général, on a l'inégalité
ordr L% (p,p*;T) = e(p, p™).

De plus, sous la condition (%), L;l,lg(p,p+;T) ne s‘annule pas en les (-1, ou {
parcourt e — {1}

(iv) Si Xoo(p,p™) est de torsion, et si de plus, Dp[(D]G = Homg(Dpl®], pp) = 0, alors
Xoo(p,p") n’a pas de sous-A-module fini non-nul.

2.2. Inflation-restriction.

Notation 2.2.1. Soit G le groupe de Galois de 'extension H/Q. Pour n € NuU {oco}, on
note aussi H, le compositum de H et de Q,,, et M,,/H,, la pro-p-extension abélienne
maximale de H,, non-ramifiée en-dehors des places de H,, divisant p. On pose enfin

Gni=GalH,/Q), G :=Gal(H./Qy),
X, :=Gal(M,/H},).

On a la suite exacte d’inflation-restriction :

inf
0 — HYG™,D,) = H'(@Q,,D ) —> Homgw(Gg,,Dp) — HAG™,D,).

Limage de Sel,(p,p") par l'application de restriction dans Homg;w(Ga,,D,) est
incluse dans Homgw (X,,Dp), et plus précisément dans

Sel), (p,p") :=ker HomG(n>(3€n,Dp)—»HomG(Un)(Ip(Mn/Hn),D;) ,
9



ou GS,") désigne le sous-groupe de décomposition de G en la place v de H,, définie par

lp-
Lemme 2.2.2. Pour tout n € NU{oo}, l'application de restriction Sel,(p,p*) — Sel, (p,p")
a un noyau et un conoyau finis. C’est un isomorphisme dés que p { #G.

Démonstration. On a un diagramme commutatif a lignes exactes

Hom(I,(Q/Qn),D})
x [Tozp H'(1:(Q/Qr),Dp)

a res L a

0 — Sel,(p,p") ——— HYQ,,D,) ——

Hom(I ,(Q/H,),D})

0 — Sel),(p,p*) — Hom;w(Gpg,,Dp) —= =
p,p ¢W\YH,,Up XH[;&le(I[(@/Hn),Dp)-

Pour i = 1,2 on sait que H(G"™,D p) est fini, et il est méme trivial si p { #G™ . Donc il
en est de méme pour les noyaux et conoyaux de la fleche res. Cela est aussi vrai pour
ker(a'), car H,/Q, ne ramifie qu'en un nombre fini de places. Le lemme du serpent
montre alors que @ a un noyau et un conoyau fini, et que a est un isomorphisme lorsque
p ne divise pas l'ordre de G. O

Lemme 2.2.3. Le conoyau de l'application x, : Homgw(X,,V,) — Homgw(X,,Dp)
induite par la projection canonique V, — D, est fini.

Démonstration. Notons (X,)q4;v le quotient de X, par son sous-groupe de torsion. Comme
Hom ;o ((X,)giv, Vp) = Homgm(X,,V,), on a des inclusions

im(x,) € Homgm (X,)div . D p) € Homgm(X,,D)p).

La deuxiéme inclusion est d’indice fini car X, est de type fini sur Z,,, donc il suffit de mon-

trer que la premiere inclusion est d’indice fini, i.e., le quotient @ := Hom ;o ((X,)giy,D p)/im(x,)
est fini. Comme (X, )g;, est libre sur Z,, le foncteur Hom((X,)g4;y,—) est exact d’'ou la
suite exacte courte de G-modules

0 — Hom(X,,T,) — Hom(X,,V,) — Hom((X,)giy,Dp) — 0.

En prenant les G™-invariants, on voit que @ s’injecte dans H{(G™,Hom(%,,, Tp)), qui
est fini car Hom(X,,,T) est de type fini. O

Considérons le diagramme commutatif suivant a lignes exactes :

0 — Homg (X, Tp) —= Homgwm (X, V) — Hom g (X,,D )

| |- |

0——s Homng)(Ip, Tl;) e HomGLm(Ip,Vp_) e HOInG(Un)(Ip,D;),

oul,=1,(M,/Hy,).
Corollaire 2.2.4. Si 3, est un isomorphisme, alors Sel,(p,p™) est fini. Plus générale-
ment, on a dimker 8, = Rang X, (p,p™).
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Démonstration. Soit B, la fleche verticale gauche d1~1 diagramme commutatif précédent.
Comme X, et I, sont compacts, on a clairement , ® Q, = ,. Le lemme du serpent
montre que Sel),(p,p")Nim«, est lextension d'un O-module fini par un module divisible
de O-corang égal a dimker 8,,. Lassertion se déduit alors des Lemmes 2.2.2 et 2.2.3. [

L'extension des scalaires 8, ®1: HomG(m(%n,@p eV, — HomG(n)(Ip,@p ® Vp') est

équivariante pour action de G,/G" =T,. On peut donc la décomposer en une somme
d’applications S, y (ou y parcourt I';, = Hom(I',,Q})) de la maniere suivante. Linduite a

G, de la représentation @p ® V), restreinte a G™ est donnée par

Gn 0 —
3) Ind;,Qp®Vp = D Vo,
xel'n

ouV,,=V,® @p()() est le @p[Gn]-module associé a p, tordu par un caracteére y € T,.
Notons que V), , est irréductible car V), I'est. Ainsi, la loi de réciprocité de Frobenius
donne un isomorphisme canonique

Homgm(X,,Qp ® V) = @ Homg, (X5, Vpy)-
xel,

Notation 2.2.5. Pour tout caractére y € I, on pose VI;—',X = Vpi 3, Qp(x), et on note

Bn,y 'application de restriction

Br,y :Homg, (X5, Vp,y) — Homg, (I, V), ),
ou G, désigne le sous-groupe de décomposition de G, en la place v de H,, définie par
lp .
Corollaire 2.2.6. Si 8, , est un isomorphisme pour tout y € T, alors Sel,(p,p*) est fini.
Plus généralement, on a errf, dimker B, , = Rangy X,(p,p™).

2.3. Théorie du corps de classes. On fixe désormais un entier n € N. La théorie des
corps de classes permet d’étudier la structure galoisienne du Z,-module X,. On a un
isomorphisme de Z,-algébres

(4) On,®Zp =[] On,,

wlp
donné par les plongements de H dans ses complétés p-adiques. Par analogie avec
le plongement logarithmique de Minkowski, on a des morphismes de G,-modules a
gauche :

X x A —
(5) 05 — (0m,®2Z,)" = QulG,l
€ — €1, x®c — deGn logp (g‘l(x)®c) 2,

ou log,, : Q*® @p : est la composée du logarithme p-adique d’Iwasawa avec 1, Q— @p,
que I'on étend scalairement.

Notation 2.3.1. Pour un entier naturel n et une place w de H, au-dessus de p, on
note :

e Upw= {x €O Ix{n . | x—1¢ OIX_In w} le Z,-module des unités locales principales de

n,w-
o U, :=Ilwio Un.w le produit des unités locales principales de H,, au-dessus de p.
wlp Yn, p p p p
11



o &= OIX{n le groupe des unités de H,, et £, , =7, ®7 £, son complété p-adique
formel.
e G, est le p-Sylow du groupe des classes d'idéaux de H,,.

Lisomorphisme (4) identifie U,, avec un sous-Z,-module d’indice fini de (Og, ®77Z,)".
On note encore A, la composée U,, — Q p[G]. Elle est de noyau fini, et envoie U, , dans
@p [Grv]. Aprés extension des scalaires, on a un isomorphisme 1, ®1: @p U, = @p [G.],
et donc une décomposition en facteurs irréductibles de @p [G]-modules :

dimV},

GT-:DpUn:@Vp,n ,
b

ou (m,V, ;) parcourt 'ensemble des (classes d’isomorphisme de) @p-représentations
irréductibles de G,,. La preuve de Minkowski du théoréme des unités de Dirichlet donne
d’autre part une décomposition similaire pour &, (ainsi que pour &, ,), donnée par

— d=
@®8n:®vﬂn5
n#£l

ou (1, V) parcourt 'ensemble des @-représentations irréductibles non-triviales de GG,, et
ott d} est la dimension de V; "P==1,

D’apres la théorie des corps de classes (voir par exemple [NSW08, Chap X, Lemma
3.13]), on a une suite exacte de Z,[G,]-modules

(6) Epn —Up —= X, Cn 0,

ou rec est Papplication de réciprocité d’Artin et ou ¢ est 'extension Z,-linéaire du
plongement diagonal &, — (Og, ®7 Zp)x décrit en (5). Par ailleurs, pour toute place w
de H, divisant p, on sait que rec envoie U, , isomorphiquement sur le sous-groupe
d’inertie de X, en w. En particulier, I, est I'image isomorphe de Uy, .

Conjecture 2.3.2 (Conjecture de Leopoldt pour H, et p [Leo62]). Lapplication 1 est

injective. _
Théoréeme 2.3.3 (Théoréeme de Baker-Brumer [Bru67]). Soient a1, --,a, € Q> des
nombres algébriques non-nuls. Si les nombres log,(a1),---,log,(a,) € Q, sont linéai-

rement indépendants sur Q, alors ils le sont encore sur Q.
Le Théoreme 2.3.3 implique que 'extension Q-linéaire du logarithme p-adique,

(7) log, :Q® &, — Qp,

est injective, car elle envoie une base de &, modulo sa torsion sur une famille Q-libre.
Proposition 2.3.4. Soit & une Q,-représentation irréductible de G, apparaissant dans
@p ® Ep,n. Alors 'image par 1 de la composante n-isotypique (@p ® Sp,n)n de @p ®Epn
dans (_J)p ® U, est non-nulle.

Démonstration. On a un diagramme commutatif :
_ _ Ay —
Qe Ep — @p U, — @p[Gn],
/
Qp®Epn
12



ott la fleche en haut & gauche est I'extension linéaire 4 Q du plongement diagonal des
unités globales dans les unités locales. D’'une part, la composée des fleches de la ligne du
haut est injective car 'application définie en (7) est injective. D’autre part, 7 descend en

— — /4 —
une Q-représentation que I'on note encore 7. Comme I'image de (@ ® 8,,) dans Q, ® U,

- /2
est non-nulle, 'image par ¢ de (@p ®¢& p,n) est a fortiori non-nulle. 0

Proposition 2.3.5. Fixons y € T,.

(i) La dimension de la source du morphisme [, j (cf. Notation 2.2.5) est supérieure
ou égale a d~, et la dimension du but de 3, y est égale a d™.

(i) Si d* =1, ou bien si la Conjecture de Leopoldt pour H,, et p est vraie, alors les
dimensions de la source et du but de f, , sont toutes deux égales a d".

Démonstration. On commence par vérifier que V), , est non-trivial. En effet, la loi de
réciprocité de Frobenius montre que HO(Gn,Indg(”n)Vp) = HO(G(n),Vp) =H%Q,,V)=0,
donc HYG,, Vp,y) = 0 d’apres I'égalité (3).

Considérons la source Homg, (X,,V), ) de B, ,. D’aprées le lemme de Schur, sa di-
mension est égale a la multiplicité de p ® y dans @p ® X,. En tensorisant avec @p la
suite exacte courte (6) (ce qui tue le groupe des classes C,) et en prenant la partie
P ® y-isotypique, on obtient une autre suite exacte

p®Y

—0.

— peY — — peY
[@&pn) " —(Cpotn) " —(@ps 2,
Comme y est pair et que la représentation irréductible p ® y est non-triviale, elle
apparait avec multiplicité d* dans I'espace Q, ® £, ,, des unités globales. D’autre part,
p ® y apparait avec multiplicité d dans I’espace des unités locales. Donc la dimension
de la source de f3,, est supérieure ou égale a d~, avec égalité si la restriction de

. (= pex e e . . . L eps .1
L a (Qp ® & p,n) est injective. Ceci est automatiquement vérifié si 'on suppose la
conjecture de Leopoldt pour H, et p. Ceci est aussi vrai si ’on suppose que d* =1

d’apres la Proposition 2.3.4, car | est équivariante et car (@p ®& pﬂ)p@)c est irréductible
(et isomorphe a V,, ;).

Calculons la dimension du but Homg,, ,(I,,V, x) de B, . Lapplication de réciprocité
d’Artin envoie isomorphiquement U, , €U, sur I, € X,,. D’autre part, 1, identifie Q, ®
U, aveclareprésentation réguliére @p [G,,v]1de Gy p. Onadone HomGn’v(@p [Gnu1,V, )=

»Vp.x
V.. > qui est bien de dimension égale a d™~.

2.4. Noyau de $, y. Grace a 'application de réciprocité d’Artin (cf. (6)), le noyau de
Bn,y (cf. Notation 2.2.5) s'identifie &

kerf,, = ker HomGn(%n,Vp,X)HHomGn(Un,Vp,X)—»HomGn,v(Un,u,Vp_,X)]

ker |Homg,(Up,V, ) — Homg, (€, Vp y) x HomGn’U(Un,v,Vp_’x)] .
13
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Le @p-espace vectoriel Hom(U,,, @p) est muni d’'une action a gauche de GG,, donnée
par (g.f)x®c) = f(g " (x)®c), pour g € G, et x®c € U,. On a un isomorphisme G,,-
équivariant
©) { QplGal — Home(Uy,Qp)

g — (re®c—log,(g M x)®c)).

Lemme 2.4.1. Soit f € Homg, (Uy,V, ). Alors f s’écrit sous la forme
fawe)= Y log,(g ' x)&c)(p®x)(@)@)=Apx®c) T,
8€Gn
pour un unique vecteur U € Vy, 5, et la restriction a U, , est donnée par

fw= Y log,(g7'w)(p®x)(g)®)=Apu)-v.
8€Gny

De plus, f(Upy) <V, , si et seulement si €V, ,.

— G,
Démonstration. On a Homg, (Uy,V, ) = (Homct(Un,Q)p)@Vp,X) , donc d’apres l'iso-
morphisme (9) il existe des vecteurs vz €V, , tels que
flxec)= ) log, (g (x)&c)T,.
geGy
En utilisant la G,-invariance, on a facilement U, = (p ® y) (g)(v1). On a donc bien f(x®
c) = Ap(x®c)-U avec U = v7. Lunicité de U est claire, car 'image de 1, engendre @p [G,]. La
description de f sur U, , se déduit de celle de 1,. Enfin, comme )Lp(@p Upy) = @p (Gl
on a aussi f(@pUn,v) = @p[Gn,v] -U. Or, V;,X est G, ,-stable, donc f(U, ) < V;’X si et
seulement si 5 € V;; v O

Dans la suite de cette section, on note V, =V g Q( 1) le Q-espace vectoriel muni de
Paction de G, via p ® x, ainsi que V; =V*teg @()() la p-stabilisation ordinaire (étendue
linéairement a Q) du motif [p ® y1, héritée de celle du motif [p]. On fixe une Q-base de
VXJr que 'on compléte en une base (v1,...,04) de Vy, ainsi qu'une Q-base (Py,...,Dy4+) de

Homg, (Vx>@ ® Sn) (cf. Section 2.3). Ces choix définissent des éléments ¢; ; = @;(7;) (ou

1<i<d%,1<j<d)quiforment une base de (@ ® gn)p@c. On définit une matrice carrée
Sn,y 1= (8ij)1<ij<d+ € Mg+(Qp) en posant s; j :=log,(€; ;).

Définition 2.4.2. On appelle régulateur p-adique attaché a (p,p™) le déterminant
Ry(p,p") € Q, de la matrice S, .

Lemme 2.4.3. Fixons 1<i<d". Pour tout g € G,, on a une égalité de matrices lignes a
d entrées :

(log, (g(e; 1) -+ log,(gleia))=(six - siq)(p®x) ().

Démonstration. Soit g € G,. Notons a ;. les coefficients de p®y(g) dans la base (U1,...,04).
Pour tout 1<j=<d,ona g(e; ;)= e?ll’j . ..6?‘2’" . En prenant le logarithme p-adique et en

concaténant les égalités pour 1<j<d, on retrouve la formule souhaitée. O

Proposition 2.4.4. Lapplication B, y est injective si et seulement si Ry(p,p™) # 0. Plus
généralement, on a dimker §, , = dimkerS, ;.
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Démonstration. Soit f € Homg, (U,,V) ). D’aprés le Lemme 2.4.1, f est de la forme
f(x®c)=Ap(x®c)-U pour un unique vecteur v € V, ,. La base fixée de V, définit une
base de V), , et on note (vy,...,v4) les coordonnées de ¢ dans cette base. En étendant

f a @p ® U, par linéarité, f sera nulle sur (I'image par ¢ de) &, ,, si et seulement si f

— o®y
est nulle sur (@@ Sn) . Fixons un entier 1 <i <d*. D’aprés le Lemme 2.4.3, on a
f(€;,7) =0 pour tout 1< j <d si et seulement si la matrice

U1

M=) (pex)@]| : |(si1 --- sia)(p®x)(@™"
gelp vy

est nulle. On observe que M; commute avec p ® y(G,). Comme p ® y est absolument
irréductible, M; est scalaire, disons M; = 1;1;. En prenant la trace matricielle, on
obtient A; = #?T” (si1v1+...+8;qvq). Ainsi, grace a (8) et au Lemme 2.4.1, on obtient les
équivalences :

fU,,) SV
ek = ’ pox
f eI‘ﬁn,)( { f(gp,n):()
veV)
b,x
= {Vlsisd*,Mi:O
vd++1:...=vd=O
Vi<i<d", $i1V1+...+8; g+vg+ =0
vd++1:...:vd:O
— { Sn,x'l_)"f‘zo,

ou 0" est le vecteur colonne de coordonnées (vy,...,vq+). Cela prouve que Bn,y est
injective si et seulement si R,(p,p™) #0. Plus généralement, 'assignation f — 7" étant
linéaire, on a bien dimker §, , = dimkersS, ,. O

Corollaire 2.4.5 (=Théoréme 2.1.7 (i)). La condition (x) implique que X, (p,p™) est fini.
Plus généralement, on a l'inégalité Rangy X, (p,p") <(1-86,(p,p™)-(d*—1)-p" si d™ #0.

Démonstration. D’apres le Corollaire 2.2.6 et la Proposition 2.4.4, le rang de X, (p,p")
est égal a la somme }, dimkerS,, ;, ou y parcourt f; Comme S, , n’est pas la matrice
nulle par I'injectivité du logarithme (7), on peut majorer chaque terme de la somme par
d* —1. En ne considérant que les (1-6,(p,p"))- p” termes non-nuls de la somme, on a
bien Rangq X, (p,0") <(1-6,(p,p*))-(d*-1)-p". O

On a toujours Ry(p,p™) #0, si 'on croit a 'analogue p-adique de la conjecture de
Schanuel (cf. [CMO09, Conjecture 3.10]).

Conjecture 2.4.6 (Conjecture de Schanuel p-adique faible). Soient a1, ...,a, des nombres
algébriques non-nuls, vus dans Q, via le plongement 1. St log,, a1,...,log, an sont Q-
linéairement indépendants, alors le corps Q(log, a1,...,10g, a,) a un degré de transcen-

dance sur Q égal a n. B B
Lemme 2.4.7. Soit un corps K < Q <,, Qp. Si la Conjecture de Schanuel p-adique

faible est vraie, alors pour tout €1,...,6, € Of ® Q tels que les logp 61,...,logp €, sont
Q-linéairement indépendants, et pour tout polynéme P € Q[X1,...,X,1-1{0}, on a

P(log,e€1,...,log,e,) #0.
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Démonstration. La Conjecture 2.4.6 implique que le corps @(logp €1,...,10g,€,) a un

degré de transcendance sur Q égal a n, et Passertion du lemme en découle directement.
O

Lemme 2.4.8. Si d* =1, ou si l'on suppose la Conjecture de Schanuel p-adique vraie,
alors Ry(p,p*) #0. En particulier, 8, , est injective et sa source est de dimension d~.

Démonstration. Montrons que Ry(p,p") #0, le reste se déduisant des Propositions 2.4.4
et 2.3.5. Cela résulte de I'injectivité de (7) lorsque d* = 1. Sous la conjecture de Schanuel
p-adique, il suffit d’apres le Lemme 2.4.7 de vérifier que la famille (¢; ;); ; est Q-libre.
Comme p est irréductible, ceci résulte du fait que les éléments de la Q-base (P, ..., Pg+)

de Homg,, (Vx’@ ® 8,,) sont des applications injectives et que im®q,...,imd + sont en

somme directe (la somme étant e p@x@ ®E,). O

La conjecture de Schanuel p-adique faible est, malgré son nom, une conjecture
beaucoup trop forte pour I'application que 1’'on en fait dans le Lemme 2.4.8. Nous allons
déduire un résultat inconditionnel dans le cas d* = 2 a l'aide du théoréme des six
exponentielles de Roy.

Théoréeme 2.4.9 (Roy). Soit ¥ c @p le Q-espace vectoriel engendré par 1 et par tous les
élements de la forme log,(a), ou a parcourt Q*. Toute matrice de taille 2 x 3 & coefficients

dans £ dont les lignes et les colonnes sont Q-linéairement indépendantes est de rang
égal a 2.

Démonstration. 11 s’agit de [Roy92, Corollary 2]. O

Lemme 2.4.10. On suppose d* = 2. Soient (p;},,V,}), m = 1,2 deux p-stabilisations
ordinaires de p telles que dim V" NV, = 1. Alors R,(p,p7) #0 ou Ry(p,p3) #O0.

Démonstration. Soient U1,02,U3 € Vy tels que V| p et V2+X sont engendrés par {U1, 09} et
par {Us, U3} respectivement. Soit (@1, D) une Q-base de Homg, (Vx’@ ® 8,,). Largument

de la preuve du Lemme 2.4.8 montre que les six unités (®;(v;)); ; sont Q-linéairement
indépendantes, donc d’apres l'injectivité (7) de log,, la matrice

log,,(®1(U1)) log,(1(v2)) logp(q)1(53)))
log,,(@2(v1)) log,(P2(vs)) log,(P2(T3))

satisfait les hypothéses du Théoréme 2.4.9. En particulier, elle est de rang 2 et ses
entrées sont toutes non-nulles. Au moins deux de ses trois mineurs de taille 2 x 2 sont
non-nuls, et donc Ry(p,p7) # 0 ou Ry (p, pg) # 0. O

On peut désormais démontrer le Théoréme 2.1.6.

Preuve du Théoreme 2.1.6. La premieére assertion découle immédiatement du Lemme

2.4.8. Montrons la deuxiéme et fixons deux p-stabilisations ordinaires V1+ et V2+ telles

que V"NV, est de dimension 1. Pour tout entier n > 0, le Lemme 2.4.10 implique que

8n(p,p7)+0,(p,p5) = 1. Sans perte de généralité, on peut supposer que 5,(p,p7) = 1/2

pour une infinité d’entiers n = 0. En particulier, pour tout C > 0, il existe n assez grand

pour que 5,(p,p;) = C/p™ comme désiré. O
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2.5. Structure du groupe de Selmer et phénomeéene des zéros triviaux. Pour
tout entier naturel n, le dual de Pontryagin de X.(p,p")p,» s'identifie au O[[T',]]-
module Sel(p, p+)rpn , que l'on va étudier. Comme H N Q, = Q,,, le groupe de Galois
[ := Gal(H,/H) s’identifie au sous-groupe ['*"° de I par restriction des automorphismes.
Soit n = ng, et soit m = n—ny. La fleche de restriction Hl(Qoo,Dp) — Homg)(GH,,,Dp)
est équivariante pour l'action de I'?" =~ I'?" | et son noyau et conoyau sont finis. Co;nme
I est cyclique, on montre facilement que H'(Quo,D p)rpn — Homge(GH,,,D p)r o a
aussi un noyau et conoyau finis. Un argument similaire a celui de la preuve du Lemme
2.2.2 montre que ceci est encore vrai pour la restriction aux groupes de Selmer. On en
déduit le lemme suivant :
Lemme 2.5.1. L'application naturelle de restriction

Seloo(p,p )" — Sell (p,p") "

a un noyau et conoyau finis pour tout m =n —ng = 0. C’est méme un isomorphisme si p
ne divise pas [H : Q] (auquel cas on a ng=0).

D’apres le Lemme 2.5.1, on est amenés a étudier les sous-modules invariants de
Sel’_(p,p"). Rappelons que l'on a, par définition,

Sell, (p,p") = ker | Homgum (X, Dp) —> Hom g (I (Mn/Hp),D}) |-
Nous étudions le noyau et conoyau des applications de contréle,

r.m
re
+) ,

Sel,, (p,p") — Sel (o, p
qui sont induites par 'application de restriction sur les groupes de Galois
Xoo = Gal(M/Hy) — X, = Gal(M,,,/H},).

On a un diagramme commutatif a colonnes exactes :

0 0

Homgon(Gal(Hoo/Hyn), D p) —2 Hom (I p(Hoo/ Hn), D)

Hom 0 (X, D p) ——— Hom o (Ip(Myn/Hy,), D)

Sm

Hom o) (Xoo, Dp)F Hom ;oo (Ip(Mn/Hoo), D ).

Notons que G™ = G des que m = ng, ce que 'on suppose dans la suite. Le lemme du
serpent donne une suite exacte :

(10)

e Nim(s,,) — coker(t,,) — coker(r,,).
17
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Proposition 2.5.2. Posons m =n—ngy = ng et e(p,p”) := dimHO(@oo,U,Vp_). Si B, est
injective, alors le O-rang de Xoo(p,p™ ) est égal a e(p,p™). En général, on a

Rangg Xoo(0, 0 o < (1=8m(p,p")-(d* = 1)-p™ +e(p,p™).
Démonstration. D’aprés le Lemme 2.5.1, le O-rang de Xoo(p, p*)ppn est égal au O-corang

de Self)o(p,pJ’)F,pm. Un argument élémentaire de théorie de Galois montre que I’ap-
plication (Xo)p,m — Xp, est injective, et donc s, a un conoyau fini. On est ainsi
amenés a calculer les corangs des modules divisibles de la suite exacte (10). Comme
HO(Qm,Tp) = HO(QOO,TP) =0, il est clair que la source de ¢,, est de corang 0, et donc
le conoyau de ¢, a le méme corang que HomG(vm)(I p(Hoo/H m),D;), c’est-a-dire e(p,p™).
D’autre part, Sel,, (p,p*) a pour corang dimker 3, d’apres le Lemme 2.5.1 et celui-ci est
majoré par (1—6,,(p,07))-(d* —1)- p™ par le Corollaire 2.4.5. L'inégalité annoncée s’en
déduit immédiatement. Pour démontrer I’égalité lorsque §,, est injective, on remarque
(en adaptant la preuve Proposition 2.3.5) que dans ce cas, la source et le but de r,,

ont méme corang. On a ainsi que Sel),(p,p*) = ker(r,,) et coker(r,,) sont tous deux
finis. O

Corollaire 2.5.3 (=Théoreme 2.1.7 (ii) et (iii)). Les conditions (%) ou (% %) toutes deux
impliquent que le A-module Xoo(p,p") est de torsion. Supposons de plus que HNQq = Q.

Alors Xoo(p,p") est de torsion avec L‘;,lg(p,p+;0) # 0 si et seulement si e(p,p™) =0 et
R1(p,p™) #0. En général, si Ri(p,p*)#0, alors

ordrL%%(p,0*;T) = e(p, p*).

Enfin, sous la condition (%), la fonction L p-adique algébrique L‘;,lg(p,p“L;T) € A de
Xoo(p,p™) ne sannule pas en les { — 1, o { parcourt [ipe —{1}.

Démonstration. Soit r le rang de X(p,p") sur A. D’apres le Théoréme 1.1.2, il existe
des polynémes P;(T') de A, des entiers y; >0 et un pseudo-isomorphisme

) Q?A/(p’”‘f )).

27 2 . n . . . .
Un calcul élémentaire sur les I'? -coinvariants fournit, pour tout entier n = 2ny, les
égalités :

Xoolp:p™) — A DD MP)

(€Q,):  RangyXoo(p,p )ppn =rp”™ +)_degr pged(Pi(T),w,(T)),
i

ott wn(T) :=(1+T)?" —1¢€ A. En utilisant I'inégalité de la Proposition 2.5.2, on voit
qu’il existe une infinité de n = ng tels que rp™ <e(p,p*) (resp. tel que rp™ < p™) sous la

h
condition (%) (resp. sous la condition (x ) en posant C = %), ce qui entraine r = 0.

Ceci prouve la premiere assertion.

Supposons maintenant de plus que H N Qy = Q, c’est-a-dire ng = 0. Remarquons
que dans ce cas, e(p,p") = dimHO(@p,V_), donc la définition de e(p, p*) est cohérente
avec celle de I'introduction. Pour montrer ’équivalence annoncée, il suffit de prouver
que Xoo(p,p")r est fini si et seulement si e(p,p™) =0 et Ry(p,p") #0. Le "si" résulte
directement des Propositions 2.4.4 et 2.5.2 pour n = 0. Pour le "seulement si", il faut
de plus remarquer que la finitude de X.(p, p")r entraine celle de Xo(p,p*) (cf. 1a suite

exacte (10)) et donc la non-annulation de Ry (p,p*) # 0.
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Pour prouver la minoration de 'ordre d’annulation de L;lg(p, p*;T), on peut sup-
poser sans perte de généralité que X(p,p") est de torsion. On peut alors prendre
L;lg(p,er;T) = pZiti [1; P;(T). Comme wo(T) = T, I'équation (£Qg) montre bien que

ordrL2%(p,0";T) = Y. degpged(P(T), T) = e(p, p*).
i

Supposons enfin (x). Le terme de gauche de (£Q,,) est constant égal a e(p,p™), tandis

que l'on sait que r = 0 dans le terme de droite. Pour n = 0 quelconque, en retranchant

(E9Qp) a (£9,) on voit que L?,lg(p, p*;T) est premier au polynéme “’”}T), dont les racines

sont exactement les { -1, ou { parcourt p,» —{1}. Autrement dit, L;lg(P,PJr;( -1)#0
pour tout { € pyo —{1}. 0

Nous proposons une conjecture de type "zéros triviaux", imitant du c6té algébrique les
phénomenes prédits du coté analytique par le théoreme de Ferrero-Greenberg [FG79],
la conjecture de Gross-Stark [Gro81], ou la conjecture des zéros triviaux de [Ben14].
Conjecture 2.5.4. Avec les notations du Corollaire 2.5.3, si HNQx = Q, alors on a

ord7L3E(p,p*;T) = e(p,p*).

Nous achevons la preuve du Théoreme 2.1.7 en prouvant ’absence de sous-modules
pseudo-nuls non-nuls de X(p,p").
Proposition 2.5.5 (=Théoréme 2.1.7 (iv)). Supposons que X.(p,p") est de A-torsion
et que Dp[a)]G =Homg(Dp[@], 1p) = 0. Alors Xoo(p, p™) n’a pas de sous-modules pseudo-
nuls non-nuls.

Démonstration. On va vérifier les hypotheses de la Proposition 1.5.1, avec A =0 et T =
T,. Le point (a) est vrai par hypothése. Montrons que H 2(Qs/Qo0,D p) est de cotorsion sur
A. D’apres la suite spectrale de Hochschild-Serre (cf. [NSWO08, Chap. 2, §4, Theorem 1]),
le noyau de 'application de restriction H 2(Q5/Qo0,D p)—H 2(Qs/Hoo,D p) est controlé
par la cohomologie du groupe fini G & valeurs un ©-module co-finiment engendré. Ce
noyau est donc fini, et il suffit de montrer que H?(Qx/H oo, D p) est de cotorsion. Comme
Qs = Hy, on peut utiliser la formule de caractéristique d’Euler-Poincaré prouvée dans
[Gre06, Proposition 4.1] et donnant (apres application du lemme de Shapiro) :

Corang (H*(Hs/Hs, D)) = Corang, (H'(Hs/Hw,Dp)) — Corang (H (Hs/Hso, D)) —d - 12,

oil 7'y est le nombre de places complexes de H. Le A-corang du H? est 0, car il est égal &
D, = (L/0)?, qui est de co-torsion sur A. Il faut donc montrer que le corang du H' est
égal a d-ro. Comme Qs est aussi la plus grande extension de H,, non-ramifiée en dehors
de Z, et que I'action de G, sur D, est triviale, on a HI(QZ/HOO,DP) =Homt(Xoo,z,Dp)
ou X 5 est le groupe de Galois de la plus grande pro-p extension abélienne My de Hy,
non-ramifiée en dehors de X. Or, X 5 est pseudo-isomorphe a X (5} = Xo. En effet, on
a une suite exacte

DPrives—ipy [1(Ms/Hoo) — X0z Xoo 0,

ou la somme porte sur toutes les places finies 1 de H, divisant une place ¢ € X — {p}.
Or, cette somme directe est un O-module fini, car la somme est finie (puisqu’aucune
place finie ¢ n’est totalement décomposée dans I’extension cyclotomique) et car chacun
des groupes d’'inertie est de torsion d’apres [Iwa73, Theorem 25]. En particulier, X0 5

a le méme rang sur A que X, qui est égal a ry (cf. [Iwa73, Theorem 17] ou [Was97,
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Theorem 13.31]). Ainsi, Hom(Xs 5,D )" = }.‘fo‘fz a pour rang d -re, ce qu'on voulait
montrer. Uhypothese (b) est donc vérifiée. Les hypotheses (c) et (d) font partie de la
définition de la p-stabilisation ordinaire. Enfin, I’'hypothése (e) est vérifiée d’apres nos
hypothéses sur la représentation résiduelle de p. On peut conclure que X.(p,p*) n’a

pas de sous-modules pseudo-nuls non-nuls. O

3. TERME CONSTANT DE LA FONCTION L P-ADIQUE ALGEBRIQUE

3.1. Cadre et énoncé de la formule du terme constant. On conserve les notations
de la Section 2.1 et nous supposons en outre que :

(nr) p est non-ramifiée en p,
(deg) p ne divise par 'ordre de 'image de p, i.e., p{[H : QI,
(dim) p ne divise pas la dimension de p, i.e., p{d.

Cela entraine que :

e p est (quitte a conjuguer) a valeurs dans 'anneau des entiers O d’'une extension
non-ramifiée ' L de Qp,

e la réduction modulo p réalise un isomorphisme p = p, donc p est résiduellement
irréductible (et Xoo(p, p*) ne dépend pas du choix du réseau T'p),

o et 'idempotent e, € L[G] associé a p est a coefficients dans O.

Le complété H, < @p de H en v est une extension non-ramifiée de Q,. Quitte a
adjoindre a E des racines de I'unité d’ordre premier a p, on peut supposer que L contient
H, et pg, ou g = #G. Comme O contient (#G)™ ! et les racines de l'unité d’ordre #G,
Palgebre O[G] est semi-simple et admet une décomposition

OIG]1 = Pe,0lG1 =P Tim,

ou (m,Vp ;) parcourt les représentations irréductibles de G et ou T, ; est un réseau
G-stable de V, ; (unique a homothétie pres). Pour tout O[G]-module M, on a ainsi une
décomposition en somme directe M = P, e, M. On note M = e ,(M ®z,0) la composante
p-isotypique d'un Z,[G]-module M.

On peut normaliser la valuation p-adique du régulateur Rq(p,p") de la maniére
suivante. Choisissons une base ®1,...,®4+ du O-module libre Homg(T,0;; ®7 O), ainsi
qu’'une base de T; =T,nN Vp+ , que 'on compléte en une base 71,...,¢5 de T,. Comme
H,/Q, est non-ramifiée, on a logp(OHU) € pOp,, et donc logp 105,820 — L est a valeurs
dans pO.

Définition 3.1.1. On définit le régulateur p-adique normalisé R,(p,p™) de [p], muni
de sa p-stabilisation V¥, comme étant le déterminant de la matrice Sg = (s; ;) de taille
d* xd* définie par s; j =log, (?;(Z;)). On a ainsi

Rp(p,p+) =det (logp ((I)L'(ZJ')))lsi’jsd+ €pd+(‘).

Au regard des Définitions 2.4.2 et 3.1.1, il est clair que R,(p,p") est défini & une
unité de O pres, et il est non-nul si et seulement si Ry(p,p*) est non-nul. On prouve en
Section 3.2 le théoréme suivant.

1. Si g =#G est premier a p, alors on peut en effet prendre L = Q,(ug) d’aprés un théoreme de Brauer
(cf. [Ser98, §12.3, Théoréeme 24 & Corollaire])
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Théoréme 3.1.2. Si R,(p,p")#0et e(p,p*) =0, alors Xoo(p,p™) est de torsion sur A, et
le terme constant de sa fonction L algébrique est donné par

Ry(p,p")
L58(p,p*;0) = "pT- VEIGD)
a une unité de O pres.

3.2. Preuve de la formule du terme constant. Laction de Gg, sur V et sur T, se
factorise par celle de Frob,, qui est diagonalisable car d’ordre fini. On peut supposer
que la base #1,...,t4 de T, diagonalise Frob,.
Lemme 3.2.1. Si R,(p,p") #0 et e(p,p™) =0, alors le O-module Sely(p,p™) est d’ordre
fini, Xoo(p,p™) est de torsion sur A, et de plus,

L%(p,p*;0) = #Selg(p, p*)
a une unité de O pres.

Démonstration. Le fait que Sely(p, p*) soit d’ordre fini sous les hypothéses du lemme a
été prouvé dans le Corollaire 2.4.5. Par ailleurs, la suite exacte (10) (pour m = 0) peut
étre simplifiée en une suite exacte courte :

— 0.

_)e(p,p+)

00— SelO(P>P+) - Seloo()oap-i—)F - (Dp

En effet, so est surjective car p { #G, et la source de t( est triviale car H %G,D »)=0.
Cela découle en effet du lemme de Nakayama et du fait que H%(G,p) = 0 car p = p. Ainsi,
Seloo(p, p ™)' et son dual Xo(p, p")r sont d’ordre fini (de méme cardinal), et le lemme de
Nakayama montre que Xo.(p,p") est de torsion sur A. D’autre part, d’apres le Théoréme
2.1.7 (iv), Xoo(p, p™) n’a pas de sous-A-modules finis non-nuls. On a donc

L3%(p,p*;0) = #Seloo(p, p ) = #Selo(p, p*)
en vertu du Lemme 1.1.7. O

La théorie des corps de classes et la Proposition 2.3.4 montrent que I’'on a, sous nos
hypotheses, une suite exacte de O[G]-modules

0 e e cP 0,

ou,=E,0,U=Up, X=Xp et C=Cp. On a un diagramme commutatif :

0
Selo(p,p™)
0 — Homg(C,Dp) Homg(X,Dp) Homg(U/€p,Dp) — 0

Homg, (I,(M/H),D,) — Homg, (U,,D5),
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ot1 la ligne et colonne centrales sont exactes car H(G,Hom(C,D »)) =0 grace a I'hy-
pothése p 1 #G. Le lemme du serpent donne en particulier une autre suite exacte de
O-modules finis

(11) 0 — Homg(C,D,) — Selg(p,p*) — Sel* — 0

ou l'on a posé
Sel” := ker [Homg(U/E,,Dp) — HomGU(UU,D;)]

Comme u, £ Hy, le Z,-module U est libre, et donc Homg(U,V,) — Homg(U,D)) est
surjective. On en déduit une autre description de Sel” :

Sel* = {f e Homg(U,V,) / f(€p) € Ty, fU,) SV + Tyl Homa(U, T))
Proposition 3.2.2. Le O-module Sel” est isomorphe au quotient T /p~'So(T}5).

Démonstration. Le choix de la base de T', (adaptée a T;; et diagonalisant Frob,) identifie
T, avec un supplémentaire de T; dans Tp, ie., Tp = T;GBT; .On a de méme V, =
V; @V, , ainsi que D, = D;; @®D,,. On note (f *,f7) les coordonnées d’un morphisme
f a valeurs dans V), relativement a cette décomposition. Si f € Homg(U,V,), alors le
Lemme 2.4.1 permet d’écrire f sous la forme

fxec)= Y log, (g x)®c)p(g)@) = Ap(x®c)-7,
geG

pour un unique vecteur € V,, et pour tout x® c e U < (Og ® Z,)”. La restriction a U,
est donnée par

(12) fw= > log,, (g7 W) p(@)@) = Ap(w) - T.
geGy

Lemme 3.2.3. Ecrivons § =" &0~ selon la décomposition Vp=V,y®V,.Ona U, <
T, si et seulement si pi™* € T. En particulier, on a f(U) € T), si et seulement si pv € T),.

Preuve du Lemme. Pour 1 <i <d, notons f; : U, — L la i-eme coordonnée de f, notons
v; € L celle de U et notons {; € L la i-eme valeur propre de Frob, dans la base ambiante
{£;};. I1 nous suffit de montrer que, pour tout 1 <i <d, on a f;(U,) € O si et seulement si
pv; € 0. Fixons 1 <i < d. Lexpression (12) pour f montre que l'on a f;(u) = g, olog,(w)v;
pour u € U, =1+ p0Opg,, ou 0; est I'application Z,-linéaire

H, — L o
T x =~ £¥%TFrobl(or;.

Notons que og; est effectivement a valeurs dans L car on a supposé que H, < L. Comme
H,/Q, est non-ramifiée, le logarithme p-adique envoie bijectivement U, sur pOpg, et
donc f;(U,) = pv;o; (O HU)- Pour montrer I'équivalence, il suffit donc de montrer que
0i(0Om,) = O mais que 0, (Og,) € pO. Autrement dit, il suffit de voir que 0; (Og,) = O et
qu’il existe xo € Op, tel que o;(x¢) € O”. La premiere affirmation est claire car {; est une
racine de l'unité (puisque Frob, € G est d’ordre fini) et donc {; € O. Pour la deuxiéme, on
réduit g; modulo p (qui est une uniformisante de H, et de L) pour obtenir

_ Fg, — [FL
g;: - #Gy,—1 ,—j—pJ

X e ZJ:(I)) Ci xP ’
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ou Fg, et Fr, sont les corps résiduels respectifs de H, et de L. On doit vérifier que o;
n’est pas identiquement nulle. Or, ceci est vrai pour toute application polynomiale sur
Fr, de degré strictement inférieur a # ([FHU) = p*CGv_ et donc c’est vrai en particulier pour
o;. O

On termine la preuve de la Proposition 3.2.2. Soit f comme précédemment. D’apres le
Lemme 2.4.3 et la Proposition 2.4.4, et avec les notations de la preuve de la Proposition
2.4.4,ona f(€,) T, siet seulement si les matrices M; de taille d x d sont a coefficients
dans O pour tout 1 <i <d*. Or, p étant absolument irréductible, M; est la matrice d'une
homothétie de rapport A; = % (si,lvl +... +si,dvd), ou (v1,---,vq) sont les coordonnées
de U dans la base fixée de T'. Comme p { #G -d d’apres (deg) et (dim), et comme s; ; € pO,
on a les équivalences :

fU)SV, +T,
fEHNEST,

b0t

= \oreso i@,

Ainsi, Sel” s'identifie a ((So)™* (T))xp™'T,)/(p~'T} xp™'T,),etdonca T;/p~'So (T;D).
Preuve du Théoreme 3.1.2. D’apres le Lemme 3.2.1, il suffit de prouver que l'ordre de
Selo(p,p*) est égal a p~? ‘Ry(p,p%) - V#(CP) & une unité p-adique prés. La suite
exacte (11) montre que cet ordre est égal au produit des cardinaux de Homg(C,D )
et de Sel”. La Proposition 3.2.2 montre d’une part que Sel” est d’ordre det (p_1 ~So) =
p‘d+ ‘Ry(p,p*). D’autre part, les Z,-modules finis sont auto-duaux pour la dualité
de Pontryagin (il suffit de le vérifier pour les p-groupes cycliques) donc l'ordre du
Homg(C,D ) est le méme que son dual de Pontryagin. Or, pour un O[G]-module M de
type fini, Homg(M,D,)" s’identifie (non-canoniquement) 8 Homg(T', M). Cela est vrai
en effet pour M = O[G] car Dl‘o’ ~Tp, et on en déduit le cas général en prenant une
présentation finie de M. Ainsi, on doit prouver que Homg(T',,C) est d’ordre Y#(Crp).
Comme O[G] =D, Tgif;‘” , ou la somme parcourt les O-représentations irréductibles
(m,Tp ) de G, on a de plus par orthogonalité des idempotents :

Homg(Tp, )¢ = Homg(T), €”)*? = Homg(T$?, C°) = Homg(OIG], €°) = €,
d’ou I’égalité souhaitée. [
4. THEORIE D’ IWASAWA DES FORMES MODULAIRES DE POIDS 1

4.1. Groupe de Selmer d’une forme modulaire classique de poids 1. Soit (p,V)
une représentation d’Artin de dimension 2 et irréductible sur Q, de conducteur d’Artin
égal a N et a coefficients dans un corps de nombres E. On suppose que p est impaire

c’est-a-dire que d* = 1. On sait associer & p une forme modulaire parabolique primitive
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de poids 1 f grace au travail de Khare et Wintenberger ((KW09][Corollary 10.2.(ii)]).
La forme f est de niveau N, a pour caractere € = det p, et son q-développement f(z) =
Y ,>12,9" € E[[q]] & la pointe oo satisfait

Trp(Frob,) =ay,

pour tout nombre premier ¢ ne divisant pas N. Soient a et  les racines du p-iéme
polynome de Hecke X2 —a pX +e(p) € E[X] de f. Nous supposerons dans toute la suite
que :

(rég) f estréguliereen p,i.e., a#p,
(nr) p est non-ramifiée en p, i.e., p{N,
(deg) p ne divise par 'ordre de 'image de p, i.e., p{[H : Q],

Le complété H, < Q » de H en la place privilégiée v|p est une extension non-ramifiée
de Q,. On fixe 'anneau O des entiers d’'une extension non-ramifiée L de Q, contenant
H, et ,u#G(@p). Les valeurs propres a,f € usg(L) de p(Frob,) sont distinctes, donc V
admet exactement deux droites G,-stables et supplémentaires sur lesquelles Frob,
agit respectivement par multiplication par a et 8. Ainsi, le choix d'une p-stabilisation
ordinaire de [p] revient au choix d'une de ces deux droites stables, c’est-a-dire au choix
d’'une p-stabilisation de f, a savoir f,(2) = f(2) — Bf(pz) ou bien fg(z) = f(2) — af (pz).
Définition 4.1.1. Soit f, la p-stabilisation de f de valeur propre a pour U,. Le groupe
de Selmer attaché a f, est le O-module

Seloo(fa) := Seloo(p, p 1),

ot ’on a choisi la p-stabilisation ordinaire V™ €V de p comme étant égale a la droite
sur laquelle Frob, agit par multiplication par . On note aussi

Xoo(fa) :=Seloo(fa)”

le groupe de Selmer dual de f, et L;lg( fa;T) la fonction L p-adique algébrique de f,,
c’est-a-dire un générateur de l'idéal caractéristique de Xo(fy).
Corollaire 4.1.2. (1) La définition de Sely(fy) ne dépend pas du choix du réseau
Gq-stable Ty, de V).
(2) Xoo(fa)est un module de torsion sur A = O[[T]]. Il n’a, de plus, aucun sous-module
fini différent de {0}.
(3) On a

Lalg(fa'O): logpl(:fa)v#ep si a#l
P 0 si a=1

a une unité de O pres. Ici, CP est la composante p-isotypique du p-groupe des
classes d’idéaux de H, et ¢, désigne un générateur du sous-O-module (libre de
rang 1) de (O ®7 O)° sur lequel Frob, agit par multiplication par . De plus,
log, (ef,) est non-nul.

Démonstration. Lhypothése (deg) implique que p est résiduellement irréductible, donc
Selo(fo) ne dépend pas du choix de T, d’apres la Proposition 2.1.4. Par ailleurs, la
droite V,, est celle sur laquelle Frob, agit par multiplication par «, donc e(p,p*) =
dimH O(Qp,Vp_ ) = 0 si et seulement si a # 1. Les points (2) et (3) découlent ainsi des

Théorémes 2.1.7 et 3.1.2. O
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4.2. Exemple des formes modulaires a multiplication complexe. Soit v :Gr —
E* un caractere d’ordre fini sur un corps quadratique imaginaire F. On note 7 le
caractere non-trivial de Gal(F/Q) (qui est aussi la restriction de Frob,, a F) et v, :
Gr — E” le caractere donné par y;(h) = w(tht) pour tout h € Gr. Si ¢ # v, alors la
série théta associée a ¥, vu comme un caractere de Hecke, est une forme parabolique
f de poids 1 dont la représentation de Deligne-Serre est donnée par p = Indgi//. On
suppose que p satisfait les hypotheses (rég), (nr), (deg) et on reprend les notations de
la section précédente. On a ainsi une décomposition de Gr-modules

(13) D, =Qp/Z, ® Oy)PQp/Z, ® Oyy),

ou O(y) (resp. O(y;)) est le O-module libre de rang 1 sur lequel Gr agit via v (resp.
via ;). Lorsque p est décomposé dans F, on a w(Frob,) = w(p) et w,(Frob,) = w(p), ou
pOF =pp et ot p est I'idéal premier de O au-dessus de p déterminé par v (i.e., par 1p).
On a en particulier {a, 8} = {y(p), y(p)}.

Proposition 4.2.1. Supposons que p est décomposé dans F et choisissons a = y(p). Soit
K/F lextension galoisienne découpée par v et soit X le groupe de Galois de la pro-p
extension abélienne maximale de KQq, non-ramifiée en dehors de p. Alors Xoo(fq) est

isomorphe & la composante w-isotypique (X, ® O)(w) de X,,.

Démonstration. Notons Dy, et Dy, les deux facteurs de D, de la décomposition (13). Les
hypothéses sur p impliquent que y(p) et y(p) sont distincts modulo p, donc D, est le
plus grand sous-module de D, sur lequel Frob, agit par multiplication par y(p). Comme
w(p) = B, on a ainsi D; =Dy. D’autre part, le lemme de Shapiro donne un isomorphisme

H'(Qc0,Dp) = H'(FQo,Dy),
qui envoie une classe de cocycles o a valeurs dans D), sur la classe 7 := pry, 0 0|gy,_, OU
pr,, est la projection D, — D,. Comparons les conditions locales définissant Seloo(fo)
dans HYQs,D p) :ona o non-ramifié en 1|/ # p si et seulement si 7 est non-ramifié en 1.
Comme D; =Dy, on vérifie de méme que o(I,) = D; si et seulement si 7 est non-ramifié
en p. Ainsi, 'image de Sel,(f,) par 'isomorphisme de Shapiro, composé avec ’appli-
cation de restriction H 1(F<[;DOO,D1,,) ~ Homgax/F)(GkQ..,Dvy) (qui est un isomorphisme
car p{[K : F] par le méme argument qu’en Section 2.2), est égale & Homgaix/r)(Xp,Dy),
c’est-a-dire a Hom((%p ® O)(w),Qp/Zp ® O). En prenant les duaux de Pontryagin, on
obtient le résultat voulu. 0

Remarque 4.2.2. En utilisant la Proposition 4.2.1, on voit que les résultats du Corol-
laire 4.1.2 ont déja été prouvés dans [Rub91, Theorem 5.3 (i)-(iii)-(v)] pour les formes
modulaires a multiplication complexe par un corps quadratique imaginaire dans lequel
p est décomposé.

4.3. Familles de Hida et déformations ordinaires.

4.3.1. Spécialisations. On pose u =1+ p un générateur du groupe multiplicatif 1+ pZ,.
Soit H une extension finie de Z,[[X]]. On dit qu'un morphisme d’anneaux ¢:H — Q »
est une spécialisation classique de H s’il existe un entier £ =1 et une racine de I'unité
{ € up~ primitive d’ordre p "L (o1 7 > 0) tels que ¢(X) = {u*1 - 1. On dit que ¢ est une
spécialisation arithmétique” si, de plus, £ = 2. On pose ky:=k,ry:=r,et aussi yo = x¢.

2. C’est la terminologie utilisée dans des références standards, notamment dans [GV04].
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La spécialisation ¢ définit par ailleurs un idéal py := ker¢ de H, qui est premier de
hauteur 1, et un anneau Oy :=im¢ qui est une extension finie de Z,.

4.3.2. Familles de Hida. Une forme parabolique ordinaire Z,[[X]]-adique de niveau
modéré N et de caractere € est un g-développement formel f=Y,.ca,(f)q™ a coefficients
dans une extension finie H de Z,[[X]] telle que, pour toute spécialisation arithmétique
¢ de H, le g-développement

go:= O =Y Ppan®)g" € Sy, (Np"?,expw™¢,04)

définit une forme parabolique ordinaire p-stabilisée de poids & et de niveau Np"¢. On
dit que f est N-nouvelle si toutes ses spécialisations arithmétiques le sont. Une famille
de Hida primitive f est une forme parabolique ordinaire Z,[[X]]-adique N-nouvelle qui
est propre pour les opérateurs de Hecke U, (resp. Ty, (¢)) pour ¢|Np (resp. £{Np).
Soit Hy I'algébre de Hecke universelle ordinaire de niveau modéré N. C’est une
Zp,[[X]1]-algebre générée par les opérateurs de Hecke agissant sur 'espace des formes
paraboliques ordinaires. Elle est libre de rang fini d’apres [Hid86b, Theorem 3.1],
et ses spécialisations arithmétiques correspondent aux formes paraboliques propres
de niveau modéré N. Le quotient H" de Hy agissant fidélement sur I'espace des
formes N-nouvelles est de méme une Z,[[X]]-algebre finie réduite et sans torsion. Ses
spécialisations arithmétiques sont de plus en bijection avec les (orbites galoisiennes de)
formes propres classiques de poids £ = 2 et niveau modéré N qui sont nouvelles en N.
Le théoreme de controle de Hida montre que toute forme primitive p-ordinaire p-
stabilisée de poids = 2 est la spécialisation d'une famille de Hida primitive. Ce résultat
a été étendu aux formes de poids 1 par Wiles ([Wil88, Theorem 3]).
Théoreme 4.3.3 (Wiles). Il existe une famille de Hida primitive f se spécialisant en f,.
Comme [ est p-réguliere, on sait méme que f est unique ® a conjugaison galoisienne
pres, d’apres le théoreme principal de [BD16] (voir aussi [Dim14, Corollary 1.15]). La
famille f définit un morphisme d’anneaux Hy’" — Frac(Z,[[X]]), dont le noyau a est
un idéal premier minimal de H7™. On peut alors voir f a coefficients dans Hg := H™"/a.

On note ¢, : He — @p la spécialisation classique de poids 1 associée a f,, et on note
simplement p, = ker¢, I'idéal premier de hauteur 1 associé a f,. Les coefficients de
Fourier de f, sont dans O, donc ¢, est a valeurs dans O.

Remarque 4.3.4. Soit ¢ une spécialisation arithmétique de poids % de Hg telle que
p— 1|k —1et x4 = 1. Alors, par définition, g, est de niveau N p et son caractére ¢ est de
niveau N. Comme p { N, g4 est nécessairement p-old d’apres [Miy06, Theorem 4.6.17/2].
Ainsi, g est la p-stabilisation d'une forme primitive de niveau N.

4.3.5. Déformation ordinaire. Soit ¢ une spécialisation classique de Hg. Les travaux
de Deligne ([Del71]), généralisant ceux de Eichler et de Shimura, montrent ’existence
d’'une représentation galoisienne (pgp, V) ) irréductible sur Q et a coefficients dans
Oy ® Qp, non-ramifiée en-dehors de Np, de dimension 2 et impaire attachée a g4, au
sens ou

Vl{Np, py(Froby)=a,(gg).

3. Il existe des exemples explicites de formes modulaires primitives de poids 1 non-réguliéres en p et
en lesquelles se spécialisent deux familles de Hida non-conjuguées, cf. [DG12, §7.4].
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Par ailleurs, comme g4 est ordinaire de poids = 2, V, , admet une unique droite Gg,-
stable V;’ ¢S V¢ de quotient Vp_, o non-ramifié, et Frob, agit sur Vp_’ o Par multiplication
par a,(gg). D’autre part, la représentation résiduelle de py est isomorphe a p, donc py
est résiduellement irréductible et V, », admet une seule classe dhomothétie de réseaux
G -stables. On rappelle a présent comment interpoler un réseau stable de chacun des
Vb4 en famille.

D’apres [Hid86a, Theorem 2.1], on a une représentation galoisienne sur He ®z,[1x1)
Frac(Z,[[X]]), non-ramifiée en tout £{ Np, qui envoie Frob, sur a,(f). Comme p est
absolument irréductible, cette représentation est méme définie sur He d’apres [Nys96,
Théoréme 1] (voir aussi [Rou96, Corollaire 5.2]). Comme p est p-distinguée, I’espace des
I,-coinvariants est He-libre de rang 1, et Frob, agit par multiplication par a,(f), d’apres
[Wil88, Theorem 2.2.2]. On obtient le résultat suivant.

Théoreme 4.3.6. Supposons que p est absolument irréductible et p-distinguée (ce qui
résulte de nos hypotheses (rég) et (deg), cf. Paragraphe 3.1). Il existe un Hpmodule libre
de rang 2, noté Ty, et une représentation continue impaire et irréductible

pr:Go — GLu(Tp),

non-ramifiée en-dehors de N p telle que Tr(pg{Frob,)) = a,(f) pour tout ¢{Np. On a en
outre les propriétés suivantes :

o Pour toute spécialisation arithmétique g4 = ¢(f) de f; le Oy-module T, 4 := (‘Tf®Hf’d’
Oy s’identifie a un réseau de Vp ¢. De méme, on a Tp = T¢®p, ¢, O.

o Il existe ‘J’; < Jrun sous-Hpmodule libre de rang 1 qui est stable par Gg, vérifiant
les propriétés suivantes. Le quotient ‘J'; = ‘J}/‘J’; est libre de rang 1, et l’action
de Gg, sur ‘Tf_ est donnée par le caractére non-ramifié envoyant Frob, sur a,(f).
De plus, pour toute spécialisation arithmétique gy de f, la filtration obtenue
se spécialise sur la filtration ordinaire T;f o attachée a Tpg. De méme, on a

+ Tt
Tp —':Tf ®|].|]f’¢a O.

4.4. Fonctions L p-adiques de formes modulaires ordinaires en famille. Soit g
une forme modulaire cuspidale primitive de poids & = 2 et p-stabilisée, a coefficients
dans une extension finie de Q,. Lorsque v,(a,(g)) < k-1, on sait attacher grace a
Amice-Vélu [AV75] et Vishik [Vis76] (voir aussi [MTT86]) une distribution d’ordre de
croissance < v,(a,(g)) interpolant les valeurs spéciales en s = 1,...,k —1 de la série
L(g,x,s) =Y n>1a,(8)x(n)n"%, ou y est un caractere fini galoisien sur Q de conducteur
une puissance de p (que 'on voit comme un caractére de Dirichlet), convenablement
normalisées par deux périodes complexes Q;;L. Lorsque g est p-ordinaire et que le choix
des périodes est convenablement normalisé, on obtient une série formelle L7%(g,T) a
coefficients dans une extension finie de Z,. Dans notre situation ou nous aimerions
construire une série interpolant celles associées aux spécialisations gy, il convient
de faire un choix de "périodes canoniques en famille". Comme p et irréductible et p-
distinguée, nous pouvons faire appel a la construction de la fonction L p-adique en
famille donnée par Emerton-Pollack-Weston [EPWO06] pour obtenir une série formelle
L2, T) € He[[T]] dont on va rappeler la propriété d’interpolation.

La Zp[[X]]-algébre Hy est finie donc semi-locale, elle est isomorphe au produit fini de
ses localisés aux idéaux maximaux [], (Hy)y. On note m I'idéal maximal correspondant

a p. On note aussi Hy 'algébre de Hecke universelle ordinaire agissant sur toutes
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les formes Z,[[X]]-adiques ordinaires (non-nécessairement paraboliques). Pour & = 2
et r =1, soit H;V,r,k (resp. Hy 1) I'algébre de Hecke agissant sur toutes les formes
modulaires (resp. les formes paraboliques) p-ordinaires de poids % et de niveau Np”.
La suite exacte en homologie de la paire (X1(Np"),{pointes}) (ou X1(INp”) est la courbe
modulaire compacte de niveau N p”) induit (apres localisation en I'idéal maximal induit
par m et projection ordinaire) un isomorphisme

H{(X1(Np"),L1(Z,)% =~ H1(X1(N p"), {pointes}, L3 (Z, )4

de (Hyrz),, = ([I-[Iz*\,,r,k)m—modules, ou Ly(Z,) est le systéme local associé au Z,-module

des polyndmes a coefficients dans Z,, de degré <k —2. On note (‘,)JTN,,,k)m ces modules
+

isomorphes. (My . z),, est la somme directe des deux sous-espaces propres (My z).
pour l'action induite par la conjugaison complexe sur X1(Np”), qui sont tous deux
libres de rang 1 sur Hy , d’apres [EPWO06, Proposition 3.1.1], car p est irréductible
et p-distinguée. Fixons un isomorphisme a]iv’r’k : (DZ)TNJ,;@):l =~ (Hy %), ainsi qu'un
isomorphisme Q, ~C.

Proposition 4.4.1. Soit g une forme propre parabolique p-ordinaire de poids k =
2, niveau Np’, a coefficients dans une extension finie Oy de Z,, et de représentation
résiduelle p. Il existe deux périodes Q§ € C appelées périodes canoniques, bien définies a
une unité de Og pres et ne dépendant que de lisomorphisme a;—(]’r,k, ainsi qu’une unique
série formelle L;’]”(g,T) € OglIT1] satisfaisant la formule d’interpolation suivante : pour

tout 0 <m <k —2 et & racine primitive p'~'-eme de l'unité, on a

pt’(m+1)m!

LY%(g,é(1+p)"—1)=ex(E,m) m
p (& <¢(1+p eg(&,m ap(g)t’(—Qin)m”Q5(w‘m)(5)9fg_1)

L(g,0 ™ ye,m+1),

ou w est le caractére de Teichmiiller et y: :Go — I' — w1 est le caractere envoyant y sur
¢, avec eg(&,m) := l—ap(g)_lp’" ett':=0lorsque {=1et p—1im, et eg(é,m):=1et =t
sinon, ou &(—) désigne la somme de Gauss de caractéres de Dirichlet.

Démonstration. La construction de L%%(g,T) est donnée dans [EPW06, §3.2 et Prop.
3.4.3]. O

Soit px -1 le produit de tous les idéaux premiers de hauteur 1 de Hy, de poids % et
de niveau divisant Np” et de représentation résiduelle p. Les théorémes de controle

donnent des identifications (Hx)n/pnrk = (HNrk)y €t (Hy) /PNrk = (I]-I]]*Vrk) , de

I fm
méme qu’un isomorphisme (My )3, ® HN) /PN r 1 = (mN,r,k);_:, ot (M), est le (Hy)y =
([I-ﬂ}“\,)m-module libre de rang 2 défini comme étant la limite projective

Lim H1(X1(Np"),Z,)% = lim H1 (X1 (N p"), {pointes}, Z,)or
r r

(cf. [EPWO06, Proposition 3.3.1] et sa preuve). En particulier, le choix d'un isomorphisme
ay  (HN)m = M)y
détermine, pour tout % et r, un choix d’isomorphisme

aZJ_:l,r,k : (S)ﬁN,r,k):i = ([H]N,r,k)m’
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en posant a;—;, h = a;—(] mod py . En ce sens, on peut dire que le choix des périodes Q;,—’
est effectué en famille (voir loc. cit.). On peut de méme construire une mesure sur Z; a
coefficients dans (Hy),, interpolant les mesures u;;“. En vue de nos applications, nous

considérons plutot la composée avec la projection
(Hn ) — (Hﬁw)m —» H.

Fixons I'isomorphisme précédent a]iv. On a l'analogue en famille de la Proposition 4.4.1 :
Proposition 4.4.2. Il existe une série formelle L' (f;T) € HAIT] telle que, pour toute
spécialisation arithmétique g4 = P(f) de f, on ait

G (LY, T)) = L% (g4 T),

ol HALT1] — Oyl[T1] est morphisme appliquant ¢ aux coefficients des séries formelles,

et ol L‘;,”(g(b; T') est la fonction L p-adique analytique de g4 calculée dans la Proposition

4.4.1 avec l'isomorphisme a;-(,’r,k choisi comme étant égal a a;-:, mod Py k.

L'élément Lj‘,n(f; T) est défini a multiplication par une unité de Hg pres.

Définition 4.4.3. On définit L"(fo; T) € O[[T]] la fonction L p-adique analytique de fq

comme étant 'image de L3*(f,T) par I'application ¢o He[[TT] — OI[T1]]. Elle est bien

définie a une unité multiplicative de O pres.

Remarque 4.4.4. (1) Il semble a priori difficile de montrer que la série formelle
que l'on a défini n’est pas identiquement nulle. On verra néanmoins que cela
est vrai, en admettant la véracité de la conjecture principale pour les formes
modulaires de poids supérieur (Conjecture 4.5.2).

(2) Sous la seule hypothese (rég), Bellaiche et Dimitrov ont proposé une définition
d’une fonction L p-adique ([BD16, Corollary 1.3]) seulement définie a un élément
de L™ pres. Il serait intéressant d’essayer de généraliser cette définition au cas
ou il existe plusieurs familles de Hida se spécialisant en une forme modulaire
non-réguliere en p. Chaque famille devrait produire une fonction L p-adique a
deux variables qu’on pourrait spécialiser en f,. Du point de vue algébrique, un
candidat naturel pour VI;L serait alors la spécialisation en poids 1 de la Gg,-droite
ordinaire de la famille construite dans [Wil88, Theorem 2.2.2]. Il est cependant
possible que V; ¢V, ne soit pas rationnelle, i.e., qu’elle ne provienne pas d’'une
p-stabilisation ordinaire V* de V.

4.5. Conjectures principales.

4.5.1. Soit g4 une spécialisation classique de f. Le groupe de Selmer (resp. groupe de
Selmer dual) attaché a g, est par définition le Oy[[T']]-module

Seloo(¢) := Seloo(Tp,¢, Ty ) resp.  Xoo() := Seloo(¢p)".

On pose L;lg(gd,,T) = L;lg(Xoo((p),T) lorsque Xo.(¢) est de torsion sur Oyh[[T]]. La
Conjecture Principale pour les formes primitives p-ordinaires p-stabilisées de poids
k = 2 prédit I'égalité suivante ([SU14, Conjecture 3.24], a noter que loc.cit. définit les
représentations galoisiennes et leurs fonctions L avec le Frobenius géométrique, ce qui
change - en apparence seulement - 'énoncé).

Conjecture 4.5.2. Soit gy une spécialisation arithmétique de f. Le Oy[[T1]-module
Xoo(¢p) est de torsion, et il existe une unité uy de Oyl[T1] telle que

g Ly(gy, T) =LY (gy,T).
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Kato a prouvé une divisibilité partielle dans le cas oul g est la p-stabilisation d’'une
forme primitive ordinaire de niveau premier a p ([Kat04, Theorem 17.4]). D’apres la
Remarque 4.3.4, ceci est valable précisément lorsque p —1|ky—1 et x4 = 1. On a donc le
théoreme suivant.

Théoreme 4.5.3 (Kato). Soit g, une spécialisation arithmétique de ftelle que p—1lky—1
et xp = 1. Le Oyl[T1]-module X (¢p) est de torsion, et

L38(gs,T) divise L%(g4,T))

dans O(p[[T]][l—l,].

Malheureusement, nous ne pouvons faire appel aux résultats de Skinner-Urban
[SU14, Theorem 3.29], qui établit 'autre divisibilité sous 'hypothese additionnelle (trop
restrictive pour nos applications) de trivialité du caractere central de f.

Nous formulons la conjecture suivante :

Conjecture 4.5.4. Il existe une unité u de O[[T]] telle que

LY (fo, T) = L% (fo, T).

Notons que les conditions p—1|ks—1 et y = 1 sont vraies pour ¢ = ¢,. Les arguments
de passage a la limite utilisé dans la preuve du Théoréme 4.5.5 montreront (sous les
hypothéses du Théoreme 4.5.5) que la Conjecture 4.5.2 implique la Conjecture 4.5.4.
Notre résultat est le suivant :

Théoreme 4.5.5. On a

LY8(fo,T) divise L%(fo,T)

dans O[[T]][%]. De plus, si la Conjecture 4.5.2 est vraie pour toute spécialisation gy de
poids kg suffisamment proche p-adiquement de 1 et de niveau N p, alors la Conjecture
4.5.4 est vraie.

Il est facile d’inclure le poids 1 dans les résultats classiques sur la variation des
p-invariants dans les familles de Hida (voir par exemple [EPWO06, Theorem 4.3.3]). On
obtient la proposition suivante :

Proposition 4.5.6. Si le u-invariant de Xo(f) est nul, alors il en est de méme pour
Xoo(ggp) pour toute spécialisation classique ¢ de f, et réciproquement.

Démonstration. Etant donnée une spécialisation classique g¢ de f (incluant gy =
fe), le p-invariant de X.(gs) est nul si et seulement si le O/pO-espace vectoriel
Xoo(g9) pXoo(gyp) est de dimension finie. Or, en appliquant la Proposition 1.4.1 (comme
dans la preuve du Lemme 4.9.2), ce dernier s’identifie a un "groupe de Selmer résiduel"
(i.e., ne dépendant que de p et du choix de @ mod p), ce qui ne dépend pas de ¢. [

4.6. Articulation de la preuve du Théoréme C. D’apres [Dim14, §7.3, Proposition
1.12], 'anneau localisé (Hg), est de valuation discrete. Dans la Section 4.7, on construit
un paramétrage de f au voisinage de f,, donnant une suite de formes modulaires
primitives p-stabilisées g, (cf. Notation 4.7.4) dont les coefficients de Fourier vivent
dans une extension finie O’ de O et convergent vers ceux de f,. Les étapes de la preuve

du Théoréme 4.5.5 sont rassemblées dans le schéma suivant :
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alg ‘(a.)
L,~(gn,T) divise L?,n(gn, )

(¢) | n—+00 n—+oo | (b)
Ly%(fa, T) L3(fa,T)

Toutes les fonctions L p-adiques sont des éléments de 'anneau topologique O'[[T']], et les
divisibilités sont dans O’ [[T]][%]. Le point (a) est une application du théoreme de Kato
(Théoreme 4.5.3). Les points (b) et (¢) sont respectivement démontrés dans le Lemme
4.8.1 et la Proposition 4.9.1, aprés avoir construit une fonction L p-adique analytique et
algébrique au voisinage de f, dans les Sections 4.8 et 4.9. Une fois les points (a), (b) et
(c) prouvés, la preuve du Théoreme 4.5.5 découle immédiatement du lemme suivant,
pour A = O'[[T]] (muni de sa topologie d’anneau local), 7 une uniformisante de ©’,
an=L3%gn,T), a = Ly%(fa,T), by = L3 (gn, T), et b = L2(fo, ).

Lemme 4.6.1. Soit A un anneau topologique compact. Soient (a,), et (b,), deux suites
d’éléments de A convergeant respectivement vers a et b.

(1) Sia, divise b,, dans A pour tout n, alors a divise b.
(2) Soit m € A un élément premier, régulier et topologiquement nilpotent. Si a,, divise
b, dans A[%] pour tout n, et si a # 0, alors a divise b dans A[}T].

Démonstration. Le point (1) se prouve facilement en extrayant des sous-suites conver-
gentes. Traitons (2), et soit n € N. Il existe k(n) € N et ¢, € A tels que 7*™b,, = a,c,.
Lélément 7 étant régulier, quitte a simplifier suffisamment de fois par 7, on peut suppo-
ser que 'on a, ou bien k(n) = 0, ou bien 71 ¢,. Dans tous les cas, 7 étant premier, on a
7*™\q,,. Par hypotheése, a, converge vers a # 0 et 7 est topologiquement nilpotent, donc
k(n) est borné avec n d’apres (1). Ainsi, il existe un entier K suffisamment grand tel que
a, divise 750, pour tout n, et donc a divise &b par (1), ce qu’on voulait démontrer. [

4.7. Lissité et paramétrage local de la famille de Hida. Soit F(W)=) ,c,W" €
(ﬁ)p[[W]] une série formelle de rayon de convergence positif. Alors il existe un entier r
tel que F(W) converge sur le disque de rayon p~", c’est-a-dire que la suite (¢, p""), est
bornée. On peut donc voir F(Y) comme un élément du sous-anneau Z p[[W/pr]][%] de

QIIWIL.
Lemme 4.7.1. Soit F(W) e @p[[W]]. Supposons que F(W) est entier sur Z,[[W]]. Alors
il existe une extension finie M de Q, et un entier r tel que F(W) € Oy [[W/p"]l.

Démonstration. Soit Q(W,Z) € Z,[[W]I[Z] un polynéme (en la variable Z) unitaire de
degré dg qui s’annule en F(W). Le théoréeme d’approximation d’Artin [Art68, Theorem
1.2] implique que, pour tout entier ¢ = 0 et pour toute racine G(W) de Q(W,Z), il existe
une série formelle G (W)€ @ p[[W]] de rayon de convergence positif qui est une racine
de Q(W,Z) et qui satisfait la congruence G(W) = G(W) mod W¢. Comme @p[[W]] est
intégre, @(W,Z) a un nombre fini de racines dans Q »[[W]], et on peut donc choisir un
entier c¢ tel que, pour toute paire de racines distinctes G1(W),Go(W) de Q(W,Z), on ait
G1(W)Z Go(W) mod W€, Pour un tel ¢, on voit que I'on a G(W) = GC(W), et donc toute
racine du polynéme Q(W,Z) converge au voisinage de 0. En particulier, il existe un
entier r tel que F(W) € Z,[[W/p"1I[5 1.
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Soit M le compositum de toutes les extensions de Q, de degré inférieur ou égal a
dgq. Pour tout w € p”lZp, I’'équation @ (w,F(w)) = 0 implique que F(w) satisfait une
équation de degré dg, et donc F(w) € M. On en déduit que F(W) est a coefficients dans
M, et donc F(W) e OM[[W/pr]][%]. Enfin, comme F (W) est entier, il est p-entier et donc
F(W)e Op[[W/p"]1] comme annoncé. ]

Soient 7 = 0 et e = 1 des entiers et M une extension finie de L. On notera Oy [[XV¢/p"1]
la Op[[X1]-algebre Oy [[X,Y11/(p™¢Y € — X). Un morphisme de spécialisation X = a pour
a emc, s’étend a Oul[XVe/pT1] des que p"a € mc,, et dépend du choix d’une racine
e-iéme de p~"%a dans C,,.

Proposition 4.7.2. Il existe des entiers r et e = 1, une extension finie M/L et un mor-
phisme (injectif) de Z,[[X1]-algébres ® tel que le diagramme suivant soit commutatif :

(14) Hp—— 2 Oy

Z,l[1X1] — Opl[XVe/pm]

Démonstration. Comme (Hg),  est un anneau de valuation discréte d’égale caractéris-
tique, son complété est un anneau de séries formelles en une variables sur son corps
résiduel. Donc il existe un morphisme injectif d’anneaux locaux

D : (He)p, — Qpl[Yoll,

ou Y est une variable formelle. Comme ® est local, I'image de X € p, par © est divisible
par Y. Donc X, vu comme élément de @p[[Yo]], est une série formelle sans terme
constant X = a¥§ + bY(;3+1 +...oue=1eta#0. Soit HYy) € @p[[Yo]] une racine e-
iéme de la série a + bYy +..., de sorte que X = (YoH(Yp))®. Comme H(0) # 0, on voit
que Y = YgH(Yy) définit une nouvelle variable formelle, i.e., on a un isomorphisme
d’anneaux locaux @p[[YO]] = @p[[Y]] =~ (_J)p[[X /1], La restriction de ® & He donne un
morphisme de Z,[[X]]-algébres Hf — @p[[X e]]. D’apres le Lemme 4.7.1, I'image de ce
morphisme est incluse dans un anneau de la forme O[[XY¢/p"]] pour une certaine
extension finie M de L, car Hg est fini sur Z,[[X]]. On note encore ® le morphisme de
Z,[[X1]-algebres obtenu :

@ : He — OpIXYe/p 1.

Il vérifie par construction @1 ((X Ve/pr )) =g, ce qui rend le diagramme (14) commutatif.
O

Corollaire 4.7.3. SoitY la variable formelle XV¢/p" et soit A := Oy [[XVe/p"1] = Op Y 11.
On définit
@)=Y an;Y)g™ e Allqll, oa an(f;Y):=Dan(f).
m=1
Alors f{(Y) parameétre f au voisinage de fo au sens suivant : on a f(0) = f,, et pour tout
entier k = 2 tel que p"®|k — 1, et pour tout choix y € M d’une racine e-iéme de ut-1 ﬁ(y)

pre 2
est une spécialisation arithmétique de f de poids k, de niveau Np et caractere ewl™*.
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Démonstration. On a en effet p” e+l h-1_ 1, donc |y|, < 1 et il existe un unique mor-

phisme ¥, : A — Oy satisfaisant ¥,(Y) =y. On a de plus ¥, (X) = u*~1-1, donc la
composée ¢, =¥, o® :Hg — Oy est une spécialisation arithmétique de Hg de poids % et
de caractere yy, = 1. La forme f(y) = ¢,(f) définit bien une spécialisation arithmétique
de f avec les propriétés annoncées. 0

Notation 4.7.4. Quitte a agrandir M, on peut supposer que M contient toutes les
extensions de Q, de degré <e, et donc M contient toutes les racines e-iemes d’éléments
de Q. On fixe dans toute la suite une telle extension M.

Pour tout entier naturel n, on note k(n) = (p —1)p"*"® + 1. On fixe y,, € M une racine
e-ieme de ”k(r;;el_l et on pose g, =f'(y,). Comme p —1|k(n)— 1, g, est la p-stabilisation
d’une forme primitive classique de poids £(n), de niveau N, de caractere ¢ et a coefficients
dans Oy d’apres le Corollaire 4.7.3 et la Remarque 4.3.4. On note ¢, : He — Oy le
morphisme de spécialisation correspondant a g, et p, = py, SHg. Notons que dans Oy,
on a

lim y, =0,
n—+oo
donc les coefficients du g-développement de g, convergent vers ceux de f, lorsque
n — oo.

4.8. Fonction L p-adique analytique au voisinage de f,. On définit une fonction
L p-adique analytique au voisinage de f, comme étant I’élément L?,n’T(Y, T) € AIIT]]
obtenu en prenant 'image de L5"(f, T') par le morphisme ® : H¢[[T']] — A[[T']] appliquant
@ aux coefficients. Ainsi, d’apres le Corollaire 4.7.3 et avec les Notations 4.7.4, on a :

LN0, ) =L (fe, ) et L3 (3, 1) = L3g,, T,

pour tout entier naturel n.
Lemme 4.8.1. La suite (L%"(gy,T))n converge vers LY (fy,T) dans OyIIT11.

Démonstration. 11 est clair que toute série formelle F(Y,T) € OyIlY,T]] définit une
application continue y — F(y,T) sur Oy — O;, a valeurs dans Oy[[T1]. En considé-
rant F(Y,T) = L3*"(Y,T), on a donc lim, L3(g,,T) = lim, L3 (y,,T) = L3*7(0,T) =
L% (fa,T) dans Oy [[T1]. O

4.9. Fonction L p-adique algébrique au voisinage de f,. Il n’existe pas a priori
de fonction L p-adique algébrique associée au groupe de Selmer X o(T¢, T{), ni méme
d’idéal caractéristique, car 'anneau H¢[[T']] n’est pas nécessairement factoriel, ni méme
intégralement clos. Notre paramétrage local de la famille de Hida nous permet de
surmonter ce probléme et de travailler sur un anneau de séries formelles A[[T']] =
OumllY ,T11, qui est factoriel et sur lequel on peut en outre appliquer les résultats de la
Section 1.

On notera simplement les A-modules T = T¢®y, 0 A et D=T®4.AY. On définit simi-
lairement T* et D*. On définit aussi les A[[T']]-modules

Seloo(f) = Seloo(T,TT),  resp.  Xoof) = Seloo(fH).

Rappelons que pour tout entier naturel n, le groupe de Selmer Sel(¢,,) attaché a g,
est de torsion d’apres le Théoreme 4.5.3. Nous démontrons dans la suite la proposition
suivante.

Proposition 4.9.1. La suite (L%(g,,, T)), converge vers L8 (f,,T) dans Oy[[T]1.
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Lemme 4.9.2. On a des isomorphismes de Opy[[T1]-modules :
Xoolf WY = yn)- Xoolf') = Xoo(dbn) @0, Ot

Xoo WY - Xoolf) = Xoo(fa) ®0 Om

pour tout entier n. En particulier, Xoo(ﬁ ) est de torsion sur A[[T]].

Démonstration. Cela résulte d'une application directe de la Proposition 1.4.1 pour le
groupe de Selmer dual X,o(f"). Avec les notations de la Proposition, a est I'idéal principal
de A engendré par Y — y,, ou bien par Y. Montrons que ses hypothéses sont vérifiées.
Lidéal a est principal par définition. Le groupe d’inertie en p agit trivialement sur D~
parce que ceci est déja le cas pour T. Il reste & montrer que D% et D¢ (pour ¢|N)
sont A-divisibles. Il suffit de démontrer qu’ils sont A-colibres. On note D,, = Vg, /Ty,
le Opr-module discret usuel construit a partir de la représentation de Deligne de g,
et on note encore D le Op-module D ® g Oyy. Les propriétés de spécialisation énoncées
dans le Théoréme 4.3.6 donnent les identifications Dy, = D[Y —y,] et D ~D[Y]. Soit
® une uniformisante de Oy, soit Fyr = Op/@ et soit I = (@,Y) 'idéal maximal de A.
La représentation résiduelle D de pg vérifie D =~ D g,[®] = D[®@] en tant que Fy[Ggl-
modules.

On a déja D% = (. En effet, comme les Go-modules D et D[Y] sont isomorphes, on a
D%x[Y]=D[Y]% =~ DG, Comme H NQu = Q et p est irréductible et non-trivial, on
a par ailleurs D% = D0 = (. D’apres le lemme de Nakayama, on a bien D%~ = 0.

Soit ¢|N, et montrons que D!’ est colibre sur A. Soit P = (IDI ¢ )V le dual de Pontriyagin
de DI¢. Soit n € N. Par la dualité de Pontryagin, on a les trois identifications suivantes :

P/YP ~ (DU)V, PAY = y,)P = (ng‘;)v, P/NP = DIt

Comme p = p, le conducteur modéré de p est égal a N, et en particulier on a ord, (Cond(p))
ord,(N) =ordy (Cond(p 2n )). Par invariance du conducteur de Swan [Liv89, Proposition
1.1], on a donc

dimg,, D' = dimp V..
En outre, un théoréme classique de Tate en cohomologie des groupes profinis [Tat76,
Proposition 2.3] montre que dimj, Véﬁ est égal au Op-rang de (Dé’;l )V (voir [Gre06,
Proposition 3.10] pour une généralisation de ce résultat).

On peut maintenant montrer que P est libre sur A. Si D¢ = 0 alors on a auto-
matiquement P = 0 par le lemme de Nakayama. Si D¢ est de dimension 1, alors
P est monogene, et donc P = A/(f(Y)) pour un certain f(Y) € A. De plus, le module
P/ (Y —y,)P = Op/(f(y,)) est de rang 1, donc il est infini. Cela implique que 1’élément
f(Y) s’annule en toutes les valeurs Y = y,, n =0, et donc f(Y) = 0 d’apres le théoreme
de préparation de Weierstrass. Ainsi, P est libre comme voulu, et I'on a terminé la
vérification.

D’apres le Corollaire 4.1.2, X(f,) est de O[[T']]-torsion, donc XYY - X oo(f7) est
de torsion sur Oy[[T1]. Lassertion élémentaire suivante montre pour finir que Xoo(f")
est de torsion sur A[[T1]].

Fait : Soit M un module de type fini sur un anneau B. Supposons qu’il existe un idéal
premier £) € B tel que M/QM est de torsion sur B/9. Alors il existe une élément de

B —$) qui tue M, et en particulier M est de torsion. O
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Lemme 4.9.3. Le A[[T1]-module Xo(f) n’a pas de sous-modules pseudo-nuls non-
triviaux.

Démonstration. On va montrer que 'on peut appliquer la Proposition 1.5.1. Lhypothese
(a) est vérifiée d’apres le Lemme 4.9.2. Montrons que (b) est satisfaite, a savoir que le
module K := H2(Q5/Qo0, D)V est de torsion sur A[[T]]. On a montré dans la preuve de
la Proposition 2.5.5 que H2(Qs/Qo0,D)V est de type fini et de torsion sur Oy[[T]]. La
multiplication par Y définit une suite exacte courte

0 D D D 0,

induisant une application surjective H2(Qs/Qoo, D) = H*(Q5/Q0o, D)Y']. Donc le Op[[TTI-
module H/Y - H est un sous-module d'un module de type fini et de torsion. Il est donc
de type fini et de torsion, et de méme pour le A[[T]]-module H. L'hypothese (c) est
clairement vérifiée, car la représentation p¢ est impaire. Lhypothese (d) aussi, car I},
agit trivialement sur D™. Enfin, I’hypothese (e) est vérifiée car p¢ est résiduellement
irréductible de dimension 2. Cela termine la vérification des hypotheses, et donc la
preuve du lemme. [

Remarque 4.9.4. Une variante du lemme précédent pour X(f) = Xo(T¢, 'I]';“) est mon-
trée dans [Och06, Proposition 8.1] sous I’hypothese que Hg est régulier.

Preuve de la Proposition 4.9.1. Le groupe de Selmer X.(f") est de type fini et de torsion
sur 'anneau A[[T']] qui est factoriel, donc posséde une fonction L p-adique algébrique
L?,lg’T(Y,T) € Al[T]]. D’apres les Lemmes 4.9.2, 4.9.3 et en appliquant la Proposition
1.4.1, les idéaux caractéristiques de Sel,(¢p,) et de Selo(f,) sont engendrés respective-

ment par L?,lg’T( Yn,T) et L?,lg’T(O, T). Autrement dit, on a :
L3%(gn, T)=L5% (92, )  resp.  L3%(fo,T)=L3%"(0,T).

Largument de la preuve du Lemme 4.8.1 montre alors que lim,, L;lg(gn, T)= L;lg( fo, T)
dans Oy[[T1], ce qui termine la preuve de la Proposition 4.9.1. O
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