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Feuille d'exercice no 1

1. Soit G un groupe.

1. Montrer que l'élément neutre de G est unique.

2. Montrer que si a ∈ G est inversible à droite et qu'il est inversible à gauche, alors a est inversible.

2.

1. Soit E = N × N, on dé�nit R par : (a, b)R(a′, b′) ⇔ a + b′ = b + a′. Montrer que R est une relation

d'équivalence. Identi�er E/R.
2. Mêmes questions avec E = Z× N∗ et (p, q)R(p′, q′)⇔ pq′ = p′q.

3. Dans R2 on dé�nit la relation R par : (x, y)R(x′, y′)⇔ y = y′.

1. Montrer que R est une relation d'équivalence.

2. Déterminer la classe d'équivalence de (x, y) ∈ R2

4. Soit R une relation binaire sur un ensemble E, symétrique et transitive. Que penser du raisonnement

suivant ?

� xRy ⇒ yRx car R est symétrique, or (xRy et yRx)⇒ xRx car R est transitive, donc R est ré�exive.�

5. Soit G un ensemble muni d'une loi ∗ associative véri�ant :

∃e ∈ G,∀a ∈ G, e ∗ a = a ,

∀a ∈ G,∃b ∈ G, b ∗ a = e .

Montrer que (G, ∗) est un groupe.

6. Soit G un groupe tel que, pour tout x ∈ G, x2 = e. Montrer que G est commutatif.

7.

1. Dresser la liste de tous les sous-groupes de Z/2Z × Z/2Z.

2. La réunion de deux sous-groupes A et B d'un groupe G est-elle un sous-groupe ?

3. Donner une CNS pour que A ∪B soit un sous-groupe.

8. Montrer que Tn(R) et TUn(R) sont des groupes, où Tn(R) est l'ensemble des matrices inversibles triangu-

laires supérieures, et TUn(R) est l'ensemble des matrices triangulaires supérieures ayant des 1 sur la diagonale.

9. Montrer que l'ensemble des homéomorphismes de R, muni de la composition, est un groupe.

10. Montrer que tout groupe d'ordre premier est commutatif.

11. Soit G un groupe.

1. Montrer que l'ensemble des endomorphismes de G, muni de la loi de composition, est un groupe, que nous

noterons (G, ◦).
2. Pour tout h ∈ G, on note φh l'application de G dans G dé�nie par φh(g) = hgh−1. Montrer que φg est un

endomorphisme de G. Les endomorphismes de ce type sont appelés endomorphismes intérieurs.

3. Montrer que l'ensemble des endomorphismes intérieurs de G forme un sous-groupe distingué de G. Décrire
ce sous-groupe quand G est abélien.
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12. On note Dn l'ensemble des isométries du plan qui préservent Pn, le n-gone régulier.

1. Montrer que Dn, muni de la composition, est un groupe.

2. Soit

G = {f : Z/nZ→ Z/nZ, x 7→ ax+ b | a = ±1, b ∈ Z/nZ} .

Montrer que G, muni de la composition, est un groupe.

3. Trouver un isomorphisme entre Dn et G.

4. Quelle loi mettre sur H = {±1} × Z/nZ pour qu'il soit isomorphe à G ?

5. Dn est-il abélien ?

6. Dresser la liste des automorphismes de Dn.
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