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Introdu
tion

La géométrie hyperbolique dans l'histoire

Une motivation : l'axiome des parallèles Dans ses "Eléments", Eu
lide utilise un axiome qui peut se

formuler sous di�érentes formes, par exemple :

La somme des angles d'un triangle est égale à π.

Dès la renaissan
e, la question se pose de savoir si 
et axiome est vraiment né
essaire.

La dé
ouverte de la géométrie hyperbolique Par Bolyai et Lobat
hevsky, indépendamment, un peu

avant 1850. Elle véri�e tous les axiomes d'Eu
lide, sauf l'axiome des parallèles : la somme des angles d'un

triangle est inférieure à π.

Quelques aspe
ts de la géométrie hyperbolique Dès sa dé
ouverte, des mathémati
iens développent


ertains aspe
ts ri
hes et subtils de la géométrie hyperbolique, par exemple la théorie des polyèdres (S
hlä�i,

et
).

Qu'est-
e que le plan hyperbolique ? C'est une surfa
e di�éomorphe au plan (ou a un disque), munie d'une

métrique, 
'est à dire d'une manière de mesurer la longueur des 
ourbes. Il y a des droites � qui minimisent la

distan
e entre leurs points. Mais la géométrie est plus ri
he que dans le plan eu
lidien. On a un bord à l'in�ni,

équivalent à la droite proje
tive réelle, et d'autres stru
tures (par exemple les horo
y
les).

Les multiples fa
es des surfa
es hyperboliques

Les surfa
es hyperboliques sont à l'interse
tion de plusieurs mondes :

� la géométrie riemannienne,

� les espa
es symétriques,

� les 
ourbes algébriques,

� l'arithmétique (forme modulaires, et
).

Géométrie hyperbolique et espa
es symétriques. Relié aux groupes de Lie, et
.

Intervient dans le 
ours, en parti
ulier dans la preuve de rigidité de Calabi-Weil.

Géométrie hyperbolique et géométrie riemannienne. Cas parti
ulier des variétés d'Einstein, toutes en

dim 2 et 3.

La preuve par Perelman (et Hamilton, et
) de la 
onje
ture de géométrisation de Thurston montre qu'il est

fé
ond de penser la géométrie hyperbolique en termes riemanniens. Aspe
t dominant i
i dans le début du 
ours.

Surfa
es hyperboliques et théorie de Tei
hmüller

Les surfa
es Ce sont des variétés de dimension 2, pour lesquelles 
haque point "ressemble lo
alement à R
2
".
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Les surfa
es hyperboliques Ce sont des surfa
es munies d'une métrique � une manière de mesurer la

longueur des 
ourbes � qui est lo
alement isométrique au plan hyperbolique. On peut 
omprendre à quoi

ressemble l'ensemble des surfa
es hyperboliques, 
'est la théorie de Tei
hmüller.

Liens ave
 les surfa
es de Riemann Ce sont des surfa
es, munies d'une stru
ture 
omplexe. A 
haque

surfa
e de Riemann, on asso
ie uniquement une surfa
e hyperbolique, et ré
iproquement.

La théorie de Tei
hmüller. C'est l'étude des surfa
es de Riemann de topologie donnée.

Liens ave
 la théorie des nombres Les forme modulaires, qui "vivent" sur des surfa
es hyperboliques,

jouent un r�le fondamental dans la théorie des nombres, 
.f. la preuve du théorème de Fermat par Wiles.

Le théorème d'uniformisation de Poin
aré Les surfa
es fermées (
ompa
tes sans bord) sont 
lassi�ées

à déformation près. Quand elles sont orientables, elles sont 
lassi�ées par leur "genre". Poin
aré a montré

que 
haque surfa
e admet une métrique lo
alement sphérique (pour la sphère), eu
lidienne (pour le tore) ou

hyperbolique (pour toutes les autres). Il n'y a pas uni
ité, pour les métriques hyperboliques.

Dé
ompositions en pantalon.

Les 
ooordonnées de Fen
hel-Nielsen

L'espa
e hyperbolique de dimension 3

Analogue hyperbolique de l'espa
e eu
lidien de dimension 3. Mais un 
ertain nombre de spé
i�
ités :

� le bord à l'in�ni,

� les horosphères,

� le groupe des isométries est PSL(2, C), qui est intéressant.

Les variétés hyperboliques de dimension 3

Les variétés hyperboliques de dimension 3. Elles sont beau
oup plus déli
ates à 
omprendre que les

surfa
es hyperboliques. On donnera deux méthodes pour 
onstruire de telles variétés, et des 
onditions sous

lesquelles une variété de dimension 3 ne peut pas admettre de métrique hyperbolique.

La 
onje
ture de géométrisation de Thurston. En parti
ulier, hyperbolisation.

Le théorème de rigidité de Calabi-Weil.

Le théorème de rigidité de Mostow.

Géométrie hyperbolique et 
osmologie L'univers est-il une variété hyperbolique, plate ou sphérique ?

C'est une question que les 
osmologues se posent très sérieusement...

Les variétés quasi-fu
hsiennes

Dé�nition.

Aspe
t intéressant : le 
oeur 
onvexe et sa géométrie.

Laminations mesurées de plissage.
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Relations ave
 la théorie de Tei
hmüller.

Relations ave
 la gravité quantique.

0.1 Bibliographie

Géométrie riemannienne : [GHL04℄.

Groupe fondamental, et
 : [Mas77℄.

Dé
ompositions en pantalon, Fen
hel-Nielsen : [BP92℄.
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Chapitre 1

Géométrie riemannienne

Motivations : Rappels de géométrie eu
lidienne. Métriques riemanniennes, et
. Rappels de topologie des

surfa
es, groupe fondamental, revêtement universel. Comprendre l'espa
e des métriques plates sur le tore et son

groupe fondamental.

1.1 Métriques riemanniennes

Espa
e tangent à une surfa
e.

Dé�nition : produit s
alaire sur les espa
es tangents.

Exemple : le plan eu
lidien.

Longueurs des 
ourbes.

Pull-ba
k et push-forward des métriques riemanniennes.

Isométries entre surfa
es.

Dé�nition : une surfa
e munie d'une métrique riemannienne est lo
alement eu
lidienne (ou plate) si 
haque

point a un voisinage isométrique à un ouvert du plan eu
lidien.

1.2 Forme d'aire

Rappel Orientation d'une surfa
e par 
hoix d'une 
lasse d'équivalen
e de n-formes partout non nulles, mod

multipli
ation par une fon
tion.

Dé�nition. La forme d'aire dag asso
iée à une métrique riemannienne et à une orientation. Pour deux ve
teurs

u, v ∈ TxS, on 
hoisit une BON orientée (e1, e2) de TxS puis on dé�nit dag(u, v) 
omme la matri
e des 
oor-

données de u, v par rapport à e1, e2. Indépendant de la base 
hoisie.

Appli
ation. Permet de dé�nir l'aire d'un domaine Ω ⊂ S : on se donne une paramétrisation φ : D → Ω ave


D ⊂ R
2
, puis on def

Ag(Ω) :=

∫

D

dag(dφ(∂x), dφ(∂y))dxdy .

On véri�e que ça ne dépend pas du 
hoix de D et de φ (formule de 
hangement de variable dans une intégrale).

Def. Une surfa
e est orientable si elle admet une forme d'aire (en 
e sens).

9
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1.3 Cro
het de Lie

Dé�nition A
tion des 
hamps de ve
teurs par dérivation sur les fon
tions régulières.

Dé�nition Soit (x1, x2) un système de 
oordonnées lo
al sur une surfa
e, alors ∂xi
est le 
hamps de ve
teur

∂/∂xi.

Lemme Soient x, y deux 
hamps de ve
teurs sur une surfa
e S. Pour tout s ∈ S, il existe z tel que pour toute
fon
tion f : S → R régulière, x.(y.f)− y.(x.f) = z.f .

Rappel Si ω est une 1-forme et x, y sont deux 
hamps de ve
teurs alors

dω(x, y) = x.ω(y)− y.ω(x)− ω([x, y]) .

Dé�nition On note [x, y] 
e 
hamp de ve
teurs, 
'est le 
ro
het de Lie de x et y.

Propriété Le 
ro
het de Lie est invariant par di�éomorphisme.

Exemple Soit (x1, x2) un système de 
oordonnées lo
al. Alors [∂x1, ∂x2] = 0.

NB Ré
iproque : si deux 
hamps de ve
teurs sont transverses et leur 
ro
het de Lie est nul, alors ils sont

obtenus de 
ette manière.

Preuve On dé�nit des 1-formes a, b qui valent 1 sur X et 0 sur Y (resp. l'opposé) puis on montre qu'elles

sont fermées par
e que le 
ro
het de X,Y est nul.

1.4 Connexion, 
ourbure

Dé�nition. Une 
onnexion sur un �bré E sur S est un opérateur D qui à 
haque se
tion s de E asso
ie un

morphisme de �bré de TS dans E, Ds : TS → E, tel que Dx(s+r) = Dxs+Dxr et que Dx(fs) = fDxs+df(x)s.

Connexion de Levi-Civita d'une surfa
e. C'est une 
onnexion dé�nie sur le �bré tangent, 
ara
térisée

par deux propriétés :

� sans torsion : ∇xy −∇yx = [x, y],
� 
ompatible ave
 la métrique : x.g(y, z) = g(∇xy, z) + g(y,∇xz).

Propriétés. Etant donné (S, g), il existe une unique 
onnexion ave
 
es propriétés.

Preuve : on utilise la formule :

2g(∇xy, z) = x.g(y, z) + y.g(x, z)− z.g(x, y) + g([x, y], z) + g([z, x], y) + g([z, y], x) .

Courbure. On dé�nit l'opérateur de 
ourbure 
omme :

Rx,yz = ∇x∇yz −∇y∇xz −∇[x,y]z .

Proposition. C'est un opérateur d'ordre 0 en z (ne dépend que de la valeur de z en un point, pas de ses

dérivées).

Preuve : si z rempla
é par fz alors le résultat ne varie que par multipli
ation par z (les termes en df
disparaissent). Don
 si z =

∑

ziei alors ne dépend que de la valeur des zi pas de leurs dérivées.
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Propriété. Rx,yz est antisymétrique en x, y. De plus, Rx,y : TS → TS est antisymétrique.

Preuve : premier point évident, pour le se
ond on fait passer les ∇ de droite à gau
he...

Dé�nition. La 
ourbure K de (S, g) est dé�nie par :

g(Rx,yz, t) = −Kda(x, y)da(z, t) .

1.5 Géodésiques, 
hamps de Ja
obi

Dé�nition Stu
ture 
omplexe asso
iée à une métrique riemannienne sur une surfa
e orientée.

NB C'est bien une stru
ture 
omplexe. On admet 
e point i
i, en fait on dé�nit une stru
ture 
omplexe 
omme

la donnée de J : TS → TS telle que J2 = −I.

Courbes paramétrées sur une surfa
e. Ve
teur tangent unitaire t, ve
teur normal unitaire n pour une

surfa
e orientée, 
ourbure géodésique 〈∇tt, n〉. Version ve
torielle ∇tt.

Géodésiques. Dé�nition : 
ourbes dont la 
ourbure géodésique est nulle. Parfois 
onsidérées 
omme des


ourbes paramétrées, on 
onsidère alors des 
ourbes paramétrées à vitesse 
onstante (souvent 1).

Propriétés (outline) :

� les géodésiques sont des points 
ritiques de la distan
e entre deux de leurs points (pas né
essairement un

minimum),

� par tout (x, v) ∈ TS il passe une unique géodésique (paramétrée à vitesse 
onstante).

Dé�nition. Une géodésique sur (S, g) est une 
ourbe paramétrée γ : [0, L] → S telle que ∇γ′(t)γ
′(t) = 0 pour

tout t. On parle aussi de géodésique pour l'image γ([0, L]).
NB : l'expression ∇γ′(t)γ

′(t) a bien un sens 
ar on peut étendre γ′(t) en un 
hamp de ve
teurs sur S, puis
on remarque que l'expression ne dépend pas du prolongement 
hoisi 
ar on dérive dans la dire
tion de γ.

NB Pour une paramétrisation quel
onque, ∇γ′t = kJγ′, où t est le ve
teur tangent unitaire à la 
ourbe.

Lemme (Variation première de la longueur) Soit γt : [0, L] → S une famille de 
ourbes, γ0 paramétrée à

vitesse 1, dont les extrémités sont �xes. Alors

∂tL(γt)|t=0 = −

∫ L

0

〈∂tγ, Jγ
′〉ds .

Preuve Intégration par partie, def de la 
ourbure géodésique, et
.

Corollaire Les géodésiques sont les points 
ritiques de la longueur par rapport aux variations qui �xent les

extrémités, parmi les géodésiques non paramétrées.

Dé�nition Energie d'une 
ourbe.

Lemme Les géodésiques paramétrées à vitesse 
onstante sont les points 
ritiques de l'énergie par rapport aux

variations qui �xent les extrémités.

Théorème Existen
e de géodésiques en temps petit. Dans (S, g), pour tout (x0, u0) il existe U ∈ TS voisinage

de (x0, u0) et ǫ > 0 tel que pour tout (u, v) ∈ U il existe une géodésique dé�nie sur (−ǫ, ǫ) telle que γ(0) =
x, γ′(0) = u.
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Lemme (Admis) Existen
e de solutions aux EDO. Soit F : Rn×R
n → R

n
régulière, soit (x, 0, u0) ∈ R

n×R
n
,

∃U, V voisinages et ǫ > 0 tel que pour tout (x, u) ∈ U il existe une solution de x′′ = F (x, x′) dé�nie sur (−ǫ, ǫ)
telle que x(0) = x0 etx′(0) = u0. De plus l'appli
ation dé�nie par le �ot est régulière.

Preuve du thm. Suit de 
e lemme, traduit dans le �bré tangent.

Propriété. Equation di�érentielle satisfaite par les 
hamps de Ja
obi le long des géodésiques : si Y =
x(t)γ′(t) + y(t)n(t) alors x(t) est a�ne et y(t) est solution de : y′′(t) +Ky(t) = 0.

L'appli
ation exponentielle.

Existen
e de petites géodésiques. On va montrer que, pour x ∈ S �xé, tout y ∈ S assez pro
he de x est

joint à x par une géodésique.

Lemme. Soit x ∈ S, alors expx : TxS → S est un di�éomorphisme (lo
al) au voisinage de 0.

Preuve : sa di�érentielle est Id puis théorème d'inversion lo
ale.

Def. L'appli
ation exponentielle exp : TS → S est dé�nie par exp(x, v) = expx(v).

Lemme (généralisation). Soit x ∈ S, alors (π1, exp) est un di�éo lo
al au voisinage de (x, 0).

Preuve : pareil, on 
onsidère maintenant d(π1, exp) : TxS × TxS → T (S × S) et on montre que 
'est

(u, v) 7→ (u, u+ v).

1.6 Le théorème de Gauss-Bonnet polygonal

Lemme Gauss-Bonnet pour les disques à bord régulier et les anneaux.

Preuve On le montre d'abord pour un anneau, en prenant un repère mobile dont le premier ve
teur est

parallèle au bord. On dé�nit la 1-forme de 
onnexion du repère, puis la 2-forme de 
ourbure, et on montre que

dω = Ω.

Puis on appro
he un disque par une suite d'anneaux dont un bord 
onverge vers un point, et on obtient la

version pour les disques.

Polygones géodésiques. On 
onsidère des polygones dont l'intérieur est homéomorphe à un disque.

Angles extérieurs des polygones.

Courbure géodésique des 
ourbes.

Les angles extérieurs 
omme la limite de la 
ourbure géodésique.

Thm (Gauss, Bonnet). La somme des angles extérieurs d'un polygone géodésique est 2π moins l'intégrale

de la 
ourbure à l'intérieur.

Preuve : ça dé
oule de la version à bord régulier ave
 la 
ourbure totale du bord.

Pour montrer la formule ave
 
ourbure totale du bord, on enlève un petit disque et on 
onsidère un feuilletage

par des 
ourbes, puis le 
hamp de ve
teur unitaire tangent aux 
ourbes, puis la forme de 
onnexion de 
e 
hamp,

sa di�érentielle extérieure est ±Kda, sa valeur au bord est 2π (pour le petit disque) moins la 
ourbure de la


ourbe extérieure.
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Exer
i
es

1. Cro
het de Lie. Soit (S, g) une métrique munie d'une métrique riemannienne.

1. Soient x et y deux fon
tions régulières sur S. Soient Dx et Dy les gradients de x et y (i.e. dx = g(Dx, ·)
et de même pour y). Montrer que [Dx,Dy] = 0.

2. Soit φ : S → S′
un di�éomorphisme, et soient u et v deux 
hamps de ve
teurs sur S. Montrer que

[dφ(u), dφ(v)] = dφ([u, v]).

3. Soient u, v deux 
hamps de ve
teurs sur R
3
tels que [u, v] = 0 et que u et v sont linéairement indépendants

en 
haque point. Montrer qu'il passe par 
haque point de R
3
une surfa
e tangente à u et v en 
haque

point.

2. Géométrie du plan eu
lidien. Soient x = (1, 0) et y = (0, 1), 
onsidérés 
omme des 
hamps de ve
teurs

sur R
2
, muni de sa métrique 
anonique.

1. Montrer que [x, y] = 0, puis 
al
uler ∇xy et ∇yx.

2. En déduire la 
ourbure de R
2
.

3. Géométrie de la sphère. On 
onsidère la sphère S2 ⊂ R
3
ave
 sa métrique 
anonique. On utilise les


oordonnées sphériques usuelle : φ est la distan
e orientée à l'équateur, θ la proje
tion sur l'équateur. On pose

X = ∂θ, Y = ∂φ.

1. Cal
uler la métrique g dans la base (X,Y ), montrer que g s'é
rit sous la forme : g = cos2(φ)dθ2 + dφ2.

2. Cal
uler ∇XX,∇XY,∇YX,∇Y Y .

3. En déduire K.

4. On 
onsidère la métrique cosh2 φdθ2 + dφ2. Reprendre les 
al
uls pré
édents et montrer que sa 
ourbure

est −1.
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Chapitre 2

Topologie des surfa
es

2.1 Groupe fondamental des surfa
es

Obje
tif : asso
ier à 
haque surfa
e (plus tard à 
haque variété) un objet algébrique, i
i un groupe, qui �
ode�

la topologie de la surfa
e, 
'est à dire sa 
lasse d'équivalen
e modulo déformations.

Courbes, 
ourbes fermées, homotopies entre 
ourbes.

Def : surfa
e simplement 
onnexe : tout 
ourbe fermée est homotope à une 
ourbe 
onstante.

Le groupe des 
ourbes issues d'un point.

Dé�nition du groupe fondamental.

Indépendan
e par rapport au point base.

Exemple de surfa
e : le tore, vu 
omme surfa
e dans R
3
et 
omme re
ollement d'un re
tangle.

Exemple : le groupe fondamental du tore est Z
2
. Preuve en intégrant deux 1-formes, dx et dy, sur le 
arré

unité. Relevé des 
hemins àR
2
par l'intégration de 
es formes. Deux 
hemins sont homotopes lorsque les nombres


orrespondants sont identiques, 
ar déformation possible vers un segment paramétré à vitesse 
onstante.

Surfa
es orientables : 
elles qui admettent une forme volume non triviale.

Exemple. Le disque privé d'un point, son groupe fondamental est Z.

Exemple. Le disque privé de deux points, son groupe fondamental est le groupe libre sur deux générateurs.

(Extension possible au disque privé de n points.)

2.2 Revêtement universel

Revêtements. Une appli
ation u : S → S telle que, pour tout x ∈ S, il existe un voisinage U de x tel que

u−1(U) ⊂ S est une réunion disjointe d'ouverts Ui tels que, pour 
haque i, la restri
tion de u à Ui est un homéo

de Ui sur U .

Propriété (admise i
i). Un homéomorphisme lo
al propre est un revêtement.

15
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Dé�nition : soit S une surfa
e (fermée). S̃ est l'espa
e des 
ouples (x, [γ]) où x ∈ S et [γ] est une 
lasse

d'homotopie de 
hemins joignant x0 à x.

Propriétés.

1. il existe une proje
tion 
anonique p0 : S̃ → S,

2. S̃ est simplement 
onnexe,

3. π1(S) a une a
tion naturelle sur S̃,

4. S̃/π1(S) est di�éomorphe à S.

Preuve :

(1) on se donne (xt, γt) ave
 0 ≤ t ≤ 1 et (x1, γ1) = (x0, γ0), on déforme les 
hemins pour se ramener à γ0

omposé ave
 
hemin par
ouru par (xt) et on utilise hyp que même 
lasse homotopie à l'arrivée pour déformer

sur un 
hemin 
onstant.

(2) on �xe x et on fait agir π1(S) sur [γ].
(3) (x, [γ]) est dans l'orbite de (x′, [γ′]) ssi x = x′.

Propriété universelle. Soit S une surfa
e 
onnexe, soit u : S → S un revêtement par une surfa
e 
onnexe.

Alors il existe un revêtement v : S̃ → S tel que u ◦ v = p0.

Remarque. Si S est simplement 
onnexe son revêtement universel est S.

Def : relevé à S̃ d'une métrique g sur S.

Propriétés. Si S est fermée alors (S̃, g) est 
omplète. π1(S) agit par isométries sur S̃.

Cor. De même, π1(S) agit sur tous les revêtements de S. La métrique g se relève en une métrique sur 
ha
un

de 
es relevés, et l'a
tion de π1(S) est par isométries.

2.3 Groupe fondamental et géodésiques

Géodésiques minimisantes.

Thm. Dans une surfa
e fermée (
ompa
te sans bord) toute 
lasse d'homotopie non triviale est réalisée par

une géodésique fermée.

Preuve : on la réalise par une 
ourbe régulière puis par une géodésique par mor
eaux. Puis on minimise la

longueur parmi les géodésiques par mor
eaux.

Thm. Supposons que (S, g) est à 
ourbure K < 0. Alors 
haque 
lasse d'homotopie est réalisée par au plus

une géodésique.

Preuve : on suppose qu'il existe deux géodésiques, alors soit interse
tion soit pas. Si interse
tion, bifa
e,

impossible par Gauss-Bonnet. Si pas d'interse
tion, anneau à bord géodésique, or on voit en le dé
omposant en

polygones (disques) que l'intégrale de la 
ourbure dans l'anneau doit être nulle, impossible.

NB : montre aussi que vrai pour une surfa
e à 
ourbure K ≤ 0 sauf qu'il peut y avoir des anneaux et alors

K = 0 dans 
haque anneau.

Exer
i
es

1. Cara
téristique d'Euler. Soit S une surfa
e à bord, munie d'une triangulation. On dé�nit ξ(S) 
omme

v − a + f , où v est le nombre de sommets, a le nombre d'arêtes, f le nombre de fa
es. Montrer que ξ(S) ne
dépend pas de la triangulation 
hoisie.

Montrer que ξ(D2) = 1, ξ(S2) = 2, ξ(S1 × [0, 1]) = 0, ξ(T 2) = 0.
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2. Théorème de Gauss-Bonnet pour les surfa
es à bord. On se donne une surfa
e à bord S ave
 une

métrique riemannienne g telle que le bord soit géodésique par mor
eaux. Montrer que la formule de Gauss-

Bonnet s'étend sous la forme :

∫

S

Kda = 2πξ(S)−
∑

i

θi .
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Chapitre 3

Les métriques eu
lidiennes sur le tore

3.1 Métriques plates sur le tore

Def. Métriques lo
alement eu
lidiennes sur T 2
.

NB. Les deux notions de �plat� et de �lo
alement eu
lidien� sont identiques. Preuve par l'appli
ation expo-

nentielle.

Lemme. La seule surfa
e plate simplement 
onnexe 
omplète est le plan eu
lidien.

Preuve : on 
hoisit x0 ∈ S et on 
onsidère l'appli
ation exponentielle expx0
: Tx0

S → S. On remarque (en

utilisant les propriétés des 
hamps de Ja
obi) que 
'est un homéo lo
al et qu'elle est propre. C'est don
 un

revêtement. Mais S est simplement 
onnexe dont 
e revêtement est trivial, 
'est un homéo global et don
 une

isométrie globale.

Cor. Toute métrique plate sur le tore est le quotient du plan eu
lidien par Z
2
.

Lemme. Soit g une métrique plate sur T 2
. L'a
tion 
orrespondante de Z

2
sur R

2
est par translations.

Preuve : on 
onsidère les géodésiques fermées 
orrespondant à deux générateurs du π1.

CAD A 
haque métrique plate sur le tore on asso
ie deux ve
teurs dans R
2
, dé�nis modulo rotation (des

deux par le même angle). Soit u, v.

3.2 L'espa
e des métriques plates

Di�éomorphismes, isotopies. Def des isotopies, déformables sur l'identité à travers des di�éos. Dans les

deux 
as, forment un groupe.

A
tions. Le groupe des di�éos et le groupe des isotopies agissent sur l'espa
e des métriques (riemanniennes

resp. plates et
) sur une surfa
e.

Quotient par les isotopies. Les deux ve
teurs u, v ne 
hangent pas sous une isotopie (sauf rotation). Ils

dé�nissent uniquement la métrique.

Quotient par les di�éos. Sous un di�éomorphisme, u, v sont envoyés sur au + bv, cu+ dv, où a, b, c, d ∈ Z

et le déterminant de la matri
e qu'ils forment est ±1. (C'est 1 ssi l'orientation est préservée, 
f orientation à un

point d'interse
tion).

Preuve : le réseau qu'ils forment, uZ+ vZ ⊂ R
2
, reste le même.
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Twists de Dehn. Comment déformer une métrique plate sur le tore ? On peut faire un twist de Dehn

fra
tionnaire. Si on atteint un angle 2π on est revenu à la même métrique à di�éo (non trivial) près.

Exer
i
e. Les twists de Dehn fra
tionnaires permettent de passer de n'importe quelle métrique à n'importe

quelle autre.

Homothéties. Etant donné une métrique g1, on 
onsidère toutes les métriques homothétiques gt, t > 0,

omme équivalentes.

Cor. L'espa
e des métriques plates sur le tore, à isotopie près, est le demi-plan supérieur H .

Métrique. Cet espa
e est muni naturellement d'une métrique riemannienne : (dx2 + dy2)/y2.
Expli
ation : il faut quotienter par l'aire pour avoir une métrique naturelle sur l'espa
e des 
ouples de

ve
teurs, qui soit invariante par homothétie, et par rotation de u et de v, d'oû :

‖u′‖2 + ‖v′‖2

‖u× v‖
.

Or l'aire est simplement y quand u = (1, 0).

NB : 
ette métrique est 
onforme à la métrique eu
lidienne (les angles sont les mêmes dans les deux métriques).

Isométries. A
tion de SL(2,Z) est par isométries.

Lemme. Plus généralement, l'a
tion naturelle de SL(2,R) sur le demi-plan supérieur est isométrique pour


ette métrique naturelle.

Preuve : 
al
ul dire
t, en prenant z 7→ az+b
cz+d

.

Le quotient. H/SL(2), l'espa
e des métriques plates sur le tore modulo isométries.

Métrique naturelle.

Exer
i
es

1. On 
onsidère l'espa
e des métriques plates sur le tore, modulo isotopie (le demi-plan supérieur) ave
 sa

métrique naturelle.

1. Montrer que 
et espa
e est 
omplet (toute 
ourbe qui sort de tout 
ompa
t est de longueur in�nie).

2. Montrer que les géodésiques sont les demi-droites verti
ales et les demi-
er
les 
entrés sur l'axe réel.

3. Cal
uler la 
ourbure.



Chapitre 4

Géométrie du plan hyperbolique

Motivations

Obje
tifs du 
hapitre :

1. Comprendre la dé�nition du plan hyperbolique.

2. Maîtriser les di�érents modèles qui permettent de le 
omprendre heuristiquement.

3. Maîtriser ses propriétés élémentaires, par exemple la géométrie des triangles hyperboliques.

4. Notion de bord à l'in�ni, d'horo
y
le, de fon
tion de Busemann.

4.1 Le plan hyperbolique 
omme quadrique

L'espa
e de Minkowski C'est un espa
e qui joue un r�le fondamental dans la relativité restreinte.

Dé�nition R
3
1 est R

3
muni de la métrique :

〈x, y〉 = −x0y0 + x1y1 + x2y2 .

Dé�nition Une droite est de type espa
e, lumière ou temps, et
.

Dé�nition De même pour les 2-plans et pour les hyperplans.

Dé�nition On note O(2, 1) le groupe de Lie des transformations linéaires de R
3
qui préservent la métrique

de R
3
1, et SO(2, 1) le sous-groupe de 
eux qui sont de déterminant 1. On note O+(2, 1) le sous-groupe de O(2, 1)

le sous-groupe des éléments u tels que :

〈u(e0), e0〉 > 1 .

On note SO+(2, 1) = O+(2, 1) ∩ SO(2, 1). C'est la 
omposante 
onnexe de l'identité dans O(2, 1).

Propriété Les éléments de O(2, 1) sont les appli
ations linéaires dont les 
olonnes des matri
es forment des

bases orthonormées pour 〈, 〉.

Remarque Les symétries orthogonales par rapport aux plans de type temps sont dans O+(2, 1).

Dé�nition du plan hyperbolique

Dé�nition On note :

H2 := {x ∈ R
3
1 | x0 > 0 ∧ 〈x, x〉 = −1} ,

muni de la métrique induite, qui est riemannienne.
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Propriété H2
est invariant sous l'a
tion de O+(2, 1), qui agit par isométries. SO+(2, 1) agit transitivement

sur le �bré unitaire de H2
.

Connexion Comme dans le 
as de la sphère.

Courbure Similaire au 
as de la sphère, mais on a maintenant, si x, y forment une base orthonormée :

〈Rx,yy, x〉 = −1 .

On dit que H2
est à 
ourbure 
onstante −1.

NB Ave
 la présentation donnée dans les 
hapitres pré
édents, il faut utiliser un autre argument et faire un


al
ul en 
oordonnées polaires, pour 
al
uler d'abord la 
onnexion puis la 
ourbure.

Propriété Les géodésiques de H2
sont les interse
tions ave
 H2

des plans ve
toriels de type temps de R
3
1.

Preuve : par l'a
tion du groupe des isométries il su�t de montrer que l'interse
tion ave
 les plans verti
aux

sont des géodésiques, 
'est 
lair par symétrie. Puis nouvel argument utilisant les isométries pour montrer que

toutes les géodésiques sont de 
e type, en utilisant qu'une géodésique est uniquement déterminée par un point

et un ve
teur dire
teur.

4.2 Le modèle proje
tif

Obje
tif Essayer de 
omprendre le plan hyperbolique en le "représentant" 
omme un domaine de R
2
, en

préservant 
ertaines de ses propriétés.

Dé�nition Par proje
tion sur x0 = 1 dans la dire
tion de 0.

Propriété L'image est la boule de rayon 1, B2
. Les géodésiques de H2

sont envoyés sur les segments de B2
.

Preuve Ce sont les interse
tions ave
 les plans ve
toriels de type temps.

Propriété Les points à distan
e ρ de (1, 0, 0) sont envoyés sur les points à distan
e tanh(ρ) de 0.

Propriété Soit x, y ∈ H2
, soit ρ la distan
e hyperbolique entre eux. Alors 〈x, y〉 = cosh(ρ).

Preuve Il su�t de prendre x = 0 grâ
e à l'a
tion de SO(2, 1).

Propriété Dans le modèle proje
tif, la métrique du plan hyperbolique s'é
rit sous la forme :

1

1− r2
hr +

1

(1 − r2)2
dr2 ,

où hr est la métrique de la sphère de rayon r.

Preuve Par 
oe�
ient de proje
tion latérale égal à cosh(ρ) par le modèle proje
tif, et égal à 1/ tanh′(ρ) =
cosh2(ρ) dans la dire
tion radiale.

Remarque Ne préserve par 
ontre pas les angles !

4.3 Le disque de Poin
aré

Dé�nition Par proje
tion sur {x0 = 0} dans la dire
tion de (−1, 0, 0).
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Propriété L'image est le disque de rayon 1, B2
.

Propriété Dans le modèle du disque de Poin
aré, la métrique hyperbolique s'é
rit :

4

(1− r2)2
(dx2 + dy2) .

Propriété Ce modèle préserve les angles !

Propriété Envoie les points à distan
e ρ de (1, 0, 0) sur les points à distan
e r = sinh(ρ)/(1 + cosh(ρ)) =
tanh(ρ/2).

Propriété Dans le modèle du disque de Poin
aré, les géodésiques sont les segments de droite ou de 
er
les

orthogonaux au 
er
le unité.

Preuve On se ramène à une géodésique qui est l'interse
tion ave
 H2
du plan d'équation :

x2 = λx0 ,

ave
 λ < 1. L'image d'un point (x0, x1, x2) est le point de 
oordonnées (x1, x2), ave
 :

x1 =
x1

x0 + 1
, x2 =

x2
x0 + 1

,

soit, inversement :

x0 = cosh(ρ) = 2 cosh2(ρ/2)− 1 =
2

1− r2
− 1 =

1 + r2

1− r2
, x0 + 1 =

2

1− r2
,

x1 = x1(x0 + 1) =
2x1

1− r2
, x2 =

2x2
1− r2

.

L'équation de la proje
tion de la géodésique est don
 :

2x2
1− r2

= λ
1 + r2

1− r2
,

soit en
ore :

λ(1 + x21 + x22) = 2x2 ,

x21 + (x2 −
1

λ
)2 =

1

λ2
− 1 .

On véri�e alors (géométrie élémentaire) que 
e sont bien des 
er
les orthogonaux au 
er
le unité.

4.4 Le demi-plan de Poin
aré

Dé�nition Par inversion à partir du disque de Poin
aré ; on identi�e R
2
à C, et on pose :

ρ(z) =
1

z − i
−
i

2
.

ρ dé�nit un di�éo du disque D2
dans R

2
+ := R×R

+
∗ = R+ iR∗

+.

Preuve On véri�e que Im(ρ(z)) = 0 ssi |z| = 1. Ou par 
onstru
tion et propriétés des inversions, qui envoient

les 
er
les et les droites sur des 
er
les ou des droites.

Propriété Modèle 
onforme.
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Preuve Par 
onstru
tion, 
ar les appli
ations holomorphes préservent les angles.

Propriété L'appli
ation ρ est donnée expli
itement par :

(x, y) 7→

(

x

|z − i|2
,
1− |z|2

2|z − i|2

)

.

Lemme La métrique est :

dx2 + dy2

y2
.

NB. Ca devrait rappeler quelque 
hose (l'espa
e des métriques plates sur le tore) !

Preuve Le 
oe�
ient de déformation 
onforme de la métrique par l'appli
ation ρ est donné par :

c(x, y) =

∣

∣

∣

∣

dρ

dz

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

d

dz

1

z − i

∣

∣

∣

∣

=
1

|z − i|2
,


'est à dire que si on appelle x′, y′ les 
oordonnées dans le modèle du demi-espa
e, on a :

dx2 + dy2 = |z − i|4(dx′2 + dy′2) .

Or la métrique hyperbolique, dans le modèle du disque de Poin
aré, est :

4

(1 − r2)2
(dx2 + dy2) .

La métrique hyperbolique, dans le modèle du demi-espa
e, est don
 :

4|z − i|4

(1− |z|2)2
(dx′2 + dy′2) ,

qui est de la forme souhaitée d'après le 
al
ul dire
t de ρ en 
oordonnées e�e
tué plus haut.

Lemme L'élément d'aire est : dx ∧ dy/y2 = d(dx/y).

Lemme A
tion des isométries par :

z →
az + b

cz + d
,

où ad− bc = 1.

Preuve Soit a, b, c, d ∈ R ave
 ad−bc = 1. On va montrer que 
'est une isométrie. En e�et, le fa
teur 
onforme

de 
ette transformation est :

∣

∣

∣

∣

d

dz

az + b

cz + d

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

ad− bc

(cz + d)2

∣

∣

∣

∣

=
1

|cz + d|2
,

don
 :

dx2 + dy2 = |cz + d|4(dx′2 + dy′2) .

Mais si l'image de (x, y) est (x′, y′), on a :

y′ =
y

|cz + d|2
.

On a don
 :

dx2 + dy2

y2
=
dx′2 + dy′2

y′2
,

et la transformation est bien une isométrie.

On peut 
on
lure en remarquant que les transformations de 
e type agissent de manière transitive sur le

�bré tangent unitaire de H2
dans le modèle du demi-espa
e de Poin
aré.
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Corollaire On peut identi�er le groupe des isométries de H2
ave
 PSL(2,R).

Preuve La multipli
ation de PSL(2,R) 
orrespond ave
 la 
omposition des fra
tions.

Propriété Les géodésiques de H2
, dans le modèle du demi-espa
e, sont les demi-droites et le demi-
er
les

orthogonaux à l'axe des x.

Preuve Les géodésiques dans le modèle du disque de Poin
aré sont des ar
s de 
er
les (ou de droites) orthog-

onaux au bord. Après une inversion, les ar
s de 
er
les ou de droite restent des ar
s de droite ou de 
er
les, et

l'orthogonalité au bord est aussi préservée.

Remarque Les a
tions des isométries sur le bord à l'in�ni sont les a
tions proje
tives sur RP 1
.

4.5 Comportements des géodésiques

Géodésiques asymptotiques C'est une grande di�éren
e ave
 le 
as eu
lidien ! En plus très utile pour dé�nir

le bord à l'in�ni du plan hyperbolique.

Dé�nition Soit c1, c2 : R → H2
deux géodésiques, paramétrées à vitesse 1. Elles sont asymptotiques en+∞

ssi limt→∞ d(c1(t), c2) = 0.

Propriété Deux géodésiques sont asymptotiques si et seulement si leurs images dans le modèle proje
tif (resp.

le modèle du disque de Poin
aré, le modèle du demi-espa
e de Poin
aré) ont la même extrémité.

Preuve Si les extrémités sont distin
tes, les géodésiques ne peuvent pas être asymptotiques. Pour montrer

la ré
iproque, on remarque que les appli
ations entre les modèles, qui sont isométriques pour la métrique

hyperbolique, sont 
ontinues jusqu'au bord. Il su�t don
 de montrer le résultat pour l'un des 3 modèles, par

exemple pour le modèle du demi-espa
e de Poin
aré, lorsque le point extrémité n'est pas le point à l'in�ni (i.e

quand 
'est un point de l'axe réel).

Dans 
e 
as, les géodésiques 
orrespondent à des ar
s de 
er
le orthogonaux au bord, don
 ils sont à distan
e

eu
lidienne en y2. Mais le fa
teur 
onforme de la métrique hyperbolique est 1/y, don
 la distan
e hyperbolique

est en y, don
 tend vers 0 au bord.

Remarque En fait d(c1(t), c2) dé
roit de manière exponentielle en t.

4.6 Le bord à l'in�ni

Dé�nition Par le bord du modèle proje
tif ou du disque de Poin
aré.

Dé�nition Par les 
lasses d'équivalen
e de géodésiques orientées, pour la relation d'équivalen
e d'être asymp-

totique.

Propriété Etant donné deux points du bord à l'in�ni, il existe une unique géodésique ayant 
es points 
omme

extrémités.

Remarque Dans le modèle du demi-espa
e de Poin
aré, les géodésiques dont une extrémité est sur le point

à l'in�ni sont envoyées sur les droites verti
ales.
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A
tion à l'in�ni des isométries Agissent 
omme des transformations proje
tives réelles. Dans di�érents

modèles :

� Modèle proje
tif :

� Modèle du disque de Poin
aré :

� Modèle du demi-espa
e de Poin
aré :

NB On peut identi�er le bord à l'in�ni ave
 S1 = ∂D2
(modèle du disque de Poin
aré ou modèle proje
tif),

dans 
e 
as les isométries agissent 
omme des transformations proje
tives de RP 1 = S1
. Ou bien 
omme

R ∪ {∞}, et dans 
e 
as a
tion des isométries 
omme des transformations proje
tives réelles.

4.7 Horo
y
les

Fon
tions de Busemann Ce sont les "distan
es aux points à l'in�ni".

Dé�nition Soit ξ ∈ S1
, soit x0 ∈ H2

. Pour tout x ∈ H2
, on dé�nit Bξ(x0, x) = limt→∞ d(x, γ(t))−d(x0, γ(t)),

où γ est une géodésique dont l'extremité est en ξ.

Propriété Cette limite existe et est indépendante du 
hoix de γ.
Preuve : pour l'existen
e 
al
ul dans l'un des modèles. Puis indépendan
e par def de géodésiques asympto-

tiques.

Dé�nition Les horo
y
les sont les ensembles de niveau des fon
tions de Busemann. A 
haque horo
y
le est

asso
ié un point à l'in�ni, son "
entre".

Dé�nition Un 
er
le géodésique est l'ensemble des points à distan
e hyperbolique R d'un point donné.

Remarque Les horo
y
les sont des limites de 
er
les géodésiques, au sens de la 
onvergen
e de Hausdor� sur

les 
ompa
ts.

Propriété Dans le modèle de l'hyperboloïde, les 
er
les sont les interse
tions de H2
ave
 les plans a�nes de

type espa
e.

Preuve Il su�t de le montrer lorsque le 
entre est (0, 0, 1), lorsque le 
er
le est de rayon r, puis on fait agir

les isométries.

Propriété Dans le modèle de l'hyperboloïde, les horo
y
les sont les interse
tions de H2
ave
 les plans de type

lumière.

Preuve Conséquen
e de la propriété pré
édente en prenant une limite de 
er
les géodésiques.

Propriété Dans le modèle du disque de Poin
aré, les 
er
les géodésiques ont pour image les 
er
les 
ontenus

dans le disque unité ouvert, et les horo
y
les ont pour image les 
er
les tangents au bord du disque.

Preuve On peut utiliser la dé�nition du modèle de Poin
aré par proje
tion, et utiliser les propriétés 
on
ernant

le modèle de l'hyperboloïde.

Propriété Dans le modèle du demi-espa
e de Poin
aré, les 
er
les géodésiques ont pour image les 
er
les


ontenus dans les demi-espa
e, et les horo
y
les ont pour image les 
er
les tangents au bord et les droites

horizontales.

Propriété Dans le modèle proje
tif, les horo
y
les ont pour image les ellipses de demi-grand axe ǫ, ǫ2, et qui
sont tangentes au bord en une des extrémités de leur petit axe.
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Exer
i
e Le montrer.

Courbure géodésique

Propriété La 
ourbure des horo
y
le est partout égale à 1.

4.8 Géométrie du triangle

La formule de Gauss-Bonnet Soit (a, b, c) un triangle hyperbolique dont les angles aux sommets sont

α, β, γ. Alors son aire est π − α− β − γ.

Remarque En parti
ulier, la somme des angles d'un triangle n'est pas égale à π !

Preuve Déjà vu dans 
adre plus général.

Formule fondamentale de la géométrie du triangle Soit (a, b, c) un triangle hyperbolique général, ave


un angle θ en a. Alors :

cosh(A) = cosh(B) cosh(C)− cos(θ) sinh(B) sinh(C) .

Preuve On se pla
e dans le modèle de l'hyperboloïde. Soit u, v les ve
teurs unitaires en a dans la dire
tion

de b, c respe
tivement. Alors :

b = cosh(C)a+ sinh(C)u, c = cosh(B)a+ sinh(B)v ,

cosh(θ) = 〈u, v〉 .

On obtient le résultat en utilisant que :

cosh(A) = 〈b, c〉 .

Le triangle idéal C'est un triangle dont les trois sommets sont à l'in�ni.

Propriété Soit T, T ′
deux triangles idéaux. Il existe une isométrie hyperbolique qui envoie T sur T ′

. Tous les

triangles idéaux ont pour aire π.

Preuve Par
e que l'a
tion de PSL(2,R) sur RP 1
est transitive sur les triplets de points.

Exer
i
es

1 Donner une 
ara
térisation géométrique des horosphères dans le modèle de l'hyperboloïde.

2 Soit g1, g2 : R → H2
deux géodésiques paramétrées à vitesse 
onstante. Montrer que la fon
tion :

d : R×R → R

(s, t) 7→ d(g1(s), g2(t))

est 
onvexe. Comparer ave
 le 
as eu
lidien.

3 Soit θ ∈ (0, π/3). Montrer qu'il existe un triangle régulier dont les angles sont égaux à θ, est qu'il est unique
aux isométries de H2

près. Peut-on donner un énon
é analogue pour les polygones réguliers à 4 
otés ?

4 Montrer qu'il existe un analogue du modèle proje
tif pour S2
, qui envoie un hémisphère sur le plan.
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5 Montrer qu'il existe un analogue du modèle du disque de Poin
aré pour S2
, qui envoie le 
omplémentaire

d'un point sur le plan de mani�re 
onforme.

6 1. Soit x, y, a, b, on appelle birapport de 
es quatre points la quantité :

[x, y; a, b] :=
(x− a)(y − b)

(x− b)(y − a)
.

Montrer que le birapport est invariant sous les transformations proje
tives de R.

On 
onsidère le disque unité D2
. Soit x, y ∈ D2

distin
ts, on appelle a, b les interse
tions de la droite (x, y)
ave
 S1

, et on pose :

dh(x, y) := −
1

2
log[x, y; a, b] ,

et on appelle dh la distan
e de Hilbert de D2
.

2. Montrer que, pour tout x ∈ D2
, dh(0, x) = argth(|x|).

3. Montrer que les isométries hyperboliques agissent de manière proje
tive dans le modèle proje
tif. En

déduire que dh est la distan
e asso
iée à la métrique hyperbolique dans le modèle proje
tif.

On rempla
e maintenant D2
par un domaine C relativement 
ompa
t, stri
tement 
onvexe, de R

2
.

4*. Montrer que, si x, y, z ∈ D2
, dh(x, y) ≤ dh(x, z) + dh(y, z), ave
 égalité ssi z ∈ [x, y].

5. Montrer que la distan
e dh ne provient pas d'une métrique riemannienne, sauf si C est un ellipsoïde.



Chapitre 5

Surfa
es hyperboliques

Motivations

On voudrait aborder les trois visages de la �théorie de Tei
hmüller�.

Géométrique. Constru
tion par re
ollement de polygones.

Algébrique. Appro
he par les quotients 
ompa
ts de H2
.

Analytique Par les stru
tures 
onformes et la re
her
he de métriques à 
ourbure donnée.

5.1 Les surfa
es

Théorème Les surfa
es orientées sont 
lassi�ées, à di�éomorphisme près, par leur genre.

NB La seule surfa
e de genre 0 orientable est la sphère. La seule de genre 1 est le tore, qui admet des métriques

plates. Pour les genre supérieur les surfa
es admettent toujours des métriques hyperboliques, 
omme on va le

voir.

Dé
oupage en pantalons Une manière parti
ulièrement pratique pour 
onstruire des surfa
es de genre

g ≥ 2, en rapport ave
 la géométrie hyperbolique.

Dé�nition Pantalons : sphère privée de 3 disques.

Lemme Obtenu par re
ollement de 2 hexagones le long de 3 de leurs arêtes.

La formule d'Euler

Dé�nition Triangulations des surfa
es : dé
omposer une surfa
e en réunion d'un nombre �ni d'images par des

di�éos de triangles de R
2
. On demande que les intérieurs soient disjoints, et que l'interse
tion de deux arêtes

d'images de triangles soit une arête de 
ha
un d'entre eux, ou un sommet. Dé�nition des fa
es, des arêtes et des

sommets d'une triangulation.

Dé�nition Cellulation : 
omme une triangulation, mais on prend es polygones au lieu de prendre seulement

des triangles.

Dé�nition Cellulation plus �ne qu'une autre : les fa
es de la plus �ne sont in
luses dans les fa
es de la plus

grossière.

29
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Théorème (admis) Etant donné deux 
ellulations, il existe une triangulation qui est plus �ne que 
ha
une

d'entre elles.

Dé�nition La 
ara
téristique d'Euler : χ = 2− 2g.

Exemple 2 pour la sphère, 0 pour le tore, et
.

Théorème Formule d'Euler : f − a+ s = χ.

Preuve On montre que f−a+s reste 
onstant lorsque on ra�ne une triangulation. Or deux triangulations ont

une triangulation 
ommune plus �ne (admis...). Don
 le nombre f − a+ s est indépendant de la triangulation.

On 
on
lut ave
 des pantalons et des hexagones.

5.2 La formule de Gauss-Bonnet, le retour

Dé�nition Polygones hyperboliques, 
omme des polygones (eu
lidiens) vus dans le modèle proje
tif.

NB On peut aussi admettre des sommets �idéaux�, 
'est à dire sur le bord du disque.

Dé�nition Angles extérieurs des polygones : le 
omplémentaire à 2π des angles intérieurs.

Théorème Gauss-Bonnet généralisé aux intérieurs de polygones : la somme des angles extérieurs est égale à

2π −A.

Preuve Dé
oupage en triangles, et on applique la formule de Gauss-Bonnet pour les triangles.

Dé�nition Les surfa
es hyperboliques sont des surfa
es munies de métriques lo
alement isométriques à la

métrique du plan hyperbolique.

Théorème Pour une surfa
e hyperbolique, A = 2πχ.

Preuve On 
hoisit un famille de points assez nombreuse, et on remarque que, si les points sont assez pro
hes, il

existe des segments qui les joignent. On en déduit une 
ellulation de la surfa
e dont les arêtes sont des segments

géodésiques. On applique la formule de Gauss-Bonnet pour les polygones, on trouve que :

A =
∑

f

A(f) =
∑

f

(2π − πs(f) +
∑

s

θ(f, s) .

Mais la somme de tous les angles (intérieurs) est 2πs, don
 :

A = 2πf − π
∑

f

s(f) + 2πs .

Or s(f) = a(f) et 
haque arête est dans deux fa
es, si bien que :

∑

f

s(f) =
∑

f

a(f) = 2a ,

et �nalement A = 2πχ.

Corollaire Seules les surfa
es de genre g ≥ 2 peuvent admettre une métrique hyperbolique.
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5.3 Polygones à angles droit

Dé�nition Polygones réguliers, hexagones réguliers.

Propriété Existen
e d'un hexagone régulier à angle droit (unique) d'angles égaux à α, pour 
haque α 
ompris

entre 0 et 2π/3.

Preuve Constru
tion par 
hoix des sommets équirépartis sur un 
er
le de 
entre R. On note que l'angle en

R = 0 est l'angle eu
lidien, soit 2π/3, alors que l'angle en R → ∞ est nul. Puis par par monotonie et par

Gauss-Bonnet.

Corollaire Il existe un hexagone régulier à angles droits.

Proposition Soit d, d′ deux géodésiques disjointes de H2
. Il existe un unique 
ouple (x, x′), ave
 x ∈ d et

x′ ∈ d′, qui minimise la distan
e entre d et d′. La géodésique δ passant par x et x′ est orthogonale à d et à d′.

Preuve Existen
e d'un 
ouple minimisant la distan
e par argument de 
ompa
ité. Uni
ité : preuve possible

par 
onvexité de la distan
e entre deux géodésiques (exer
i
es du 
hapitre 1). Alternative : on suppose qu'il

existe deux tels 
ouples (x, x′) et (y, y′). Alors les segments joignant x à x′ et y à y′ sont disjoints, sinon pas

minimisant. Puis 
ontradi
tion ave
 Gauss-Bonnet sinon 4-gone à angles droits, impossible.

Dé�nition Longueurs des arêtes d'un hexagones à angles droits : on ne 
onsidère en fait que 3 arêtes, qui ne

sont pas adja
entes.

Lemme Soit l1, l2, l3 > 0. Il existe un unique hexagone à angles droits dont les longueurs des 
otés sont les li.
(Uni
ité aux isométries hyperboliques près).

Preuve Dessin ! On 
hoisit d'abord une droite d1 (passant par 0 dans le modèle du disque de Poin
aré) puis

on fait partir deux droites δ2 et δ3, orthogonales à d1, à distan
e µ l'une de l'autre. On en fait partir deux autres

droites d2 et d3, respe
tivement à distan
e l2 et l3.

On 
onsidère alors la droite δ1 qui minimise la distan
e entre d2 et d3, et on remarque que sa longueur est

une fon
tion monotone de µ, et
.

5.4 Pantalons

Dé�nition Pantalons (topologiques), 
omme la sphère privée de 3 disques.

Dé�nition Pantalons (hyperboliques), 
omme pantalons topologiques munis d'une métrique hyperbolique

pour laquelle les 3 
omposantes de bord sont totalement géodésiques.

Propriété En re
ollant deux hexagones réguliers le long de trois de leurs arêtes (alternées) on obtient un

pantalon hyperbolique.

Lemme Soit P un pantalon, de bord C1∪C2∪C3. Il existe une unique 
lasse d'homotopie de 
ourbes joignant

C1 à C2 
ontenant une 
ourbe plongée.

Lemme Considérons un pantalon hyperbolique P , ave
 ∂P = C1 ∪ C2 ∪ C3. Il existe une unique géodésique

plongée c1 joignant C2 à C3, orthogonale à C2 et à C3, et de même pour les deux autres.

Admis. Possible de faire dessin en se ramenant au plan privé de deux disques (ou de deux points).
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Preuve Existen
e : on utilise la 
ourbe minimisant la distan
e entre C2 et C3. C'est un segment géodésique,

orthogonal aux deux 
omposantes 
onnexes du bord. De plus il est plongé. Pour l'uni
ité on suppose qu'il en

existe deux, ils sont homotopes et on applique Gauss-Bonnet pour mettre en éviden
e une 
ontradi
tion. Si deux


ourbes homotopes joignent une 
omposante 
onnexe à une autre, 
ha
une orthogonale aux deux 
omposantes


onnexes du bord, alors :

� si les segments sont disjoints, on a une 
ontradi
tion ave
 Gauss-Bonnet ;

� sinon, on a un triangle dont la somme des angles est stri
tement supérieure à π, 
e qui 
ontredit aussi

Gauss-Bonnet.

NB Les géodésiques joignant les di�érentes 
omposantes du bord sont disjointes.

Preuve Par minimalité, sinon on pourrait les rempla
er par des 
ourbes plus 
ourtes 
omposées de deux

segments géodésiques.

Corollaire Chaque pantalon hyperbolique a une unique dé
omposition en deux hexagones isométriques.

Corollaire Les pantalons hyperboliques sont uniquement déterminés par les longueurs des 
omposantes 
on-

nexes de leur bord, qui peuvent prendre n'importe quelle valeur positive.

Preuve Etant donné un pantalon hyperbolique, on peut le dé
ouper en deux hexagones à angles droits, qui

sont isométriques 
ar les longueurs de leurs 
otés sont égales. On utilise alors le résultat sur les hexagones

hyperboliques.

NB On en déduit deux points distingués sur 
ha
une des 
omposantes 
onnexes du bord.

5.5 Dé
oupage des surfa
es en pantalons

Dé�nition Une dé
omposition (topologique) en pantalons est la donnée d'une famille de 
lasses d'homotopie

de 
ourbes fermées simples, disjointes, telles que la 
omplémentaire soit une réunion disjointe de pantalons.

NB Les dé
ompositions (topologiques) en pantalons sont préservées par les isotopies, mais pas par les di�éos.

Remarque Etant donné une surfa
e de genre g ≥ 2, elle admet au moins une dé
omposition en pantalons.

Pour obtenir une dé
omposition en pantalons, il su�t de 
ouper ré
ursivement la surfa
e le long de 
ourbes

fermées simples non triviales et non homotopes à une 
omposantes du bord. Lorsqu'on ne peut plus le faire,


'est qu'on a une dé
omposition en pantalons. Basé sur le lemme suivant.

Lemme Soit S une surfa
e orientable 
ompa
te à bord, alors S 
ontient une 
ourbe non triviale non homotope

à une 
omposante du bord sauf si S est :

� la sphère,

� le disque,

� un anneau,

� un pantalon.

Preuve On suppose d'abord que S est de genre au moins 1, 
ad que S est une surfa
e fermée S′
de genre non

nul privée d'un nombre �ni de disques. Dans 
e 
as S′

ontient une 
ourbe non triviale, qui est don
 non triviale

et non homotope à une 
omposante de bord dans S. Il reste à 
onsidérer le 
as où S est S2
privée d'un 
ertain

nombre de disques, soit n. Si n est au moins 4, on prend une 
ourbe qui sépare S2
ave
 au moins 2 disques de


haque 
oté. Sinon, on est dans l'un des 
as ex
lus.

Lemme Cha
une de 
es dé
omposition est 
omposée de 2g − 2 pantalons, et don
 de 4g − 4 hexagones.
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Preuve L'aire de la surfa
e est, d'après le thm de Gauss-Bonnet, 4π(g − 1). Toujours par Gauss-Bonnet (eg
pas doublement) les pantalons sont d'aire 2π. Le résultat suit.

Propriété Chaque surfa
e orientée est admet une (des) métrique(s) hyperbolique(s).

Preuve Par re
ollement d'hexagones à angles droits.

NB Il y a énormément de dé
ompositions d'une surfa
e en pantalons (topologiques). A 
haque étape il y a

beau
oup de 
hoix possibles de la 
ourbe fermée le long de laquelle on dé
oupe.

Remarque Soit S une surfa
e de genre g ≥ 2, munie d'une dé
omposition topologique en 2g − 2 pantalons,


ha
un 
omposé (topologiquement) de 2 hexagones. On se donne une donnée 
ombinatoire supplémentaire :

pour 
haque pantalon et 
ha
un de ses bord, le 
hoix de l'un des autres bords (pour avoir un point marqué bien

dé�ni sur le bord 
hoisi). Soit g une métrique hyperbolique sur S, dont la restri
tion à 
haque hexagone en fait

un hexagone hyperbolique à angles droits. Pour 
haque 
omposante 
onnexe de bord d'un pantalon, on a deux

nombres :

� sa longueur, qui est un nombre stri
tement positif ;

� la distan
e orientée le long du bord entre les points marqués 
orrespondants à 
ha
un des 
otés (dépendant

du 
hoix d'un point marqué pour 
haque 
oté), qui est un élément de [0, l[ ou de manière équivalente de

S1
.

Théorème Ré
iproquement, 
ha
une des valeurs possibles est réalisable.

Lemme (admis) Soit S une surfa
e, et soient c1, c2 deux 
ourbes fermées simples dans S. Soient c′1, c
′
2 deux


ourbes fermées simples, homotopes respe
tivement à c1 et à c2. Si c
′
1 et c

′
2 se ren
ontrent, l'une des 
omposantes


onnexes de leur 
omplémentaire est topologiquement un disque.

Corollaire Soit S une surfa
e, munie d'une dé
omposition topologique en pantalons. Soit g une métrique

hyperbolique sur S. Alors S admet une dé
omposition en pantalons hyperboliques 
orrespondant à la dé
om-

position topologique donnée.

NB Tradu
tion : famille de géodésiques homotopes aux bords des pantalons topologiques donnés, et
.

Preuve On réalise 
ha
une des 
ourbes par une géodésique fermée, et on utilise à nouveau Gauss-Bonnet pour

montrer que 
es géodésiques sont disjointes (ave
 le lemme admis).

Conséquen
e : étant donné une surfa
e S, munie d'une dé
omposition topologique en pantalons, et des

pantalons en hexagones, toutes les métriques hyperboliques sur S sont obtenues par re
ollement d'hexagones à

angles droits 
omme dé
rit plus haut.

5.6 L'espa
e de Tei
hmüller vu par les pantalons

Def. Mg l'espa
e des modules des métriques hyperboliques sur une surfa
e de genre g, aux di�éos près. Tg
l'espa
e de Tei
hmüller des métriques hyperboliques aux isotopies près.

NB Tg est un revêtement de Mg. On va voir qu'en fait Tg est simplement 
onnexe, si bien que 
'est le

revêtement universel de Mg, et Mg = Tg/Γ, où Γ = D/D0.

Expli
ation On peut penser à une surfa
e de genre g 
omme un objet topologique �mou�. Un élément de Mg

est un �vêtement� non déformable, qu'on peut utiliser pour �habiller� la surfa
e par une métrique hyperbolique.

Mais 
e vêtement peut être mis de di�érentes manières (
e qui 
orrespond à l'a
tion d'un di�éo non isotope à

l'identité). Un élément de Tg est un vêtement ave
 en plus des instru
tions pré
ises sur la manière de la mettre.
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Analogie Ave
 l'espa
e de Tei
hmüller du tore, par les métriques plates.

Lemme L'espa
e des métriques hyperboliques sur une surfa
e S est une variété de dimension 6g − 6.

Preuve On 
hoisit une dé
omposition en pantalons, et une métrique hyperbolique g0. Au voisinage de g0, on a

une paramétrisation lo
ale par les paramètres de re
ollement : longueur des 
omposantes de bord et paramètres

de re
ollement.

Remarque Les paramètres lo
aux sont :

� les longueurs des bords des pantalons

� les �twists de Dehn fra
tionnaires� possibles le long des 
omposantes de bord.

Mais 
e
i ne dé
rit ni Mg ni Tg, en e�et :

� un élément de Mg peut être dé
rit d'un grand nombre de manières, suivant la dé
omposition en pantalons

(topologique) qu'on a 
hoisie,

� beau
oup d'éléments de Tg peuvent 
orrespondre aux même paramètres, et di�érer par un twist de Dehn

�entier�.

Par 
ontre les isotopies préservent les dé
ompositions (topologiques) en pantalons, et don
 deux éléments de Tg

orrespondent aux mêmes paramètres. On a don
 une appli
ation

Tg → (R × S1)3g−3 .

NB Il est 
lair que le revêtement universel de (R× S1)3g−3
est R

6g−6
. On va voir (s
hématiquement) que Tg

est 
onnexe et simplement 
onnexe, il suivra qu'il est homéomorphe à R
6g−6

.

5.7 Les surfa
es hyperboliques 
omme quotient

Lemme La seule surfa
e hyperbolique 
omplète et simplement 
onnexe est H2
.

Preuve Soit S0 une surfa
e hyperbolique 
omplète et simplement 
onnexe. Soit x0 ∈ S0, on 
onsidère l'appli-


ation exponentielle expx0
: Tx0

S0 → S0. C'est un di�éomorphisme lo
al, d'après le 
omportement des 
hamps

de Ja
obi le long des géodésiques, 
ar seule la 
ourbure intervenait dans la des
ription du 
omportement de 
es


hamps.

De plus elle est inje
tive : sinon il existerait deux géodésiques allant de x0 à un point x, 
'est impossible

d'après Gauss-Bonnet. Don
 expx0
est un di�éomorphisme global.

On 
hoisit maintenant x1 ∈ H2
, une isométrie φ : Tx0

S0 → Tx1
H2

, et on dé�nit une appli
ation :

ψ := expx1
◦φ ◦ exp−1

x0
: S0 → H2 .

On remarque que les 
hamps de Ja
obi sont envoyés sur les 
hamps de Ja
obi � le 
omportement est le même

des deux 
otés � et on en déduit que ψ est une isométrie de S0 sur H2
.

Corollaire Chaque surfa
e hyperbolique est le quotient de H2
par un sous-groupe dis
ret de PSL(2, R).

Dé�nition A
tion sans point �xe.

Théorème Soit (S, g) une surfa
e hyperbolique, et soit Γ := π1S. Alors S = H2/Γ, où Γ agit par isométries,

dis
rètement et sans point �xe.

5.8 Stru
tures 
onformes sur les surfa
es

Stru
tures 
onformes sur les surfa
es

Stru
tures 
omplexes, surfa
es de Riemann
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Changements 
onformes de métriques On va voir quelques formules expli
ites de 
hangement 
onforme

de métrique sur les surfa
es.

Lemme Soit g une métrique riemannienne sur une surfa
e S, et soit g = e2ug. La 
onnexion de Levi-Cività

de g est :

∇xy = ∇xy + du(x)y + du(y)x− g(x, y)Du ,

où Du est le gradient de u.

Preuve On utilise la dé�nition de la 
onnexion de Levi-Civitá :

2g(∇xy, z) = x.g(y, z) + y.g(x, z)− z.g(x, y) + g([x, y], z)− g([x, z], y)− g([y, z], x) ,

si bien que :

2e2ug(∇xy, z) = e2ug(∇xy, z) + e2u(2du(x)g(y, z) + 2du(y)g(x, z)− 2du(z)g(x, y)) ,

d'où le résultat.

Remarque Valable aussi en dimension plus grande.

Dé�nition ∇u = −tr(∇Du), où Du est le gradient de u. Aussi sous la forme : −ei.du(ei) + du(∇eiei.

Lemme La 
ourbure K de g est donnée par :

K = e−2u(K +∆u) .

(I
i ∆ est le Lapla
ien des géomètres, qui est positif sur L2
).

Preuve On 
hoisit un repère mobile orthonormé sur S, soit (e1, e2) ; on utilisera aussi (f1, f2) = (e1, e2), on
utilise deux notations distin
tes pour ne pas se perdre dans les antisymétrisations (qui seront par rapport à

(e1, e2)).
On remarque que (e−ue1, e

−ue2) est une base orthonormée pour g, si bien que :

K = g(∇e−ue1∇e−ue2(e
−uf2)−∇e−ue2∇e−ue1(e

−uf2)−∇[e−ue1,e−ue2]f2, f1) ,

e2uK = g(∇e1∇e2f2 −∇e2∇e1f2 −∇[e1,e2]f2, f1) .

On développe suivant le lemme pré
édent, et on sépare tous les termes qui sont d'ordre 1 en ∇eiej , dont on sait

qu'ils disparaitront. Il reste :

1. K, par les termes d'ordre 2 en ei.

2. les termes d'ordre 2 en u, qui donnent −g(∇e1Du, f1)− g(∇e2Du, f2), soit ∆u.

3. les termes quadratiques en du, qui se simpli�ent.

Remarque En dimension plus grande les 
hoses sont plus 
ompliquées !

5.9 Un théorème d'uniformisation

Théorème Soit S une surfa
e 
ompa
te de genre g ≥ 2, et soit g0 une métrique régulière sur S, et soit K une

fon
tion stri
tement négative sur S. Il existe un unique métrique g 
onforme à g0 dont la 
ourbure est K.

Corollaire Dans 
haque 
lasse 
onforme, il existe une unique métrique hyperbolique.

Dé�nition On note ave
 des indi
es 0 les quantités 
orrespondant à g0.
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Lemme Soit u, v deux fon
tions sur S. Alors :

∫

S

〈D0u,D0v〉da0 =

∫

S

(∆0u)vda0 .

En parti
ulier :

∫

S

∆0uda0 = 0 .

Preuve On 
al
ule d(udv ◦ J et on trouve les deux termes, puis on intègre sur la surfa
e.

Dé�nition On va utiliser l'espa
eH :=W 1,2(S, g0), 
'est l'espa
e de Sobolev des fon
tions L
2
dont le gradient

est L2
. On introduit aussi le sous-espa
e H ′

de H des fon
tions de moyenne nulle.

Lemme (inégalité de Trudinger) L'inje
tion u 7→ e2u de H dans L2
est 
ompa
te.

Preuve Admis i
i.

Lemme (inégalité de Poin
aré) Il existe une 
onstante c > 0 (dépendant de g0) telle que, pour tout u ∈ H ′

(de moyenne nulle) on ait :

‖u‖22 ≤ c‖D0u‖
2
2 .

Lemme Tout sous-ensemble borné de H est faiblement 
ompa
t.

Preuve Admis i
i. Par
e que H est un Hilbert.

Preuve A faire en exer
i
e, un peu déli
at. Plus simple : le faire seulement sur le tore (muni de la métrique

produit de deux 
er
les).

Preuve du théorème. On pose g = e2ug0, il faut don
 résoudre le problème suivant :

∆0u = Ke2u −K0 ,

appelée parfois équation de Liouville (importante en physique). Soit (E), où ∆0 est le Lapla
ien de g0 et K0 est

sa 
ourbure.

On introduit deux fon
tionnelles :

F (u) =

∫

S

‖D0u‖
2 + 2K0uda0, G(u) =

∫

S

e2uKda0 .

Soit u ∈ H ′
. On remarque que d'après l'inégalité de Poin
aré :

‖D0u‖
2
2 ≥ (1/c)‖u‖22 ,

si bien que :

F (u) ≥ (1/c)‖u‖22 + 2〈K0, u〉2 ≥ −c‖K0‖
2
2 .

Ainsi F est minorée sur H ′
.

Soit u une solution de (E), on devrait avoir :

G(u) =

∫

S

K0da0 = 2πχ(S) ,

si bien qu'on 
her
he des minima de F sur l'hypersurfa
e G(u) = 2πχ(S). Pour un tel minimum, on doit avoir

pour toute fon
tion v ∈ H :

dFu(v) = λdGu(v) ,
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soit, par intégration par parties :

∫

S

(∆0u+K0 − λe2uK)vda0 = 0 .

Mais par Gauss-Bonnet on devrait don
 avoir λ = 1. Il su�t don
 de trouver un minimum de F ave
G = 2πχ(S).
Comme K < 0, il existe a ∈ H telle que G(a) = 2πχ(S). Soit m := F (a), on pose :

B := {u ∈ H, F (u) ≤ m ∧ G(u) = 2πχ(S)} .

Alors par 
onstru
tion B est non vide.

De plus, F est bornée inférieurement sur B. En e�et, pour tout u ∈ H , on peut é
rire u = u+ u′, où u est

la moyenne de u est u′ ∈ H ′
, et alors G(u) = e2uG(u′), si bien que G(u′) = e−2u2πχ(S). Mais

|G(u′)| =

∫

e2u
′

|K|da0

≥ inf |K|

∫

e2u
′

da0

≥ inf |K|

∫

1 + 2u′da0

≥ A(S, g0) inf |K| .

et

e−2u2π|χ(S)| ≥ A(S, g0) inf |K| .

Don
 u est majoré sur B.
Comme F (u) = 4πχ(S)u+ F (u′) et F est minorée sur H ′

, on voit que F est minorée sur B.
Il existe don
 une suite minimisante (un), qui 
onverge vers la borne inf de F sur B.
Montrons maintenant que B est borné dans H . On remarque d'abord que, sur B, on a :

G(u) = e2uG(u′) = 2πχ(S) .

don
 la minoration de |G(u′)| implique une majoration de u sur B. Comme on a sur B :

F (u) = 4πχ(S)u+ F (u′) ≤ m ,

on a :

F (u′) ≤ m+ 4π|χ(S)|u ,

et il su�t de minorer F (u′) par une 
onstante fois ‖u′‖H . Mais

F (u′) = ‖D0u‖
2 + 2〈K0, u〉

≥ (1/2)‖D0u‖
2 + (1/2c)‖u‖2 + 2〈K0, u〉

≥ λ‖u‖2H + (1/4c)‖u‖2 + 2〈K0, u〉

≥ λ‖u‖2H − C ,

pour un 
ertain λ > 0 et un C ∈ R, 
e qui montre bien que B est borné dans H .

Don
 B est faiblement 
ompa
t, et (un) 
onverge (après extra
tion d'une sous-suite) vers une limite u0.
Comme G est faiblement 
ontinue, G(u0) = 2πχ(S), et don
, d'après les arguments donnés plus haut, u0 est

une solution faible de (E).

En fait u0 est régulière (régularité elliptique) don
 
'est une solution forte de (E).

Uni
ité : 
'est une 
onséquen
e du prin
ipe du maximum. On suppose qu'il existe deux solutions u1, u2
distin
tes, et on 
onsidère le maximum de u1 − u2 ; on 
onstate qu'il ne peut pas être positif, sinon on aurait

K(e2u1 − e2u2) qui serait négatif. De même le minimum ne peut pas être négatif.

NB Il existe une autre manière (plus an
ienne, essentiellement due à Riemann/Poin
aré) de voir 
e théorème,

en termes de surfa
es 
omplexes. Dans 
et autre appro
he on se 
ontente de montrer que le revêtement universel

de 
es surfa
es (munie d'une stru
ture 
omplexe) est le disque unité de C.
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5.10 Retour sur l'espa
e de Tei
hmüller

Dé�nition D'après le résultat pré
édent, l'espa
e de Tei
hmüller de genre g, Tg, est l'espa
e des stru
tures


onformes, toujours modulo les di�éos isotopes à l'identité.

Théorème Tg est une boule de dimension 6g − 6.

Prin
ipe de la preuve. On se limite à montrer que 
et espa
e est 
onnexe et simplement 
onnexe. Le

fait que 
'est R
6g−6

suit alors des arguments pré
édents basés sur la dé
omposition en pantalons des surfa
es

hyperboliques.

Dé�nition On note Cg l'espa
e des stru
tures 
onformes (sans faire le quotient par les isotopies).

Lemme Cg est 
ontra
tile.

Preuve Soit c1 ∈ Cg, on dé�nit une 
ontra
tion de Cg sur c1 par une 
onstru
tion bary
entrique, soit φt, t ∈
[0, 1], ave
 φt(c) = tc1 +(1− t)c. On remarque que, pour tout t, φt(c) est une stru
ture 
onforme sur la surfa
e.

NB En parti
ulier, Cg est 
onnexe et simplement 
onnexe.

Lemme Diff0 est simplement 
onnexe.

Preuve Admis i
i, lemme topologique pas trivial !

Lemme Le quotient d'un espa
e simplement 
onnexe par un groupe 
onnexe et simplement 
onnexe est

simplement 
onnexe.

Preuve Admis i
i, pas très étonnant mais la di�
ulté te
hnique i
i provient du fait que les deux sont de

dimension in�nie.

Preuve du théorème. Suit des arguments pré
édents 
ar on fait le quotient de Cg, qui est simplement


onnexe, par Diff0, qui est aussi simplement 
onnexe.

Théorème Mg = Tg/Γ, où Γ = Diff(S)/Diff0(S).

Preuve Par 
onstru
tion !

Dé�nition Diff(S)/Diff0(S) est appelé le groupe modulaire.

Remarque Pour une surfa
e de genre quel
onque, le groupe modulaire est 
ompliqué ! C'est même un objet

d'étude important. Mais il est simple pour le tore, dans 
e 
as 
'est PSL(2,Z), 
f. les exer
i
es.

Remarque On peut aussi 
onsidérer les espa
es de métriques hyperboliques sur les surfa
es à bord, ou sur

les surfa
es munies de points distingués. Pour les surfa
es à bord on se limite en général aux métriques pour

lesquelles le bord est géodésique. Pour les métriques ave
 des points distingués, on 
onsidère des métriques

hyperboliques 
omplètes sur le 
omplémentaire des points, et d'aire �nie.

Exer
i
es



Chapitre 6

L'espa
e hyperbolique

Motivations

Après avoir bien 
ompris la géométrie du plan hyperbolique, on va dé
rire l'espa
e hyperbolique de dimension

3. Une partie de la des
ription est presque la même que pour le plan hyperbolique, en parti
ulier tout 
e qui


on
erne les di�érents modèles. Ce
i se généralisera d'ailleurs sans au
un mal aux dimensions supérieures.

Par 
ontre, l'analyse du groupe des isométries est di�érente ; là où apparaissait PSL(2,R) en dimension 2,

on va voir apparaître PSL(2,C) en dimension 3. L'une des manières de l'expliquer est en reféren
e à l'a
tion

de groupe des isométries sur le bord à l'in�ni.

6.1 Les prin
ipaux modèles

L'espa
e de Minkowski de dimension 4 C'est le 
adre �réel� de la relativité restreinte.

Le modèle de l'hyperboloïde

Propriété Les géodésiques sont les interse
tions ave
 les 2-plans de type temps 
ontenant 0.

Preuve Par utilisation du 
as de la dim 2 dans un plan.

Le groupe des isométries

Dé�nition On note O(3, 1) le groupe des isométries de R
4
1 qui préserve l'origine, SO(3, 1) le sous-groupe

des éléments qui préservent l'orientation, et O+(3, 1) le sous-groupe des éléments pour lesquels la première


oordonnée de l'image de (1, 0, 0, 0) est positive.

Propriété O+(3, 1) agit transitivement sur les repères orthonormés de H3
.

Lemme H3
est homogène et isotrope, i.e. on �voit� la même 
hose où qu'on soit et quelque soit la dire
tion

dans laquelle on regarde.

Preuve Par l'a
tion du groupe des isométries.

Le modèle proje
tif La métrique s'é
rit :

dr2

(1− r2)2
+

hr
1− r2

39
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Propriété Les géodésiques sont les segments.

Le disque de Poin
aré C'est maintenant une boule, on l'appelle en
ore �disque� par habitude... La métrique

est :

4

(1− r2)2
(dx2 + dy2 + dz2)

Propriété Les géodésiques sont les demi-
er
les orthogonaux au bord et les segments passant par 0

Preuve Par utilisation du 
as de la dim 2 dans un plan.

Le demi-espa
e de Poin
aré

Dé�nition Il est obtenu à partir du disque de Poin
aré, mais on n'a plus d'interprétation 
omplexe, on se


ontente de faire une inversion :

ρ : D3 → R
3
+

v 7→ (0,0,1)−v

‖v−(0,0,1)‖2 − (0, 0, 1/2) .

On véri�e que 
ette appli
ation est bien à valeurs dans R
3
+, 
ar la 
oordonnée suivant z de ρ(v) est nulle ssi

‖v‖ = 1, et on 
onstate que l'image de 0 est bien dans le bon demi-espa
e.

Propriété Les géodésiques sont les demi-
er
les orthogonaux au bord et les demi-droites verti
ales.

Métrique, 
onnexion, 
ourbure Les dé�nitions sont analogues à 
elle du plan hyperbolique. L'opérateur

de 
ourbure est en
ore antisymétrique par rapport à (x, y) et à (z, t), et symétrique par rapport à l'é
hange de

(x, y) et de (z, t). On parle de tenseur de 
ourbure de Riemann.

Dans une base orthonormée (u, v, w), on a :

〈Ru,vv, u〉 = −1 ,

〈Ru,vu,w〉 = 0 ,

les autres valeurs s'en déduisent.

Preuve On se ramène au plan hyperbolique en 
hoisissant u, v, symétriques par rapport à un plan totalement

géodésique (par exemple un plan verti
al dans le modèle du demi-espa
e).

NB Vraiment inventé par Riemann, en même temps que la notion de variété, dans le 
adre général des variétés

riemanniennes. !

Dé�nition Courbure se
tionnelle d'une variété riemannienne :

K(P ) = 〈Ru,vv, u〉 ,

où (u, v) forme un repère orthonormé de P , qui est un 2-plan dans l'espa
e tangent en un point.

'Ainsi l'espa
e hyperbolique est à 
ourbure se
tionnelle 
onstante égale à −1.

Plans géodésiques. Ce sont des plans dans lesquels �restent� les géodésiques qui en partent en étant tangent

(
omme dans l'espa
e eu
lidien). L'existen
e de 
es plans suit du modèle proje
tif. Par 
haque x et 
haque plan

dans TxH
3
il passe exa
tement un plan totalement géodésique.

Dans le modèle du demi-espa
e de Poin
aré, 
orrespondent aux demi-plans verti
aux et aux demi-sphères


entrées sur z = 0.



6.2. LES ISOMÉTRIES COMME TRANSFORMATIONS PROJECTIVES COMPLEXES 41

Champs de Ja
obi. Comme dans le 
as du plan. On en déduit l'existen
e de géodésiques asymptotiques, et

on peut dé�nir le bord à l'in�ni 
omme quotient.

Géodésiques asymptotiques Comme dans le 
as du plan. On en déduit une dé�nition possible du bord à

l'in�ni.

Le bord à l'in�ni On peut le voir dans n'importe lequel des 3 modèles.

Propriété Les géodésiques de H3
sont uniquement déterminées par leurs extrémités, qui sont des points

distin
ts dans ∂∞H
3
.

6.2 Les isométries 
omme transformations proje
tives 
omplexes

Dé�nition CP 1

omme l'espa
e proje
tif sur C

2
.

Dé�nition Une transformation proje
tive 
omplexe sur CP 1
est l'appli
ation induite sur CP 1

par une ap-

pli
ation 
omplexe linéaire inversible sur C
2
.

NB On a une identi�
ation naturelle de CP 1
privé d'un point ave
 C, par l'appli
ation [z1, z2] 7→ z1/z2. Dans

C, les appli
ations proje
tives 
omplexes agissent par :

z 7→
az + b

cz + d
,

ave
 a, b, c, d ∈ C.

Lemme On peut identi�er CP 1
ave
 S2

, ave
 sa stru
ture 
onforme usuelle.

Preuve Par dé�nition, CP 1 := C
2/C∗

, qui s'identi�e ave
 C ∪ {∞}. Puis on identi�e de manière 
onforme

C ave
 la sphère privée d'un point par la proje
tion stéréographique. D'où une appli
ation 
omplexe de C dans

S2
par le théorème de Riemann (e�a
ement des singularités).

Propriété Les transformation proje
tives 
omplexes agissent sur S2
en préservant la stru
ture 
omplexe et

les 
er
les. Par 
ontre, ça ne préserve pas du tout la �taille� des 
er
les.

Preuve Un 
al
ul à faire (admis i
i, pas le temps).

Exemple Les homothéties sont proje
tives 
onformes. De même pour les inversions, i.e. z 7→ 1/z.

Lemme Une transformation 
omplexe bije
tive de CP 1
dans lui-même est une transformation proje
tive


omplexe.

Preuve En 
omposant par une transformation proje
tive 
omplexe, on peut se ramener à l'étude d'une trans-

formation 
omplexe u qui �xe 0 et ∞. Posons :

v(z) :=
1

u(1/z)
,

alors v �xe en
ore 0 et ∞ et on a un développement :

v(z) = v1z + v2z
2 + · · ·

ave
 v1 6= 0 
ar v est bije
tive au voisinage de 0. Don
 lim0 v(z)/z = v1, don
 lim0 zu(1/z) = 1/v1, don

lim∞ u(z)/z = 1/v1. Don
 u(z)/z est une fon
tion holomorphe bornée, don
 elle est 
onstante, et don
 u(z) = az
est une transformation proje
tive 
omplexe.
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NB Attention les transformations 
onformes ne sont pas toujours 
omplexes, 
'est vrai ssi elles préservent

l'orientation. Sinon elles sont anti-holomorphes.

Remarque On peut identi�er le bord à l'in�ni de H3
ave
 CP 1 = S2

� dans n'importe lequel des 3 modèles :

proje
tif, disque de Poin
aré, demi-espa
e de Poin
aré. En e�et :

� le bord est muni, dans 
ha
un des modèles, d'une stru
ture 
onforme, et 
es stru
tures 
onformes sont les

mêmes ;

� les isométries agissent en préservant 
ette stru
ture 
onforme, 
'est 
lair en parti
ulier dans les modèles

de Poin
aré.

Lemme Les a
tion sur le bord à l'in�ni des isométries préservant l'orientation sont exa
tement les transfor-

mations proje
tives 
omplexes.

Preuve On sait que les a
tions à l'in�ni des isométries sont des transformations 
onformes, 
omplexes si elles

préservent l'orientation. Ce sont don
 des transformations proje
tives 
omplexes. Ré
iproquement on véri�e

dire
tement, en utilisant un modèle, que les transformations proje
tives 
omplexes sont les valeurs au bord des

isométries de H3
.

Propriété Une isométrie hyperbolique est uniquement déterminée par l'image de trois points à l'in�ni.

Preuve C'est une propriété des transformations proje
tives 
omplexes, on peut 
onsidérer l'image des points

0, 1,∞. Pour le montrer, on remarque que si on 
onnaît l'image de 
es trois points � soit 0 = [0, 1], 1 =
[1, 1],∞ = [1, 0] � par une matri
e 2× 2 de déterminant 1, on peut retrouver la matri
e.

6.3 Plans géodésiques

Dé�nition Dans le modèle de Poin
aré, 
e sont les interse
tions de H2
ave
 les plans de dimension 3 
ontenant

0.

Propriété Dans un plan géodésique P , deux points quel
onques sont joints par une unique géodésique qui

reste dans P . Toute géodésique dont les extrémités sont dans un plan géodésique est elle-même dans 
e plan.

Preuve Par dé�nition dans le modèle de Minkowski.

Propriété Dans le modèle proje
tif, les plans géodésiques sont les interse
tions de la boule ave
 les plans

eu
lidiens.

Propriété Dans le modèle du disque de Poin
aré (resp. du demi-espa
e), les plans géodésiques sont les demi-

sphères orthogonales au bord (resp. les demi-sphères ou demi-plans orthogonaux au bord).

Propriété Chaque plan géodésique, muni de sa métrique induite, est isométrique au plan hyperbolique.

6.4 Fon
tions de Busemann, horosphères

Dé�nition Fon
tions de Buseman : dé�nies 
omme dans le plan hyperbolique.

Dé�nition Les horosphères sont les surfa
es de niveau des fon
tions de Busemann.

Propriété Dans le modèle du disque de Poin
aré, 
e sont les sphères tangentes au bord. Dans le demi-espa
e

de Poin
aré, 
e sont les plans horizontaux et les sphères tangentes au bord.
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Propriété 
haque horosphère, munie de sa métrique induite, est isométrique au plan eu
lidien.

Preuve Dans le demi-espa
e de Poin
aré.
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Chapitre 7

Introdu
tion aux variétés hyperboliques

de dimension 3

Motivations

Dé�nition. Une variété hyperbolique est une variété munie d'une métrique lo
alement isométrique à l'espa
e

hyperbolique.

Propriété Toute variété hyperbolique 
omplète est le quotient de l'espa
e hyperbolique par un groupe d'i-

sométries qui agit isométriquement.

Un exemple expli
ite de variété hyperbolique 
ompa
te.

Une 
onstru
tion moins expli
ite mais plus générale.

Expli
ation. C'est di�
ile de trouver des exemples à 
ause du théorème de rigidité de Mostow : si une variété

hyperbolique admet une métrique hyperbolique, alors elle est unique.

Conditions topologiques.

La 
onje
ture d'hyperbolisation de Thurston.

Variétés 
onvexe 
o-
ompa
tes Dé�nition ; espa
e de déformations ; stru
tures géométriques sur le bord à

l'in�n ; relation ave
 la théorie de Tei
hmüller.

7.1 Propriétés de base

Dé�nition Une variété hyperbolique (de dim 3) est une variété munie d'une métrique lo
alement isométrique

à 
elle de l'espa
e hyperbolique (de dim 3).

Théorème Les variétés hyperboliques 
omplètes sont des quotients de H3
par un sous-groupe dis
ret de

PSL(2,C).

7.2 Comment 
onstruire des variétés hyperboliques fermées

C'est assez di�
ile de 
onstruire des exemples de variété hyperboliques de dimension 3 fermées ! Deux

appro
hes : par une 
onstru
tion géométrique, ou par une 
onstru
tion arithmétique. On va voir un exemple de


onstru
tion géométrique, il y en a d'autres.

45
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Les dodé
aèdres hyperboliques réguliers.

Propriété Les angles dièdres du dodé
aèdre régulier (eu
lidien) sont supérieurs à 2π/5.

Preuve On 
onsidère leur link, 
'est un triangle sphérique dont les arêtes sont de longueur 3π/5, 
ar les fa
es
ont des angles extérieurs égaux à π/5 par Gauss-Bonnet. On utilise ensuite la formule de géométrie du triangle

sphérique :

cos(a) = cos(b) cos(c) + cos(α) sin(b) sin(c) .

Propriété Les angles dièdres du dodé
aèdre régulier idéal (hyperbolique) sont égaux à π/3.

Preuve On 
onsidère leur link, i.e. l'interse
tion d'un voisinage d'un sommet ave
 l'horosphère 
orrespondante,

qui est un plan eu
lidien. C'est un triangle équilatéral, don
 ses angles sont égaux à π/3.

Corollaire Il existe un dodé
aèdre régulier hyperbolique dont les angles dièdres sont égaux à 2π/5.

Propriété Il existe un re
ollement des fa
es (opposées) de 
e polyèdre qui 
onduit à une variété hyperbolique

fermée.

Prin
ipe de la 
onstru
tion : On doit regrouper les arêtes en 6 groupes de 5, de manière que l'angle total

soit 2π. Il suit né
essairement que l'objet re
ollé est une variété, 
onsidérer pour 
ela le link d'un sommet. On

se base pour le re
ollement sur le diagramme suivant...

Tru
 pour retrouver le re
ollement : on 
hoisit une arête orientée e1, on fait un virage à gau
he puis un à

droite et on trouve une arête orientée e2, un virage à gau
he puis un à droite et on trouve e3, et
. Ainsi e6 = e1.
Puis on repète pour les 6 autres groupes d'arêtes.

7.3 Conditions topologiques, la 
onje
ture d'hyperbolisation

Surfa
es minimales

Dé�nition Ce sont les surfa
es dont la 
ourbure moyenne est nulle.

Propriété La métrique induite sur une surfa
e minimale dans une variété hyperbolique est à 
ourbureK ≤ −1.

Corollaire Une surfa
e minimale ne peut être ni une sphère, ni un tore.

Propriété Une surfa
e qui minimise son aire parmi les surfa
es qui lui sont homotopes est minimale.

Preuve On 
al
ule la variation première de l'aire lors d'une déformation normale de la surfa
e, on trouve que


'est proportionnel à fH , où f est l'ampleur de la déformation et H est la 
ourbure moyenne.

Dé�nition Tores in
ompressibles.

Théorème Dans toute 
lasse d'homotopie de tores in
ompressibles, dans une variété de dimension 3, il en
existe un qui est minimale.

Théorème Toute 
lasse d'homotopie de sphère plongée qui ne borde pas une boule 
ontient une surfa
e

minimale.

NB Généralisation de l'existen
e d'une géodésique dans une 
lasse d'homotopie de 
ourbes sur une surfa
e.
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NB C'est basé sur un résultat déli
at, admis i
i. C'est vrai en dimension au plus 7.

Exemple Somme 
onnexe de deux variétés ; exemple du tore de dimension 3, qui 
ontient des tores pas

in
ompressibles.

Corollaire Dans une variété hyperbolique de dimension 3, toute sphère doit border une boule, et tout tore

doit être �
ompressible�.

Exemple Somme 
onnexe de deux variétés ; exemple du tore de dimension 3, qui 
ontient des tores pas

in
ompressibles.

Dé
ompositions de variétés. Existen
e d'une unique dé
omposition d'une variété de dimension 3 fermée

en somme 
onnexe de variétés irrédu
tibles et de S1 × S2
.

7.4 Les prin
ipaux énon
és

Théorème Si une variété fermée de dimension n ≥ 3 admet une métrique hyperbolique, elle est unique.

NB Contraste ave
 la dim 2, et aussi ave
 les métriques plates. Valable aussi pour les métriques hyperboliques

de volume �ni.

Dé�nition Une variété et atoroidale si son groupe fondamental ne 
ontient pas de Z× Z.

NB relation ave
 existen
e de tore plongé / immergé.

Théorème Une variété fermée de dim 3, irrédu
tible et atoroidale, admet une métrique hyperbolique.

Ref Perelman, Thurston.

NB Cas parti
ulier d'une 
onje
ture plus générale, de �géométrisation� des variétés irrédu
tibles de dimension

3.

7.5 Variétés 
onvexe 
o-
ompa
tes

Dé�nition Variété à bord.

Dé�nition Convexe dans une variété hyperbolique.

NB Une petite boule n'est pas 
onvexe (sauf si la topologie est triviale).

Dé�nition Une variété hyperbolique 
onvexe 
o-
ompa
te est une variétéM homéomorphe à l'intérieur d'une

variété à bord, munie d'une métrique hyperbolique 
omplète, qui 
ontient un 
ompa
t 
onvexe non vide.
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Figure 7.1 � Identi�
ation des fa
es.
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