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1. Soient X et Y deux champs de vecteurs réguliers sur R?.

(1) Soit m € R3. Montrer qu’il existe un intervalle / C R contenant 0, un
voisinage U de m et une famille & un paramétres (¢ ):cr telle que pour tout
t, ¢; est un diffeomorphisme local de U dans R? et que, pour tout ¢ € I et

tout p € U,
o) =p. P x(o)) .
(2) On pose
Ly - 00

Expliciter une relation simple entre LxY et [X,Y].
(3) En déduire une description géométrique de [X,Y].
2. Soient X et Y deux champs de vecteurs sur R? qui sont en chaque point linéaire-
ment indépendants. Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes.
- [X,Y] € Vect(X,Y) en tout point,
— au voisinage de tout point m de R? il existe une surface contenant m et dont
le plan tangent contient X et Y.
Comment peut-on étendre ce résultat dans R¢ pour d > 47
3. Montrer 'identité de Jacobi : si X,Y, Z sont trois champs de vecteurs dans R3,
alors
(X [Y, 2] + [V, [2, X]| + [2,[X, Y]] = 0.
4. On considére la surface de révolution S paramétrée par
x = coshucosf, y=coshusinf, z=u,

ouu€R,deR.

1) Calculer la premiére et la deuxiéme forme fondamentale, la courbure de
Gauss et la courbure moyenne de S.

2) Déterminer par un argument géométrique quelle est 'intégrale sur S de sa
courbure de Gauss, et vérifier ainsi I’expression de la courbure de Gauss obtenue &
la question précédente.

3) Soient ay et fy donnés. Montrer que les courbes Cy, g, de S, images des droites
u = tan(ag)(0—6p), coupent les méridiens = constante suivant un angle constant.

4) Montrer que I’application de Gauss N : S — S? préserve les angles.
5. Déterminer les géodésiques de la sphére.



