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1. Métriques non réalisables dans R>. 1. Soit S une surface compacte dans R>.
Montrer qu’il existe au moins un point de S ou la courbure est strictement positive.
(On pourra considérer les points qui sont & distance maximale d’un point fixé.)

2. On considére le quotient T2 = R?/Z2. Montrer qu’on peut définir en chaque
point € T2 un plan tangent et un produit scalaire g, de maniére que la distance
obtenue soit localement isométrique & celle du plan euclidien.

3. Montrer que (T2, g) n’est pas isométrique & une surface dans R3,

2. Champs de Jacobi. Soit S une surface dans R?, et soit (¢s)sepo,1] une famille
a un paramétre de géodésiques paramétrées a vitesse constante c¢; : [0, L] — S,
de maniére que c4(t) soit réguliére en (s,t¢) et que la vitesse de c¢o soit 1. Soit
Y = (0cs(t)/05)|s—0, on dira que Y est un champ de Jacobi le long de co([0, L]).

1. Montrer que la composante de Y paralléle & cq est affine en t.

2. Montrer que la composante de Y orthogonale & ¢y satisfait I’équation différen-
tielle :

DeyyDeyy Y (£) + K(co(2))Y (1) =0 .

3. Soit Yy, Y1 € T, (0)S. Montrer qu’il existe un unique champ de Jacobi Y défini

le long de ¢o([0, L]) tel que Y(co(0)) = Yo et que Dy 0)Y = Yi.

3. Variation seconde de la longueur. Soit S une surface dans R3, soit c :
[0,L] — S une géodésique paramétrée a vitesse 1. On considére une fonction y :
[0,L] — R réguliére s’annulant en 0 et en L, et on pose Y (¢) = y(t)Jc(t) pour
t €0, L]

1. Montrer qu’il existe une famille & un paramétre (c;) de courbes sur S avec
co = ¢, (0cs(t))/0s)1s—0 = Y et cs(0) = ¢(0), cs(L) = ¢(L) pour tout s.

2. On pose L.(s) = L(cs). Montrer que L.(0) = 0.

3. Montrer que

L
L¢(0) :/O —y()(y" () + K (c(t))y(t))dt .

4. En déduire que, sur une surface a courbure négative ou nulle, les géodésiques
sont des minima locaux de la longueur parmi les courbes dont les extrémités sont
fixées.

5. Donner un énoncé analogue pour les géodésiques fermées.

6. Ceci reste-t-il vrai lorsque la courbure peut étre positive ?

4. Théoréme de Bonnet-Myers. On admettra que, sur une surface compléte,
tout couple de points peut étre joints par une géodésique de longueur minimale,
c’est-a-dire dont la longueur est égale & la distance entre ses extrémités. Montrer
que toute surface compléte S de courbure K > Ky, ou Ky > 0, est compacte, de
diamétre au plus 7/v/ K.



