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Exercice 1. Soit (V, ||.||) un espace vectoriel normé tel que la boule fermée
B(0, 1) de rayon 1 centrée en 0 dans V est compacte. Montrer que V est de
dimension finie.

Exercice 2. i) Notons f : [0,∞[→ R2 l’application définie par

f(x) =
(
x sin(x)
x+ 1

,
x cos(x)
x+ 1

)
pour tout x ∈ [0,∞[, et notons A = f([0,∞[) l’image de f dans R2 equipé de
la métrique euclidienne. Notons B = adh(A) l’adhérence de A. Déterminer
l’ensemble B \A. (On pourra faire un dessin !)

ii) Montrer que B est compact.

iii) Montrer que B est connexe.

iv) Montrer que B n’est pas connexe par arcs.

Exercice 3. i) On pose E = R[X], l’espace des polynômes à coefficients
réels. Pour P =

∑n
k=0 akX

k on note :

‖P‖1 =
n∑

k=0

|ak|, ‖P‖∞ =
n

max
k=0
|ak|, ‖P‖∗ = max{|P (t)|, 0 ≤ t ≤ 1} .

Montrer que ce sont des normes, et qu’elles sont deux à deux non équivalentes.
Indication : on pourra considérer Pn(t) = (t−1)n et Qn(t) = 1+ t+ · · ·+ tn.

ii) On chosit une suite (λn)n∈N de réels strictement positifs, et on lui
associe la fonction N : E → R+ définie par

N(
n∑

k=0

akX
k) =

n∑
k=0

λk|ak| .

Montrer que N est une norme sur E.

iii) Soit (λ′n)n∈N une autre suite, et N ′ la norme qui lui est associée de la
même manière. Montrer que N et N ′ sont équivalentes si et seulement si les
suites (λk/λ

′
k) et (λ′k/λk) sont bornées.

Exercice 4. Pour A ∈Mn(R) on pose : |||A||| =
√
tr(AtA). Montrer que

cela définit une norme sur Mn(R) et que, pour tout A ∈ Mn(R) et x ∈ Rn,
on a :

‖Ax‖ ≤ |||A|||.‖x‖ ,
où ‖x‖ désigne la norme euclidienne de x.
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