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1. Sei (2, &7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Zeigen Sie:

(i) Ist (X, )nen eine identisch verteilte Folge von Zufallsvariablen, so gilt
E|X;| < co = P(|X,| <n schlieflich) = 1.

(ii) Ist (X, )nen eine i.i.d. Folge von Zufallsvariablen, so gilt
E|Xi| < 00 <= P(|X,| >n immer wieder) = 0.

Hinweis: Leiten Sie zun#chst fiir eine beliebige Zufallsvariable X aus der Formel
E|X|= [[°P(|X| > t)dt ab, dass

Y P(X|>n) < E|IX|<) P(IX|>n).

n>1 n>0

2. Es sei (X, )nen eine i.i.d. Folge von Zufallsvariablen auf (2, o/, P). Man zeige:
Sind die X, exponentialverteilt zum Parameter o = 1, so gilt

X
P (limsup = 1) =1.
n—oo lOgMn

Hinweis: Verifizieren Sie zunéichst

0 fallse>1
P(Xn > clogn immer Wieder) = { alls ¢ ’

1 fallse<1.

3. Seien u, fi absolutstetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf R mit Dichtefunktionen f
und f. Dann heifit

- [ 1@ s sty ds, bow. HGiw) = [ Fo)tog? )
die Entropie von u, bzw. die relative Entropie von fi beziiglich pu.
(i) Ist u die Gleichverteilung auf [a, b], so gilt
H(jilp) =log(b — a) — H(f1)

fiir jedes fi, welches auf [a, b] konzentriert ist (d.h. f = 0 auf C[a, b]).
Bitte wenden



(ii) Ist p die Exponentialverteilung mit Parameter «, so gilt

H(filp) =1 —log(a) — H(R)

fiir jedes auf [0, 00) konzentrierte i mit Erwartungswert 1/a.

(iii) Ist p die Normalverteilung N (m,o?), so gilt
H(p|p) = log(vV2mo®e) — H(fi)
fiir jedes /i mit Erwartungswert m und Varianz o?.
4. Leiten Sie aus Aufgabe 3 die folgenden Aussagen ab:
(a) Unter allen absolutstetigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen i auf [a,b] hat die

Gleichverteilung maximale Entropie.

(b) Unter allen absolutstetigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen fi auf [0, 00) mit festem
Erwartungswert 1/« hat die Exponentialverteilung mit Parameter o maximale Entro-

pie.
(¢) Unter allen absolutstetigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen f auf R mit festem Er-

wartungswert m und fester Varianz o2 hat die Normalverteilung N (m, 0?) maximale
Entropie.

Hinweis: Zeigen Sie analog zum diskreten Fall: 0 < H(ji|u) < oo,
wobei H(fi|p) =0 <= i = p.
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