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1. Wéhrend des 2. Weltkriegs wurde das folgende Bluttest-Schema entwickelt, um bei mog-
lichst geringem Aufwand kranke Personen aus einer grofien Zahl N >> 1 von Soldaten
herauszufinden. Anstatt jede Person einzeln zu testen (N Tests) werden die Blutproben
von je k Personen zusammengeschiittet und untersucht. Ist das Ergebnis der “gepoolten”
Probe dann negativ, so sind £ Personen mit einem einzigen Test als gesund identifiziert.
Ist es aber positiv, muss jede der k& Personen dieser Gruppe einzeln getestet werden (ins-
gesamt k + 1 Tests). Man nimmt an, dass eine Person mit einer Wahrscheinlichkeit p < 1
krank ist und dass die Untersuchten unabhéngig voneinander krank bzw. gesund sind.

a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass eine gepoolte Stichprobe von & Personen
positiv ist, und berechnen Sie den Erwartungswert der Anzahl benétigter Tests als
Funktion von N, k£ und p (dabei nehmen wir an, dass N durch k teilbar ist).

b) Zeigen Sie, dass der Wert fiir £, der die zu erwartende Anzahl von Tests minimiert,
ungefihr bei 1/,/p liegt.

2. Es bezeichne S,, die Anzahl der “Kopfwiirfe” bei n-maligem unabhéingigen Werfen einer
fairen Miinze. Berechnen Sie obere Schranken fiir die Wahrscheinlichkeit

P12 1)
n 217 10
im Fall n = 1000 gemaf

a) Tschebychev-Ungleichung
b) Hoeffding-Ungleichung
c¢) Satz iiber grofie Abweichungen (Cramér-Transformierte).

3. (Die Uberlagerung unabhiingiger Poisson-verteilter ZV ist wieder Poisson-verteilt)
Seien X, X, unabhingig und Poisson-verteilt mit Parametern A\; bzw. \,, also

PX;=k)=e ™2 £=0,1,2,... (i=1,2).
Dann gilt:
a) X = X; + X, ist Poisson-verteilt mit Parameter A\; + As.
b) Die bedingte Verteilung P(X; = k| X = n) von X beziiglich des Ereignisses {X = n}
ist die Binomialverteilung mit Parametern p = A;/(A; + A2) und n.
4. (Geometrisches Mittel < Arithmetisches Mittel)

Zeigen Sie durch Anwendung der Jensenschen Ungleichung auf einem geeigneten Wahr-
scheinlichkeitsraum, dass fiir y1,... ,yp, > 0und g1, ..., pp > 0mit > | p; = 1 stets gilt:
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