DEUG MASS 2
MATHEMATIQUES

Devoir a rendre le 9 Janvier 2003

E désigne un espace euclidien de dimension finie.
1. Soit f € End(F) un endomorphisme de E. Montrer :

(a) Ker(fo ) =Ker(f);  (b) Tm(f* o f) = Ker(f)".
2. Soit f € End(E). On note Sp(f) C R I’ensemble des valeurs propres réelles de f.

Montrer les implications suivantes:

(a) f*=id = Sp(f) C {£1};
(b) f*=f = Sp(f) c {0,1};
(c) Im € N* tel que f™ =0 (c.a.d. f est nilpotent) = Sp(f) = {0};
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(d) f* o f =1id (c.a.d. f est une isométrie) = Sp(f) C {£1};
(e) f*=—f (c.a.d. f est anti-symétrique) = Sp(f) C {0};
)
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(f) 99 € End(FE) tel que f = g*og = Sp(f) C Ry ;
(g) dg € End(E) inversible tel que f = g* o g = Sp(f) C R, \ {0}.

3. Soit 0 # x € E. Soit 7,,: E — FE Dapplication linéaire définie par

(z,y)
(a) Montrer que 7,(z) = —z et que 7,|F = idp, ou F = {z}+.
(b) Montrer que 7, est une isométrie.
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(c) Montrer que 7, o 7, = id.
(d) Montrer que det(7,) = —1.

L’application 7, est appelée réflexion orthogonale par rapport a Uhyperplan F.

4. Soit f une isométrie de E. Montrer que les énoncés suivants sont équivalents:
(a) fof=—idg;
(b) Vx € E, f(z) L
() Vo,y € B, (f(2),y) = —(z, f(y));
(d) f est anti-symétrique.
5. Soit f: E — E une application non nécessairement linéaire.
(a) On suppose que f conserve le produit scalaire, c.a.d. Vz,y € E, (f(z), f(y)) = (z,y).
Montrer que f est linéaire.

(b) On suppose que f conserve les distances, c.a.d. Vz,y € E, ||f(z) — f()|l = ||z — y]l-
Montrer que g = f — f(0) est une isométrie de E.



