DEUG MASS 2
MATHEMATIQUES

Feuille d’exercices 3 2002-2003

. Lesquels des exemples (E, @, x) suivants sont des R-espaces vectoriels:
(a) BE:={z€eR:2>0}, z®y:=zy, Axz:=2" (x>0,y>0, A\€R).
(b) E:=R, z@y:=z+y—1, Axz:=Xx—A+1 (z,y,)€R).

. Soient F' et GG des sous-espaces vectoriels d’'un espace vectoriel E.
Montrer que si FUG = E, alors F = F ou G = E.

. Soient F, G, H des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E.
At-on FN(G+H)=(FNG)+ (FNH)?

. Dans I'espace vectoriel K*", on considere les sous-ensembles:

F = {(xla---axZn)EKQn|l‘1=$2=---:xn:0}
G = {(.’L’l,...,xgn)EKQn‘,’L‘i:xn+i pouri:l’_“’n}_

Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de K?* et en donner les dimensions
et des bases. Montrer que F & G = K"

. Considérer les sous-espaces vectoriels suivants de K":

F:={(a1,...,a,) e K" |y +--- 4+, =0}
G:={(a,...,a) e K" | a € K}.

Trouver une base de F', G, FNG et F + G.
. Soient
Sym,(K)={4 € M,(K) |*A= A}, Asym, (K)={A4¢€ M,(K)|'A=—-A}.

(a) Montrer que Sym, (K) et Asym,(K) sont des sous-espaces vectoriels de M, (K).
Calculer leurs dimensions.

(b) Montrer que M, (K) = Sym,, (K) @ Asym,,(K).

. Soient E un espace vectoriel sur K et x{,29,...,2, des vecteurs linéairement
indépendants de E.
(a) On pose v1 = 1, v9 = T1 + Z9,...,V, = T1 + --- + x,. Montrer que les vecteurs
v1, Vg, ..., VU, sont linéairement indépendants.
(b) On pose vy = x1 + xg, V9 = T3 + T3,...,U, = T, + x1. Les vecteurs vy, vs,..., v,

sont-ils linéairement indépendants ?

. Soient 1, ...,z, des vecteurs de R*, r < n, tels que z; # 0 et (z;,z;) = 0 pour i # j,
i,j € {1,...,r}. Montrer que x1, s, - .., x, sont linéairement indépendants.



9. Soient E un espace vectoriel sur K et z1,zo,...,x, des vecteurs linéairement indépen-

10.

dants de E.
(a) Soit x € E. Montrer que les vecteurs z1, xs, . .., Z,, T sont linéairement dépendants
si et seulement si x n’appartient pas au sous-espace vectoriel engendré par xi, o, ..., Zy,.
(b) Soit x = A\jxq + -+ 4+ Az, o A; € K pour ¢ = 1,...,n. Montrer que les vecteurs
r1—%,To—1x,...,%T,— sont linéairement dépendants si et seulement si A\;+---+ X, = 1.
Soient
1 0 1 0 0
ac—l x—O ac—_l a:—O etx—o
1 — 0 I 2 — 1 ’ 3 — 0 I 4 — 0 - 1
0 0 0 1 1

(a) Montrer que (1, T, T3, T4) est une base de R?.

(b) Echanger successivement chaque fois un des vecteurs z1, s, 3, 4 contre z, et exa-
miner dans chacun des quatre cas si la propriété de la base est conservé.



