DEUG MASS 2
MATHEMATIQUES

Feuille d’exercices 5 2002-2003

1. Soit f: R® — R3? l'application linéaire définie par
f(,y,2) = 2 +y,22 —y,z + 2).

a) Ecrire la matrice de f dans la base canonique (ey, €2, e3) de R3.

b) Montrer que les vecteurs v; = (2,1,—1), vo = (2,—1,2), v3 = (3,0,1) forment une
base de R3.

¢) Ecrire la matrice de f dans la base (vy, s, v3).
d) Déterminer Kerf et Imf.

2. Soit M = (CCL 2) une matrice de My(K) et soit f: My(K) — My(K) l'application
définie par f(A) = M A pour toute matrice A € My(K).
a) Montrer que f est une application linéaire. Pour quelles matrices M est-elle injective ?
b) Ecrire la matrice de f dans la base (E11, E12, Fa1, Fa9).
c) Déterminer Kerf et Imf.

3. a) Montrer que
Pol,(R) ={f: R — R | Jag, a1,--.,a, € R tels que f(t) =ag+art+---+ayt" Vt € R}
est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel F(R R) des fonctions de R dans R, et

montrer que (1,%,...,t") est une base de Pol,(R).
b) Soit D: Pol,(R) — Pol,_;(R) Papplication linéaire qui a tout f € Pol,(R) associe

’

sa derivée f' = L f € Pol,_;(R). Ecrire la matrice Agig de D dans les bases canoniques
(1,t,...,t") et (1,¢,...,t"" 1) de Pol,(R) et Pol, {(R) .

c¢) Soit I: Pol,_1(R) — Pol,(R) I"application linéaire définie par I(f)(t) = fotf(s) ds.
Ecrire la matrice Ajy; de I dans les bases canoniques de Pol,_;(R) et Pol,(R).
d) Vérifier que Ajnt Agif = Int1 € Mpi1(R) et Agig Aint = In € M, (R).

4. Soient F un K-espace vectoriel et f: F — E une application linéaire. On pose f° = Id
et f"= fo...of (nfois). Montrer que ’on a :
a) Ker(f") c Ker(f™") pour tout n > 0.
b) Si Ker(f") = Ker(f™*!) pour un n > 0, alors Ker(f*) = Ker(f**!) pour tout k& > n.
¢) Si z € Ker(f™*) \ Ker(f") pour un n > 0, alors les vecteurs z, f(z),..., f*(x) sont

linéairement indépendants (voir feuille 4, exercice 3).

5. Soit f: E — E une application linéaire telle que f? = 0. Montrer que
2dimIm(f) < dimE.



