DEUG MASS 2
MATHEMATIQUES

Feuille d’exercices 8 2002-2003

1. Soit E = M, (K) 'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K et
f: ExE—K, (A B)~—tr(AB).
(a) Montrer que (3 est une forme bilinéaire symétrique.
(b) Montrer que § est non dégénérée: si pour tout B € F on a 3(A, B) = 0, alors A = 0.
(c) Trouver 0 # A € E telle que $(A, A) = 0.

2. Soit E = M,(R) et 3: E x E — R définie par 5(A, B) = tr (*AB). Montrer que /3 est un
produit scalaire, c.a.d. (A, A) > 0, avec égalité si et seulement si A = 0.

3. Soit E un espace euclidien de dimension finie et P = P? € End(F) une projection.
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes:

(a) P est une projection orthogonale, c.a.d. KerP | ImP;
(b) @ :=idg — P est une projection orthogonale;
(c) (z, Py) (y, Px) pour tous z,y € F;
(d) A ="A ou A désigne la matrice de P dans une base orthonormée de FE;
(e) ||Pz]| < ||z|| pour tout z € E;
)
)

(f) Pz =>"._,(z,b;)b; pour tout € E ou (by,...,b,) est une base orthonormée de ImP;

(8) llo = Pall = min [lz —y]|.

4. Soit E l'espace euclidien des fonctions continues sur [0,1] a valeurs dans R muni du
produit scalaire (f|g) = fo

(a) Montrer que pour tout f € E, il existe des réels ag, by et ¢y uniques tels que:

/1 [f(z) = (ao +b0x+cox2)]2 dz < /1 [f(z) — (a+bx+cz2)}2 dx Va,b,ceR
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(b) Résoudre le probleme: min / [e™ — (a+ bz + 0332)]2 dz.
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5. Soit E l'espace vectoriel R[X]. On pose: S(P,Q) = / P(z)Q(x) dz pour P,Q € E.
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(a) Montrer que § est un produit scalaire.

(b) Pour tout entier n, on définit le polynéme L, (X) = (2"n!)'D*(X?~1)" ot D = d/dx
(les L, sont les polynémes de Legendre). Expliciter Lo, L1, Lo, Ls.

(c) Montrer que, pour tout n > 1, L, est orthogonal aux polynémes 1, X, ..., X" L.

(d) Montrer que la famille (L,)nen est une famille orthogonale de E.

(e) Orthonormaliser les polynomes 1, X, X%, X3 selon le procédé de Gram-Schmidt et
comparer le résultat avec Ly, Ly, Lo, L.



