DEUG MASS 2
MATHEMATIQUES

Feuille d’exercices 9 2002-2003

1. Soit E un espace euclidien de dimension finie et P € End(E) une projection, c.a.d.
P = P2 Montrer que P est une projection orthogonale (c.a.d. KerP L ImP) si et
seulement si P = P*.

2. Soit E un espace euclidien. Soit f € End(F) symétrique tel que (f(x),z) = 0 pour tout
x € E. Montrer que f = 0.

3. Soit F un espace euclidien de dimension finie et f un endomorphisme de E. On dit que
f est normal sil’ona fof*= f*of.
(a) Montrer que f est normal si et seulement si || f*(z)| = || f(z)|| pour tout x € E.

(b) Soit f normal.
Montrer que Ker(f — Aid) = Ker(f* — Aid) pour tout A € R, et que l'on a
Ker(f — Aid) L Ker(f — pid) si A # p.
Vérifier que Ker(f — \id)* est stable par f.

4. Soit F un espace euclidien de dimension finie et f un endomorphisme de E. On note
Sp(f) C R I'ensemble des valeurs propres de f.

Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes:

(a) f est symétrique et positif, c.a.d. (f(z),z) > 0 pour tout = € E.
(b) f est symétrique et Sp(f) C R,.

(c) Tl existe g € End(E) symétrique et positif, tel que f = ¢*.

(d) 1l existe g € End(F) symétrique, tel que f = ¢°.

(e) 1l existe h € End(FE), tel que f = h* o h.

5. Soit F un espace euclidien de dimension finie et soit f € End(F) symétrique et positif.
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes:

(a) f est inversible;

(b) Sp(f) C Ry \ {0};
(c) f est strictement positif , c.a.d. (f(z),z) > 0 pour tout 0 # = € E.

6. Soit E un espace euclidien de dimension finie. Soit GL(E) le groupe des isomorphismes
de Eet O(E) = {f € GL(E) | f*of =idg} le sous-groupe des isométries de E. Montrer
que pour f € GL(FE), il existe des isomorphismes uniques K, P € GL(F) tels que:

f=KoP; K eO(E) et P strictement positif.



