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1. Un étudiant peut répondre correctement a 18 questions sur les 20 questions d’un examen.

Comme il s’agit d’un tirage sans remise, il faut appliquer la loi hypergéométrique:

(D)0 )
/ k—1¢
H(k;mn)(l) = —4——~——2, (
n
(+
La note 20 lui sera attribuée, si et seulement si il donne une réponse correcte a 4 questions
choisies au hasard. Calculer la probabilité que ’étudiant ait la note 20.

=0,...,min(m, k).

La probabilité que I’étudiant ait la note 20 est donnée par
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Note. La modélisation avec une loi binémiale donne un résultat légerement différent. La prob-
abilité d’une réponse correcte & une question est alors égale & p := 18/20, et la probabilité de
£ réponses correctes, étant données k questions, s’écrit comme

B(k;p)(€) = (IZ) p'(1—p)".
La probabilité cherchée que I’étudiant ait la note 20 est donc
A = ({) o0 = (9) ~ 0.65.
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2. Le nombre n de poissons dans I’étang est inconnu. On effectue une premiere péche de m poissons

que I'on marque, puis que 1’on relache. Donc parmi les n poissons il y a m poissons marqués et
n — m non-marqués. Dans la deuxiéme péche on capture k truites. Soit 1’événement

Ay = “exactement ¢ truites parmi les k truites sont marquées”, ¢ =0,1,..., min(m, k).
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Alors on a

Pour £ =7, k =100 et m = 100,

Donc,
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Par conséquent,

Un > n1 <= (n —100)% > n(n — 193)
<= 10000 > Tn
10000
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On trouve que ¢, est maximale pour n = [7] = 1428.

3. Soient les événements A et B tels que P(AU B) = 0.85, P(4) = 0.7 et P(B) = 0.5.
Alors A et B sont indépendants. En fait, puisque
P(AUB) =P(A) + P(B) -P(ANB),
on a

P(AN B) =P(A) + P(B) = P(AUB) = 0.7+ 0.5 — 0.85 = 0.35 = P(4) - P(B).

4. (a) Une famille a deuz enfants dont une fille. Quelle est la probabilité que ’autre enfant soit
un gar¢on? On choisit I’espace probabilisé (Q2, Z(Q2),P) ou

Q:{(fhg)’ (faf)7 (gvf)v (979)}

et P est la loi uniforme. La probabilité cherchée est

P(A[B) ou A=A{(f.9), (9. )} et B={(f,9), (f,f), (9,/)}-

Donc,
CP(ANB)  2/4 2
PAIB) = "5 ~5a "5

(b) Une famille a deuz enfants. Le plus jeune est une fille. Quelle est la probabilité que l’ainé
soit un garcon? On cherche

P(A|B) ou A={(f,9)} et B=A{(f9), (f,/)}

Donc,
1
P(A|B) = 3

5. Considérons les événements

BV := “Bernard vient”,
BV® := “Bernard ne vient pas”,

BR := “Bernard arrive en retard”.
Alors:

P(“Bernard vient” | “Bernard arrive en retard”) = P(BV | BR)
B P(BR |BV) P(BV)
~ P(BR|BV)P(BV) + P(BR|BV®) P(BV°)
B 1/2 % 2/3
S 1/2x2/34+1x1/3

=1/2.



6. Appelons

E Tévénement “échouer 2 fois”,
A Tévénement “la personne a révisé ses cours”, et

B D’événement contraire de A.

La probabilité P(E|A) de “E sachant A” est 0.2 = 0.04. La probabilité P(E|B) de “E
sachant B” est 0.62 = 0.36. A priori, on suppose que la personne qui a échoué 2 fois & I’examen
a correctement révisé avec une probabilité de 0.5. On a donc P(A4) = P(B) = 0.5.

La formule de Bayes donne alors:

P(E | A)P(A) 0.04 x 0.5

= =0.1
(E|A)P(A) + P(E|B)P(B) _ 0.04 % 05+0.36 %05 °

P(A|E) =

Probabilité d’avoir révisé sachant que l'on a échoué 2 fois est 0.1. Probabilité de ne pas avoir
révisé sachant que 'on a échoué 2 fois est 0.9. Il y a donc une probabilité de 0.9 que la personne
n’ait pas révisé. Ce qu’elle dit est peu plausible!

7. Soit (2, .o/, P) un espace probabilisé.

(a)

Soient Ay, ..., A, € & tels que P (), A;) > 0. Alors, en particulier, P(4; N...NA) >0

pour tout £ < n. On veut démontrer:

P(A;N...NAp) = P(A) P(Ay | A1) P(A3 | Ay N As) - ... - P(Ap | A1 (... Apy),

c.a.d.

i=1

=1

On démontre cette propriété par récurrence. La formule est vraie pour n = 2:
P(Al n Ag) = P(A1> P(Ag ‘ Al) .
Supposons que la formule soit vraie au rang n. Alors

PAIN...NA 1) =P(A1N...NA,) - P41 |41 N...NAY)

= P(Ay)P(Az | A1) - ... - P(An | Ay O N Apey)  P(Angt | Ar ..

Soient By,..., B, € &, deux a deux disjoints, et P(B;) > 0 pour i = 1,...,n.
Soit A € o tel que P(A|By) =P(A|B3) =...=P(A]|B,). On note a := P(A| B;)
On veut démontrer :
P(A|ByU...UB,) =P(A|B)).
Preuve:

P(AN(ByU...UB,)
PA]B1 V... U By) = (IP’(Ble...UB) !

_P((ANBy)U...U(ANB,))
- P(B1U...UB,)

iIP’(AOBi) iP(A|Bi)]P’(Bi)
=1 _ =1

ZaP(Bi) ZP(B»

Y B(B) Y P(B)
i=1 =1

NA,)



8. Une féte a lieu dans les quatre salles I, II, ITI, IV d’un club étudiant. Une étudiante cherche un
autre étudiant. Elle sait que la probabilité que cet étudiant participe a la féte est égale a p, et
s’il attend, la probabilité d’étre dans une certaine piece est i.

Solution 1. Calculer directement

A Létudiant est & la féte: P(A) =p
B; L’étudiant est dans la i-eme piece: P(B; | A) =1, i=1,...,4

(a) P(B;) =P(B;NA)=P(B; | A)P(A) =4, i=1,23,4
(b) On trouve

P(B4 | (El ﬁ?g ﬂEg)) def P(B4 Q(EID PQD §3)) — _ P(§4) _
P(B; N B2 N Bs) P(B; N B2 N Bs)
_ P(le) DeMorgan IED(B4)
1-P(B1NB.NBs)  L1-P(B1UB2UBs)
P(By)

"~ 1—(P(B1) + P(Bs) + P(Bs))
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Solution 2. Formule de Bayes: Plus facile, en définissant les événements appropriés

B L’étudiant n’est pas dans les salles I, II, III
Ay, Ay L’étudiant est dans la i-eme piece, ¢ = 1,2,3,4
As L’étudiant n’est pas a la féte du tout.

Donc: A;NA; =0 (i#j)et U?Zl A; = Q (événement certain)

et P(B|A;)=0pouri=1,2,3 (parce que P(BNA;) =0)
P(B|A4) =P(B|As) =1 (parce que A; C B et alors P(BN A;) = P(A;) pour i = 4,5)

Finalement, par la formule de Bayes

P(A4)P(B| A L.1 P
P4, |B) = PO IA) AL b
SLPAEBIA) Doasio, A
7 =



