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. Le probléme de ’aiguille de Buffon (1777)
Un plan est strié de droites paralleles espacées d’une distance 1.

On lance au hasard une aiguille de longueur ¢ < 1. Avec quelle probabilité
I’aiguille coupe-t-elle une des droites?

La position de l'aiguille est donnée par les coordonnées
Y=y, ©=9 (yel0,1], ¥ € [-n/2,7/2]).

Hypothése Y est une variable uniforme sur [0, 1;
O est une variable uniforme sur [—7/2, 7/2[;
Y et O sont indépendantes.

Pour toute partie mesurable A de [—7/2,7/2[ x [0, 1[:

1 /2
P{(©,Y) e A} = %/0 / P 1409, y) dvdy = %l’aire de A.
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Une aiguille des coordonnées Y = y, © = ¢ coupe
la droite en bas, si y < gcos 9, et

la droite en haut, si 1 —y < gcos .



Donc, on obtient que

1 1 7\'/2
P{l’aiguille coupe une des droites} = 2 (/ / Iyt cos 9} (DY) dz?dy)
TJo Jomj2 O
/2
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2. Soit X le temps d’attente jusqu’a ce que la salle de bains soit libre. Alors X
suit une loi exponentielle de parametre a. Pour trouver «, on remarque que

1
E[X] = — = 20 min,
a
d’on
Alors .
P{X <t} = / ae”*¥ds = —e™ (t) =1—e
0

(a) Quelle est la probabilité que la salle de bains soit déja libre apres 10

minutes?
P{X <10} =1—e710/20 =1 _ 795 % 0.39



(b) Combien de temps faut-il attendre, afin d’étre siir que la salle de bains
est réellement libre avec une certitude de 90 %?

PX<T}=1-¢e12>09 = T/ 0.1
< —T/20 < log0.1
<~ T > —20log0.1 =~ 46.05
Par conséquent, on doit attendre environ 46 minutes (au moins!).
3. Soient Xi,...,X,, des v.a. indépendantes de méme loi. On note
F(t) :=P{X; <t}
la fonction de répartition (indépendante de ¢). On pose

M, := min X; et M*:= max X;,.
1<i<n 1<i<n

(a) On cherche les fonctions de répartition de M, et M*.
D’abord, en utilisant 'indépendance de X4, ..., X,,, on remarque que

P{M, >t} =P{X; >¢,...,X, >t}
=P{X; >t} -....P{X,, >t}
=(1-Fm)",

d’ou

D’autre part,

Fag-(t) = P{M* <t} = P{X; <, ...
<t

(b) Supposons que

—0o0

avec la densité f = fx, de X; (indépendante de ). Alors on trouve pour
la densité fy;, de M, que

Far(t) = SBOM. <1} =

De la méme fagon,

d d
Fa- () = ZP{M* <8} = ZF ()"

=nF(t)""" f(t)

—n </; £(s) ds)n_lf(t).



(¢) On trouve que

P{M, <z, M*" <y} =P{M" <y} -—P{M, >z, M* <y}
=F(y)" —P{M, >z, M* <y}.

Mais

P{M, >z, M"<y}=P{X; >z, X;<y, Vi=1,...,n}

[[P{z < X; <y}, siz<y

- i=1

0, sizx>y
_J(F) - F@)", siz<y
0, siz >y,

et donc

Fy)" - (F(y) - F(x))", siz<y

P{M, < z, M*<y}={ Fy)r, siz>y

4. Soit X une v.a. a valeurs réelles suivant la loi de Cauchy de densité

1
= eR.
Fx(@) r1+22)
(a) Montrer que 'espérance E[X] n’existe pas.
On a
L[ e
E|X| = dx = — d
Xl = [lalfx@de =~ [ A
2 o
2
wJo 1422
2 (1
> f/ —dr = +00,
), 2z
puisque

T 0 pour x >0,

— 2 1
1+ a2 . pour x > 1.
x

Par suite 1'espérance E[X] n’existe pas.

(b) Soit U une v.a. uniforme sur |—m/2,7/2[. On pose X =tanU. Alors
Ve eR, Fx(z)=P{X <z} =P{U <arctanz}

1 T 1 /7
= — [arctanx — (—f)] = — (f + arctanm)
T 2 T \2

1 /7 1 1
= - (f + arctanx) = — + — arctanu;
T \2 2 7



d’Ol\l, en dél"i\/an(,
= F = ( T ) s = R .

Donc X = tanU suit la loi de Cauchy.

(¢) Si X suit une loi de Cauchy, il en est de méme de 1/X.
On pose X* =1/tanU. Pour tout  # 0 on a

1 1 1
Fx-(x)=P <zp=PstanU > — » =P U > arctan —
tan U T T

1 1 1 1
= I—P{Ugarctan} = 3 arctan —.

T ™ T

Enfin,

d 1 1 1 1 1
J(2)=Lp <ab=—= L R
Vo0, fxe(@) dx {tanU 33} Ty, L ( x2) (14 x2)
22

On obtient que 1/tanU suit la méme loi que tanU. Il en résulte que si X
suit la loi de Cauchy, il en est de méme de 1/X.

5. Une variable aléatoire X & valeurs dans ]0,00[ est dite log-normale de
parametres (i, 02) (ou p réel, o > 0) si

Y =log X est N(u,o0?),

c.a.d. si

U log X —
o

est N(0,1).
(a) Soit z > 0. Alors

Fx(z) =P{X <z} =P{log X < logx}

:P{logX—u < log;v—u}

o o
_p {U < 10%%#}
o
] logz—p
_ e —t2/2
= e dt,
V2T J_so

c.a.d. la densité de X est donnée par

d logz — p\”
(@) = - Fx(o) = — =T e {—; (FEe=r) } 10, (@):

(b) Comme la variable U = 28X~ est N(0,1), on a

X =eUth  avec U ~ N(0,1).



Donc on obtient:

E[X] = /Re”“‘ fu(u) du

1 2
= — [ eTutHeT 2 gy
v 21 /R

—o)? 2
Gl 1 2 by,

1 —
=— ¢
\/27T/R

0_2 1 (ufa)2 0_2
:e“+77/6_Tdu:e“+7,
R

car

1 / —leel 1 / S di—1
— | e u=——1[¢e€ =1.
V2T Jr V2T Jr

De la méme fagon,
BLC] = [ () folwydu= [ A7 ) du = 2
et donc
var(X) = E[X?] - E[X]? = 21+20% _ o2uto® _ 2pto’ (6‘72 — 1).
(c) On alog X" =rlog X, ot log X ~ N(u,0?), et donc
log X" ~ N(rp,r?c?).

6. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de lois N(0,1). On a

1 2 1 2
—x°/2 _ —y/2
& ) & b)

o fy(v) or

et parce que X et Y sont indépendantes, le couple (X,Y") a pour densité

fx(z) =

T (@y) = fx(z) fr(y) = % e~ (@ +y%)/2.

(a) On cherche la densité f(g ey du couple (R,©) ou

Y
R:=+vX2+Y2 tan®© =

X

Y




Rappel (Coordonnées polaires dans R?) On écrit # = 7 cos ¥ et y = rsin ¥
avec r > 0 et ¥ € [—m, 7[. Alors

2?2+t =12 (cos2 9 + sin? 19) =72
y  sind

r  cos?¥
et I'on a la formule
j o(z,y) dedy = fj p(rcos ¥, rsind) rdrdd.
R2

Ry X [—7,7]

Pour toute fonction bornée continue ¢ sur ]0, co[ x [—m, 7| on a
E[4(R, 0)] / 6 (1, 9) im0 (r, ) drdo
=/ / \/Jv2 +y2,0(z,y ) fx ) (@,y) dedy

= ¢ (r,9) fixyy(rcosd,rsind) rdrdd
0 -7

i 1 2
= ¢ (r,9) — e " /2 rdrdd
0 —7 2m

On déduit que

1 2
f(R,@)(n 19) =—e" /2 T, (Ta 19) € ]07 OO[ X [_7T7 7T[,

2w
et d’ou
T T 1
)= | fine)(r?) dﬁ:[wge*TQ/Qrdﬂ
:(377‘2/21"7 7‘6]70’00[7
o0 1 00
:/ f(R@>(7”ﬂ9)d7“=f/ e "2 dr
0 ’ 27 Jo
1
= =g vl

On remarque que

f(R,@) (’I", 19) = fR(r) : f@(’ﬁ)a (T7 19) € ]05 OO[ X [_ﬂ-v 71'[,
par conséquent, les variables R et © sont indépendantes.

Conclusion (loi commune de R et ©)
Pour A :=[r1,72) CRy et B:=[¥1,03] C [-m,7[on a

P{R € A, G)EB}:/AfR(r)dr-/Bf@(ﬁ)ﬁ

T2 192
1
:/ e_rz/zrdw/ — dv
o) 91 27T

= (et - emrtr?) V2=t
2



(b) On a

P{R >t} = /°° fr(r)dr = /Ooef’”z/zrdr

= —6_7,2/2)00 = e_t2/27 t > 07
t

et donc
P{R?>t} =P{R >t} =e /2 t>0.

D’ou on obtient

d d
2(t) = —Fpe(t) = —P{R? < t
fro () = S Fra(t) = SPLR? <1}
_d 2 1 i
_dt(l P{R >t})—2€ , t>0,
et donc
Let/2 >0
2 (1) = 2 ’ = Y
Jre () {0 t<0.

Par conséquent, R? suit une loi exponentielle de parametre A = 1/2.
D’autre part, en utilisant que © suit la loi uniforme sur [—m, 7|, on a

]P’{tan@ <t 8] < g} = IP’{@ < arctant; |©] < g}

arctant + J

=——=  teR,
2 ’
et
T T
P{tan@gt; §< |O] <W}:P{®§arctant; 5 < O] <7r}
arctant + %
:72a tER,
2
et donc
tant 1
P{tan© <t} = ="' 4~ {€R,
™ 2
On déduit que
d 1d 1 1
mo(t) = —P{tan® <t} = — — arctant = — ——, teR.
frano(t) o {tan } 71_dtarcaun i S

Par conséquent, tan © suit la loi de Cauchy.

Remarque X/Y et Y/X ont évidement méme loi. Par conséquent,
I'inverse d’une variable de Cauchy est encore une variable de Cauchy.

(¢) 1. On obtient

E[R]:/ ]P’{R>t}dt:/ e_tz/thz\/?.
0 0 2



2. Evidemment, on a

2 2
a[X] gl X ] 1
R2 X24Y2 2
car

X2 Y2 X2 YQ
El———|=E|———— t E|—-—= El————| =1
LW+YJ LW+YJ ¢ h?+W}+ hﬂ+W}
3. D’autre part, supposons que ’esperance

dimisy)

existe. Rappelons que

: T, XY T, =2y
min(zx,y) = and max(z,y) =
Y Yysz Yy, y=u.
On a
min(X,Y) X Y
El——=%|=E|=1 —1
Lnax(X, Y)} {Y X<yt y {KX}}

X

X X
=2E {Y Iix<y et Y>0}] +2E {Y Tix<y et Y<o}

X

<2E {Y Tix<y et Y>()}]

X
=2E |:Y]l{))§<1 et Y>0}:|
® g X
-k [Y ]'{if(@}}
=E [(tan ©) 1{tan o<1}

1
1 ¢
— [ cipa-—
oo T 142

Pour () on a utilisé que

X X
E [Y]I{X@ ot Y>O}:| =E |:Y]l{§,(<1 ot Y<0}:| ’

car (X,Y) et (—X,—Y") ont méme loi.
D’autre part, en utilisant que

X [ X
E |:Y ]I{ng et Y<0}:| =E ?1{7X§7Y et Y<O}:|

X
=K ?l{ygx ot Y>O}:|

(X
=E _?1{1<§ ot Y>O}] ’




on a de méme facon,

[min(X7 Y)

X X
Inax()m] =2 |:Y]1{X<Y et Y>0}:| + 2E |:Y ]{XgY ot Y<O}:|

X X
-2 [YI{X<1 et Y>0}] 2k [Y]l{ls)}f et Y>0}}

X

Par conséquent,

| (20) ] -2 | (mm) | -
et donc .
5 | ey

n’existe pas.
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