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Uba, calcul intégral et équations différentielles

Feuille de TD n° 12 2004

1. (Zéros des solutions de y" + p(t)y’ + q(t)y = 0)
Soient I C R un intervalle et p,¢: I — R continues. On considere I’équation différentielle

(E) y'+pt)y +a(t)y=0.
(a) Montrer que les zéros éventuels d’une solution non-nulle de (E) sont isolés.
(b) Soient y; et y, deux solutions linéairement indépendantes de (E). Montrer qu’entre

deux zéros consécutifs de y; la solution ys s’annule exactement une fois.

2. (Zéros des solutions de y" + q(t)y = 0)
Soient I C R un intervalle et ¢: I — R continue. On considére ’équation différentielle

(E) y" +q(t)y = 0.

(a) Pour 7 = 1,2, on note y; une solution non-nulle de ’équation (E;) y" + ¢;(t)y = 0, ou
gi: I — R est continue, et ¢1(t) < ¢o(t) pour tout ¢t € I. On pose

W) = y1(8)ya(t) — v1 (£)y2(t).

i. Montrer que W est nulle sur I si et seulement si y; et ys sont proportionelles.

ii. Calculer W'. En déduire qu’entre deux zéros successifs de y;, ou bien ¥, s’annule,
ou bien W est identiquement nulle.

iii. En déduire qu’entre deux zéros consécutifs d’une solution non-nulle de (E;) toute
solution de (Ey) s’annule au moins une fois.

(b) On considére maintenant 1’équation différentielle
(%) y'+ (1 +e(t)y=0

ou ¢: R — R est une fonction continue qui tend vers 0 quand ¢ — 4o00. Vérifier que
tout solution non-nulle de (*) s’annule une infinité de fois, et montrer que le nombre
N(t) de zéros dans 'intervalle [0, t] est équivalent & ¢/7 quand ¢ tend vers +o0.

(c) On revient a 1’équation (E), que l'on considére sur I = [0,+oc[. On suppose que

qg>0et
¢
lim / Vq(s)ds = 400
0

t—+4o00

!
t
et que lim e(t) =0, ol € est la fonction définie sur I par €(t) = ﬂ
t—+o00 2q(t)3/2

i. En faisant le changement de variable ¢ — z(t) = f(f v/ q(s) ds, montrer que
I’équation (E) devient

(F) u" 4+ E(x)u' +u=0

ou € est a determiner.



ii. Soit u une solution de (F). Montrer qu’il est possible de faire le changement

u(t) =r(t)sinf(t), u'(t) =r(t)cosb(t), our(t):=/u(t)?+ v (t)2

Quelle est alors I’équation différentielle satisfaite par 6 ? En déduire que 0(t) ~ ¢
quand t — 400 et que le nombre de zéros de u dans [0, ] est équivalent a t/7.

iii. En déduire enfin que le nombre N(t) de zéros d’une solution réelle non-nulle
de (E), sous les hypothéses précédentes, vérifie

N(D) ~ /0 J/a(s) ds.

3. On considere le modele suivant d’évolution de 2 populations: les loups dont le nombre
vaut z(t) et les lapins dont le nombre vaut y(t),

{x'(t) = —2a(t) + 2y(t)

(E) y'(t) = —2x(t) + 3y(t).

(a) Calculer la solution du systéme (E) correspondant a la donnée initiale z(0) = zo,
y(0) = yo.

(b) Vérifier que z(t) — oo et y(t) — oo quand ¢t — oo, si Tg = Yo, mais z(t) — 0 et
y(t) — 0, si zg = 2yp.

4. (Systéme prédateurs-proies: modéle de Volterra-Lotka)
Soient a, b, ¢, d des réels strictement positifs. On considere le systeme différentiel

= ax—bry
(E) {' _

y = —cy+dzy

qui est censé modéliser 1’évolution du nombre z(t) de proies et y(t) de prédateurs dans
un ecosysteme donné.

(a) Montrer que, sous la condition initiale z(ty) = zo > 0 et y(ty) = yo > 0, ’équation (E)
admet une unique solution maximale ¢ — (z(),y(t)), qui est définie sur R entier et
qui reste strictement positive, c.a.d. z(¢) > 0 et y(¢) > 0 pour tout t € R.

(b) On découpe le premier quadrant en quatre régions: 1=1]0,c¢/d[ % ]0,a/b[,
IT = |e¢/d,+o0] X 10,a/b], II=]c/d,+oo[ x |a/b,+o0o[, IV =1]0,c/d[ x |a/b,+o0]|.
Montrer qu’une trajectoire issue de la région I passe nécessairement dans II, puis
dans III, dans IV et revient dans I.

(c) Montrer que la fonction F': (z,y) — dz—clnz+by—alny est une intégrale premiere.

(d) En déduire que les trajectoires sont périodiques, et calculer les valeurs moyennes de
x(t) et y(t) sur une période T'(zg, yo)-

(e) En utilisant la fonction F, montrer que T'(xg, y9) — +oo quand (zg,yo) — (0, 0).



