Licence de Mathématiques
MATH 6L20, Intégration probabilités

Devoir a rendre le Vendred:i 10 février

1. Soit (X,.#) un espace mesurable et (f,)n>1 une suite de fonctions mesurable sur X &
valeurs dans R. Montrer que les ensembles

A:={z € X: lim f,(x) existe dans R} et
n—oo

A:={z € X: lim f,(r) existe dans R} sont .#-mesurable.
n—0o0

2. Soit (X, 4, j1) un espace mesuré, (f,)n>1 une suite d’applications intégrables de X dans C
et f: X — C intégrable.

(a) Montrer que si lim /|fn — fldu =0, alors lim /\fn|d,u:/\f|du.
n—0o0 n—r0oQ
(b) On suppose que la suite (f,),>1 converge presque partout vers f.
Démontrer que si lim /|fn|d,u: / |f| du, alors lim /|fn — fldu=0.
n—o0 n—o0

(c) Sur lespace de Lebesgue (R, Z(R),\) définir une suite (f,),>1 de fonctions -
intégrables, convergeant simplement vers une application A-intégrable f telle que

lim /fn dp = /fd,u, et que la suite [ |f, — f| du ne tende pas vers 0.

n—oo

3. Montrer que la fonction gamma d’Euler

+o0
[(z) := / t"le tdt, x>0,
0

+o0
est de classe C® sur |0, +oof, et que I'™(z) = / t* Le ' (logt)™ dt pour n € N*.
0

4. Etudier la convergence de la suite

I,(a) := /[O,n] (1 - %)ne‘” dr, n e N,

selon les valeurs du parametre a € R.



