Licence de Mathématiques
MATH 6L20, Intégration probabilités

Dewvoir a rendre le Vendred: 17 Mars

1. Soit  une mesure o-finie sur (R*, Z(R")) et A € Z(R"). Montrer que la fonction suivante

est mesurable: )
R" =Ry, #rp(A+7).

2. Soit (X, ., ) un espace probabilisé et f: X — R mesurable. On note
FiR—R, F(t)=p{f<t},

la fonction de répartition de f. Montrer que, pour tout a > 0,
/ [F(t+a)— F(t)] dt = a.
R

3. (Théoréme de Fréchet-von Neumann-Jordan)

(a) Montrer qu’une norme || - || sur un espace vectoriel réel H est induite par un produit
scalaire (-, ) si et seulement si || - || satisfait I'identité du parallélogramme
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Indication: Si || - || est une norme satisfaisant I'identité du parallélogramme, poser
(u,v) == (J]lu+v|* = |lu — v||?) et montrer en suite que (u+ u',v) = (u,v) + (v, v)
et (qu,v) = alu,v) pour a = k274, on k€ Zet £ € N.

(b) Est-ce-que la norme || - ||; sur L'([0, 1], [0, 1], M\1][0,1]) est induite par un produit
scalaire ?

4. Soit (X,.#, 1) un espace mesuré et soit 1 < p < r < g < oo. Montrer que
LP(p) N L () C L7 (p).-

Indication : Vérifier que ||ul» < |lul]) - [Jull;™ Yu e LP(u) N LY (p),
avec A= (; —2)/(5 — ¢)-



