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1. Soient F et F' deux ensembles non vides et soit f: E — F une application.

(a) Montrer que si % est une tribu de parties de F' alors
fUF) ={f"(B): Be 7}

est une tribu de parties de E appelée tribu image réciproque de % par f. De plus,
f1(ZF) est la plus petite tribu sur F rendant f: (E, f (%)) — (F,.%) mesurable.

(b) Soit & une tribu sur E. Montrer sur un exemple que, en général,

f(&)={f(A): Ae &}

n’est pas une tribu sur F.

(¢) Soit & une tribu sur E. Montrer que
ZFi={BCF:f'(B)eé&}
est une tribu de parties de F' qu’on appelle tribu induite de & par f. De plus, # est

la plus grande tribu sur F' telle que f: (E,&) — (F, %) soit mesurable.
(d) Montrer que si 2 C Z(F), alorson a f *(0(2)) = o(f (2)).

2. (a) Montrer que & = {A € Z(R) | A= —A} est une tribusur Rou —A = {—a | a € A}.

(b) Caractériser les fonctions mesurables de (R, .o/) dans (R, &) et les fonctions mesu-

rables de (R, &) dans (R, Z(R)).

3. Soit X un ensemble non vide. On appelle partition de X une famille & = (P;);c; de
parties non vides de X telle que:

PNP=asii#j et |JP=X
i€l
(a) Soit & = (P;);er une partition de X. Caractériser :

(i) o(Z2) si I est fini ou infini dénombrable,
(ii) o(Z) si I est non dénombrable.

(b) Montrer que si . est une tribu sur X et si X est dénombrable (c.a.d. fini ou infini
dénombrable), alors il existe une partition & de X telle que A4 = o(2).

(¢) Montrer qu’il n’existe pas de tribu infinie dénombrable.



4. Soit & une algebre de Boole de parties d’'un ensemble X et soit pu: & — [0,00] une
application additive telle que p(X) < oo. Montrer que les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) u est o-additive, c.a.d. si (A,) est une suite d’ensembles de &/ deux & deux disjoints
dont la réunion U, A, appartient & &7, alors u(U,A,) = > p(Ay).

(b) p vérifie la propriété de la continuité croissante, c.a.d. si (A4,) est une suite croissante
telle que U, A,, € &7, alors
lim N(An) = /J'(UnAn)

n—00

(¢) p vérifie la propriété de la continuité décroissante, c.a.d. si (A,) est une suite
décroissante telle que N, A, € 7, alors

lim ,U'(An) = N’(ﬂnAn)

n—oo
(d) p est continue en @, c.a.d. si (A,) est une suite décroissante telle que N, A, = &, alors

lim u(A,) = 0.

n—oQ
Est-ce encore vrai sans faire I’hypothese pu(X) < 0o ?

5. Soit X un ensemble non dénombrable et & la tribu sur X engendrée par les single-
tons {z}, x € X. On définit P : &/ — [0, 1] par:

P(A) =

0 si A est dénombrable
1 si A est codénombrable (c.a.d. si A° est dénombrable).

Montrer que P est une mesure de probabilité sur (X, o).



