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1. Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires de carré intégrable et deux a deux non

corrélées, telles que — (var(Xy) + ...+ var(X,)) — 0 lorsque n — oo.
n

— 1
On définit X,, := —(X; + ...+ X,,). Montrer que, pour tout € > 0, on a
n

lim P{|X, — E(X,)| >¢} =0.

n—oo

2. Soient Xy,..., X, des v.a. indépendantes de méme loi et donc de méme fonction de
répartition F'.

(a) Trouver les fonctions de répartitions pour

M, = min X; et M"= max X;.

1<i<n 1<i<n

(b) Si F est absolument continue avec densité p, determiner les densités de M, et M*.

(¢) Trouver la loi commune de M, etM*, c.a.d.
P(M,<z,M*"<y), z,yeR

3. Pour tout n = 1,2,... soit (X, ;)1<i<i, une suite finie de v.a. (i3 < 4o < ...) sur un
espace probabilisé (2, &7, P).
(a) Toute X,,; est de Bernoulli, c.a.d. p,; :=P{X,; =1} =1 —P{X,; = 0}, telle que

max pp; — 0, quand n — +o0.
1<i<in

(b) Les v.a. Xp1,Xn2, .., Xn,, sont indépendantes pour tout n.

(c) Il existe A > 0 tel que py1 + ...+ Pns, — A, quand n — oco.

On pose S, = X1 + ...+ X,;,. Montrer que pour tout k € N on a:

e—/\ k
P{S, =k} —

X quand n — 4o0.

4. Une v.a. aléatoire X a valeurs dans ]0,00[ est dite suivre une loi log-normale de pa-
rametres (u, o) (u réel, o > 0) si Y = log X suit une loi N (y, o).

(a) Déterminer la fonction de répartition et la densité de X.

(b) Calculer E(X) et var(X).

(c) Si X suit une loi log-normale de parametres (u,o), alors X" (r > 0) suit une loi
log-normale de parametres (ru,ro).



. Une v.a. X a valeurs réelles est dite suivre une loi de Cauchy si elle est absolument
continue et admet pour densité

1

- R.
m(1+ z2)’ re

p(x)

(a) Montrer que espérance E(X) n’existe pas.

(b) Soit U une v.a. uniformément répartie sur |—7 /2, 7/2[. Alors X = tan U suit une loi
de Cauchy.

(c) Si X suit une loi de Cauchy, il en est de méme de 1/X.
. Soit (2, 27, P) un espace probabilisé.

(1) Si (Xp)nen est une suite de v.a. réelles de méme loi, alors on a:
E|X:| < co = P{|X,| <n finalement} = 1.

(ii) Si (Xp)nen est une suite de v.a. réelles indépendantes de méme loi, alors on a:
E|X:| < oo <= P{|X,| > n se réalise une infinité de fois} = 0.



