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1. Processus de Poisson
Désignons par N; le nombre aléatoire de certains événements qui se produisent dans un
intervalle de temps I C R, donné. Supposons que les v.a. N; a valeurs dans N vérifient
les propriétés suivantes:

(i) Laloide N; dépend seulement de la longueur |I| de I'intervalle I (et Ny = 0si |[I| = 0).

(ii) Les variables Nyp,,..., Ny sont indépendantes pour des intervalles Ir,..., I, C Ry
deux a deux disjoints.

La famille de v.a. {N; := Njgy : t > 0} est appelé processus de comptage. Montrer que
{N; : t > 0} est un processus de Poisson, c.a.d. il existe A > 0 tel que toute variable N;
suit une loi de Poisson de parametre \:

(At)"

P{N;, =n}=e ", n>0.
n.

Indication. Montrer les propriétés suivantes :

(a) Tl existe A > 0 tel que P{N; =0} = e~ .
(b) P{N, =1} = Ah + o(h) et P{N;, > 2} = o(h), lorsque h 0.

(¢) Pour P,(t) :==P{N,=n},n>1,0ona P/ (t) =—-AP,(t)+ A P,_1(t) ou P/ désigne la
dérivée a droite de P,.

2. Temps d’attente
Soit {NV; : t > 0} le processus de Poisson de parametre A, comme dans I’exercice 1. Pour
tout n € N, on note S,, = inf{t > 0: N; = n} l'instant ot se produit le n*™¢ top et
T, =S, — S 1 (n>1) la durée séparant le (n — 1)*™¢ du n'®™® top. Montrer que:

(a) Pourt >0, 0ona N, = 2@1 lis,<p = max{n >0: S5, <t}.

(b) Lasuite (7},) est formée de v.a. indépendantes, dont chacune suit une loi exponentielle
de parametre A.

(c) Pour tout n > 1, la variable S, suit une loi de gamma de parametre (n, \), c.a.d. une

loi de densité
/\n tnfl

fou(0) = Ty ¢ Loy

3. Paradoze de l’autobus
Soit {N; : t > 0} le processus de Poisson de parametre A, comme dans exercice 1.
Pour ¢ > 0, 'intervalle [Sy,, Sn,+1] de longueur Ty, contient t. Partageons l'intervalle
[Sn,; Sn,+1] en les deux intervalles partiels [Sy,, t| et [Sn,, Sn,+1] de longueurs respectives
T et T".

(a) Calculer la loi du couple (7", T").



(b) Montrer que 7" et T" sont indépendantes, et que 7" suit une loi exponentielle de
parameétre . Déterminer la loi de 7".
(c) Calculer E[T" +T"].

(d) Imaginons que les tops soient les arrivées successives d’un autobus. Un passager arrive
a I'arrét a l'instant ¢. Quelle est I’espérance de son temps d’attente ?



