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Feuille de TD n° 13 2006

1. Lot binomiale négative
Dans un jeu de pile ou face, la probabilité d’avoir pile est p, et celle d’avoir face est 1 —p
(0 < p < 1). Soit N, le nombre de jets nécessaires pour obtenir r fois pile.

(a) Calculer la fonction génératrice Gy, de N,.
(b) En déduire la loi de probabilité de N,.

2. Somme aléatoire de variables aléatoires
Soit (X,,) une suite de v.a. a valeurs dans N, indépendantes et de méme loi. On note
Sp = X1 +...4+ X,. Soit T une v.a. a valeurs dans N*, indépendante de la suite (X,), et
St la v.a. définie par (S7)(w) = Srw)(w), w € .
Montrer les assertions suivantes :

(a) Si Gx, et G désignent respectivement les fonctions génératrices de X; et T, la
fonction génératrice de Sy est donnée par Gg, = Gr o Gx;,.

(b) Identités de Wald
Si E| X | < 0o et E[T] < oo, alors E|St| < oo et E[Sr] = E[X;] - E[T].
Si, en plus, E| X |> < oo et E[T?] < oo, alors

var(Sr) = var(X,) - E[T] + var(T) - (E[X;])*.

3. Marches aléatoires. Jeu arrété

Un joueur joue a pile ou face avec une piece équilibrée. Il recoit un euro de la banque s’il
obtient pile et donne un euro a la banque s’il obtient face. Les fluctuations du jeu sont
décrites par une suite (X,),>1 de v.a. indépendantes égales & +1 ou a —1 (+1 pour pile,
—1 pour face) telles que P{X,, =1} = P{X,, = —1} = 1/2. La fortune du joueur apres le
n-ieme coup est S, = Xy + ...+ X, et Sp = 0. On a E[S,] = 0 et le joueur se demande
s’il peut améliorer son gain en arrétant de jouer a un instant favorable.

Pour n € N, soit &, := 0{Sy,...,S,} la tribu engendrée par Sy,...,S,. On appelle
temps d’arrét une v.a. T a valeurs dans N U {+o0} telle que

{T =n} € o, pour chaque n € N.
Montrer les assertions suivantes :

(a) Si R,T sont deux temps d’arrét, alors RAT = min(R,T), RV T = max(S,T) et
R + T sont aussi des temps d’arrét.

(b) E[X,1114,] =0 pour tout A, € o, n > 0.

(¢) E[St] = 0 pour tout temps d’arrét 7" tel que E[T] < oo.

(d) T, = inf{n > 0 : S, = ¢} pour ¢ € N est un temps d’arrét (avec la convention
inf @ = 4+00).

(e) En déduire que E[T,.] = +o0o pour tout ¢ # 0.



4. Stratégies. Arrétez si vous gagnez
Dans la situation de I'exercice 3, soit 3 = (0k)k>1 une suite de v.a. bornées, telles que [y
soit &,_1-mesurable pour k£ > 1. On pose:

SP =" BuXk = Bu(Sk — Se-1)
k=1 k=1

La suite (8x)k>1 peut étre interprétée comme une stratégie de jeu: () représentant la
somme misée au k-ieme coup et SP) 1e gain apres n coups.
(a) Montrer que les suites suivantes satisfont les hypotheéses d’une stratégie de jeu:

i. By = lyr>ky ou T est un temps d’arrét.

ii. (Doublement successif de la mise jusqu’au premier +1)

B =28 1ipspy avec T :=inf{n > 1: X,, = +1}.

iii. By = Sk_1 1{r>k} ot T est un temps d’arrét.
(b) Montrer que IE[S,({B )] = 0 pour tout n et toute stratégie de jeu (5g)r>1-
(c) En déduire que E[S2] = E[T] pour tout temps d’arrét T intégrable.

5. Temps d’attente a la ruine
On reprénd la situation de ’exercice 3.

(a) Montrer que lim P{a; < S, < as} = 0 pour tout intervalle [a, as] fini dans R.
n—oo

(b) Calculer
P{T_, <T;} et P{T,<T..}, —a<0<b

(c) Soit
Top =T o ANTy=inf{n >0: 5, = —a ou S, = b}.

Montrer qu’on a E[T, ;] = ab.



