Licence de Mathématiques
MATH 6L20, Intégration probabilités

Feuille de TD n° 3 2006

1. (Lemme de Fatou) Soit (X, .#,p) un espace mesuré. On considére une suite (A,)nen

d’ensembles mesurables et on pose

li%g‘i;lfAn = U ﬂ A, et h?fol.pr" = ﬂ U A,.

keENn>k keNn>k

(a) Montrer que (lim inf An) < liminf pu(A,).
n—oo

n—o0

(b) Montrer que p (lim sup An> > limsup u(A,) pourvu que u(UA,) < 0o

n—oQ n—o0

(c) On dit que la suite (A,)nen est convergente si liminf A, = limsup A,. Montrer que
n—oo n—o00

si la suite est croissante (respectivement décroissante) alors elle est convergente et

lim A, = U A, (respectivement lim A, = ﬂ Ap)

n—00 n—00
neN neN

(d) Si p est une mesure finie, alors p vérifie la propriété de continuité, c.a.d. si (A,)nen

est une suite convergente, alors on a u ( lim An) = lim u(A,).
n—oo n—,oo

. On note f, la fonction définie sur [0, 1] par f,(z) = nz(1 — z)™.
Peut-on écrire

1 1
lim fo(z)dx = / lim f,(z)dz?
0 0

n—o0 n—o0

. Calculer la limite, si elle existe, des intégrales
1
/ (cos(1/z))" da.
0

. (Equi-intégrabilité) Soit (X, .4, ) un espace mesuré tel que pu(X) < oo et soit .Z une
famille de fonctions intégrables de X dans R. On dit que % est équi-intégrable si on a

lim (sup/ |f|du) =
€700 \feF J{|f|>c}

(a) Montrer que % est équi-intégrable si et seulement si

(1) sup/|f\du<oo et (i) llm (sup/\f|d,u)—0

feF
(b) Montrer que % est equl—intégrable si elle est majorée par une fonction intégrable A

(c.a.d. si |f| < h pour tout f € %), ousi Ip > 1 tel que sup/\f\pd,u< 0.
fe#



5. (Théoreme de Vitali) Soit (X,.#, ;1) un espace mesuré fini et soit (fy),cy une suite de
fonctions mesurables qui converge en mesure vers une fonction mesurable f, c.a.d. Ve > 0,
p{|fn — f| > €} — 0 lorsque n — oco.

Montrer que les deux conditions suivantes sont équivalentes:

(a) Les fonctions f, fo, f1, fo, ... sont intégrables et [ |f, — f|dp — 0.
(b) La famille {f, : n € N} est équi-intégrable.
6. (Théoréme d’Egorov) Soit (X, .#, ) un espace mesuré tel que p(X) < oo.

Soit (fn)nen une suite de fonctions mesurables de X dans R qui tend simplement vers
une fonction f: X — R

(a) Pour n,m € {1,2,...} on définit A, , :={z € X : |fi — f| <27™ Vk > n}.
Montrer que a m fixé,
lim (A7, ,) = 0.

n—00

(b) Montrer que, pour tout ¢ > 0, il existe A € # tel que pu(A) < cet f, — f
uniformément sur A° lorsque n — oc.

7. (Théoréme de Lusin) Montrer que pour toute fonction f borélienne sur [0, 1], il existe
pour tout € > 0 un compact K. C [0,1] tel que A([0,1] \ K.) < € et que la restriction
de f a K. soit continue.

8. Pour z € R, on définit f(z) = / e cos(tx) dt.
0

(a) Montrer que f est bien définie et de classe C' sur R.
(b) Prouver que f satisfait I’équation différentielle 2f'(z) + z f(z) = 0.

(¢) En déduire une expression explicite de f(x).

9. Soient f: R—>Ret g: R— R les fonctions définies par

1 o—2?(1+t?) z g 2
f(x):/o Wdt et g(x)z(/o e dt) :

a) Montrer que f est de classe C! et que 'on a f' + ¢’ = 0.

(a)
(b)
)
)

Montrer que f(z) 4+ g(z) = 7/4 pour tout z € R.
(c

(d) En déduire I’égalité / e dt = g
0

Montrer que f(z) tend vers 0 quand z tend vers +o0.

Vvn 2\ "
10. Montrer que lim (1 — x_) dr = ﬁ
0

n—oo



