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. (Polynémes orthogonauz) Soit I = ]a,b[ un intervalle ouvert non-vide, borné ou non
dans R. On se donne un poids sur I, c.a.d. une fonction h: I — ]0,+00] continue.
On note p(dr) = h(xz)dr la mesure sur I de densité h par rapport a la mesure de
Lebesgue. On suppose que pour tout n € N le polynome x +— z" est u-integrable,

b
c.a.d. / |z|™ h(z)dz < oo. Considerons I'espace L*(I, 1) muni le produit scalaire naturel

(f,9) = / F(2)9(x) h(z)dz.

Sous les hypotheses faites, L?(I, 1) contient ’espace vectoriel des fonctions polynomes.

Montrer les propriétés suivantes:

(a) Il existe une suite de polynémes unitaires (P,)nen, deg P, = n, orthogonaux 2 a
2 pour le produit scalaire de L%(I, u). Cette suite est unique. La suite normalisée

P, .= n
1P l2

(b) Les polynémes P, vérifient la relation de récurrence

est une base orthonormée de 'espace & des polynémes.

P.(z) = (x— A\p) Poo1(2) — p Py 2(x), n>2,

(xPy 1, Py 1) ”Pnfl”%
avec \, = ———>——L = .
" | Pl " ||Paall}

(¢) Pour tout poids h sur I, le polynéme P, possede n zéros distincts dans Uintervalle I.

. (Polynomes de Legendre) Soit I =]—1,1] et h(z) = 1.
(a) Montrer que les polynémes de Legendre L,

n! d"
(2n)! dzn

L,(x):= (z® —1)"

sont unitaires de degré n, et 2 & 2 orthogonaux dans L*(I, dx).

n

(b) On pose L, = TS Montrer que (Ly,)nen est une base orthonormale de L2(I, dz).
n |2

1

. (Polynéomes de Tchebychev) Soit I =|—1,1[ et h(zx) = ——.
(Poly ychev) =L 1] et hlz) = =

(a) On définit les polynémes de Tchebychev T, par

T.(z) := cos(narccosz), = €]-1,1].



Montrer qu’en effet 7}, est un polynome de degré n et que les 73, sont 2 a 2 orthogonaux
dans L*(I, i) avec p = h(z)dz. En plus,

Py(z) =To(z) et Py(x)=2""T,(z), sin>1,

sont des polynomes unitaires.

. P, _
(b) On pose P, = TS Montrer que (P,)nen est une base orthonormale de L?(I, ).

4. (Polynomes de Laguerre) Soit I =]0,00[ et u(dx) = e *dx.

(a) Montrer que

dn
Ln — (=1)" % — ("%
() = (1) e (")
est un polynoéme unitaire de degré n, et que la famille (L,,),en est orthogonale dans
L2(I, ).

. L, _
(b) On pose L,, = Tl Montrer que (L, )nen est une base orthonormale de L?(I, ).

5. (Polyndmes d’Hermite) Soit I =R et pu(dz) = e~**/?dz. Montrer que

dr 2
Hn = (=1)" x2/2 —z°/2
() = (-1 e e

est un polynome unitaire de degré n. En plus, la famille (H,),en est orthogonale dans

~ H,
L3(I, 1) et la suite H, = Al est une base orthonormale de L?(I, ).
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