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1. Soit (X,)n>1 une suite de v.a. indépendantes de méme loi, telle que E[X?] < oo et
0? = var(X;) > 0. On pose a = E[X,]. Montrer que
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2. Soit X une v.a. bornée. Montrer que

E[| X [Y"]" — exp(E[log | X|]), quand n — 4o0.

3. Soient X et Y deux v.a. dans L'(P). Montrer les conditions suivantes:
(a) Si X,Y sont ii.d., alors on a

X+Y
2

E[X|o{X +Y}] =E[Y|o{X +Y}] = p.p.

(b) SiE[X|o{Y}] =Y et E[Y|oc{X}] = X, alors X =Y p.p.
Indication: Considérer E [(X — Y){xse,v<et] +E[(X = Y) Lix<e,v<e}]-

4. (a) Soit (X,)n>1 une suite de v.a. i.i.d. réelles telle que E[X;] = 0 et E[X}?] < co. On
pose Z#, = o{Xy,..., X,} et

Zp=(X1+...+ X,)” —nE[X?]

Montrer que (Z,),>1 est une martingale.

(b) Soit (X,)n>1 une suite de v.a. indépendantes avec P{X,, = 1} = P{X,, = —1} = 3
et Fp=0{X1,...,Xp}. Pour 0 <A< 7 et a €R, on pose

Zy = (cos\) " exp {iN(X1 + ...+ X, +a) }.

Montrer que (Z,),>1 est une martingale complexe, c.a.d. la partie réelle et la partie
imaginaire de Z,, sont des martingales.



