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. (Fonctions caractéristiques de lois classiques) Soit X une variable aléatoire réelle de
loi Px et soit ¢x la fonction caractéristique de X,

px(t) = Px(t) = Ee™], teR
Calculer les fonctions caractéristiques pour les lois classiques suivantes:
1 n
Lov uns v(1,... = — ) 1,... .
(a) Loi uniforme % (1,...,n) - ; g sur {1,...,n}

(b) Loi de Bernoulli (1,p) = (1 — p) 6o + p 1 de parametre p € [0, 1].
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(c) Loi binomiale #(n,p) =

(Z)pk (1 —p)" "6 de parametres p € [0,1], n € N*.
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(d) Loi de Poisson P (N) = Z e’)‘)\—' 0, de parametre A > 0.
n!

n=0

(e) Loi géométrique ¥ (p) = Zp (1 —p)*~' 6, de parametre p € ]0,1].
k=1
1
(f) Loi uniforme % ([a, b)) = P Lia4 () dz sur [a,b] avec a < b.
(g) Loi ezponentielle &(\) = Ae™* 11 oo[(z) dz de parametre A > 0.
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(i) Loi de Gauss N (u,0%) = !

(h) Loi de Cauchy €(c) = dz de parametre ¢ > 0.
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e 2~ de moyenne p et de variance o° > 0.
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(j) Loi Gamma y(a,p) = ! l{z>03 () dz de parametres a > 0 et p > 0.

. (Vrai ou fauz ?)
Il existe des v.a. X et Y indépendantes et de méme loi, telles que Px_y = % ([-1,1]).

. (Loi symétrique)

(a) Soit X une variable aléatoire. Montrer que px est a valeur réelles si et seulement si
X a une loi symétrique, i.e. Pxy = P_x.

(b) Montrer que si X et Y sont des v.a. indépendantes et de méme loi, alors 7 = X —Y
a une loi symétrique.

. (Loi triangulaire) Soit X une variable aléatoire réelle de densité fx (z) = (1—|z|) 1-1,1(x)

Montrer que @x(t) = 2(1 — cost)/t%.

Indication: Soient U et V des v.a. indépendantes uniformes sur [—3, 5]; considérer U+ V.



5. (Transformée de Mellin) Soit X une v.a. positive. Sa transformée de Mellin est la
fonction

Tx(0) = E[X’]
pour toutes les valeurs de # pour lesquelles I’espérance de X/ existe.

(a) Montrer que T'x (0) = @iog x (/i) quand les deux membres sont bien définis.
(b) Montrer que si X et Y sont indépendantes et positives, on a Txy (8) = Tx () Ty (6).

(c) Montrer que Tyxa () = bTx(af) pour b > 0 et af dans le domaine de définition
de Tx.

(d) Trouver la transformée de Mellin d’une v.a. lognormale X de parametres (u,o?).
Utiliser le fait que T'x (k) = E[X*] pour calculer le k-itme moment de X pour k =
1,2,...

6. (Loi de Laplace) Soient X; et X5 deux v.a. réelles indépendantes de méme loi de Laplace,
cd.d. P, (dr) = e~?dz. Notons ¢ = ¢x, la fonction caractéristique de X;. On définit

. L. iy (1 -1 X
les variables aléatoires Y7 et Y5 par (Y2 ) = (1 1 ) ( Xz)'

Montrer les conditions suivantes:

(a) On a p(t) = (1+#*)"* pour t € R.
(b) Les variables aléatoires Y7 et Y5 ont méme fonction caractéristique; donc méme loi.

Elles sont non corrélées; elles ne sont pas indépendantes.

7. (Fonction caractéristique d’un produit de variables aléatoires indépendantes)
Soient X et Y deux v.a. réelles indépendantes.

(a) Démontrer que la fonction caractéristique du produit XY est donnée par

oxy(t) = /Rgox(ty) dPy(y), teR

Si de plus X et Y ont méme loi normale .4°(0,1), déterminer la fonction ¢xy.
(b) Soient X7, Xs, X3, X, des v.a. réelles indépendantes, de loi normale .47(0,1).

Montrer que X; X, + X3X, suit une loi de Laplace et que |X; X5 + X3X,| suit une
loi exponentielle &(1) de parametre 1.

8. (On peut avoir oxiy = pxpy sans que les v.a. X et Y soient indépendantes)
Soient U et V' deux v.a. indépendantes de loi de Cauchy (1) de parametre 1 et soient
a, b, c,d des nombres réels strictement positifs. Considérons les v.a. X et Y définies par

X=aU+bV, Y =cU-+4dV.

(a) Calculer la fonction caractéristique ¢(x yy de la variable aléatoire (X, Y) et en déduire
que X et Y ne sont pas indépendantes.

(b) Calculer la fonction caractéristique ¢xiy de X + Y et en déduire 1’égalité des lois
Px+y = PX * Py.



