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1. (Lois de sommes de v.a. indépendantes) Soient X, ..., X, des v.a. indépendantes. Don-
ner laloide Y := X; +...+ X,, dans les cas suivants:

a) Xy~ B(ng,p), k=1,...,n.

) XkN :@(Ak)’ k:1,...,n.

(¢) Xp~ N (ug,02), k=1,...,n.

d) X]c N’y(ak,p), k= 1,...,n.
() Xp ~&(N), k=1,...,n.

2. (Combinaisons linéaires de gaussiennes)
Soient X1,...,X,, des v.a. indépendantes de méme loi .#7(0,1) et considérons les v.a.

définies par Y = a1 Xy + ...+ a, X, et Z =0 X1+ ...+ b,X,, ou a = (ay,...,a,) € R,
b:(bl,,bn)ERn

(a

Montrer que Y ~ 4(0,1) si et seulement si ||a|| = 1.

)
)

(b) Montrer que Y et Z sont indépendantes si et seulement si a L b.
3. (Carrés de gaussiennes — lois du chi-deur)
(a) Soit X une v.a. gaussienne centrée réduite. La loi de X? est appelée loi du chi-deuz
d un degré de liberté et notée x*(1). Montrer que x*(1) = (3, 3)-
(b) Soient X7i,...,X, des v.a. gaussiennes centrées réduites indépendantes. La loi de
Y = X2+ ...+ X2 est appelée loi du chi-deuz a n degrés de liberté et notée x%(n).

n 1

Montrer que x*(n) = (%, 3)-

4. (Signe aléatoire) Soit X une v.a. de loi A4(0,1) et € une v.a. de loi de Bernoulli,
indépendante de X, telle que P{e =1} = P{e = =1} = 3.
(a) Montrer que X ~ X et calculer cov(X,eX).

(b) X et ¢X sont-elles indépendantes ?
(c) Montrer que (X,eX) n’est pas gaussien. Conclusion ?

5. (Somme d’un nombre aléatoire de v.a. indépendantes)

Soit X7, Xy, ... une suite infinie de v.a. réelles indépendantes de méme loi, et N une v.a.
a valeurs entieéres, indépendante de X;. Supposons que E|X;| < oo et E[N] < 0o. On pose

Sn:X1++Xn et SN:X1+...+XN,
avec la convention que Sy = 0 sur I’ensemble ou N = 0.

(a) Montrer que ¢g, (t) =E [¢x, (¢)"].
(b) En déduire que E[Sy| = E[N] - E[X;].



6. (Moyenne empirique et variance empirique)
Soient X,..., X, des v.a. indépendantes de loi .4 (i, c?). Posons

:z:%zn:Xi et S = nilz(Xi—z)Q.
i=1

=1

(Les v.a. T et S? sont connues sous le nom de «moyenne empirique» et «variance
empirique» respectivement.)

(a) Trouver la fonction caractéristique de (z, X1 — Z,..., X, — T).

(b) En déduire que Z et S? sont indépendantes.

7. (Fonction caractéristique et support de loi)
Soit X une v.a. réelle de fonction caractéristique @x.

(a) Démontrer que s'il existe ¢y # 0 tel que |¢x(ty)| = 1, alors la loi de X est discréte;
plus précisément, il existe a € R tel que

9
Py {a+Z—7T} —1.
lo

(b) S’il existe deux réels ¢; et o non nuls tels que t;/ty soit irrationnel et tels que
lox(t1)| = |px(t2)] = 1, alors la loi de X est dégénérée, c.a.d. que X est P-p.s.
égale a une constante.

8. (Critére d’indépendance de v.a. bornées) Soient X et Y deux v.a. réelles bornées.
Démontrer que pour que X et Y soient indépendantes, il faut et il suffit que

EX*YY] = BX*]E[YY], VEk,£=0,1,...
9. (Fonctions caractéristiques et développements asymptotiques)

Soit X une v.a. réelle de fonction caractéristique @x.

(a) Montrer que si E|X|™ < oo pour un entier n, on a

oxt) =3 Uhmxe)+ Wl ),

k=0

ou |e,(t)| < 3E|X|™ et e,(t) — 0, t — 0.

E|X | 1/n 1
(b) Montrer que si E|X|" < oo pour tout entier n > 1 et si lim sup (ELXT) ™ = — < 00,
n—oo n tO

alors on a

ox(t) =3 VBT, Vi <to

De plus, la loi de X est uniquement déterminée par les moments p,, := E[X"], n € N*.
(Indication: ¢x(t+ h) = Z ﬂE[X"emX] , V[t < o).
—~ n!



