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1. (Convergence en loi des variables normales) Soit (X,)n,>1 une suite de v.a. de loi

N (n, 02), et supposons que X, Z, X. Montrer que les suites p, et o2 ont des li-
mites 1 € R et 02 > 0, et que X est A (u,0?).

2. (Convergence en loi et convergence de densités) Soient (X,)n>1 et X des v.a. a valeurs
dans R? et admettant les densités f, et f. Montrer que, si la suite f, converge vers f

presque partout (relativement & la mesure de Lebesque sur R?), alors X, =S

3. (Théoréme de Slutsky)
Soient X, des v.a. convergeant en loi vers X, et Y, des v.a. convergeant en probabilité
vers une constante ¢, toutes ces v.a. étant définies sur le méme espace. Montrer que
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4. (Convergence en loi de sommes de v.a.)
Soient (X, )n>1 €t (Yy,)n>1 deux suites de v.a. réelles définies sur le méme espace.

(a) Si X, 25 X et siY, — 0, montrer que X, + Y, —» X.

(b) On suppose que X, et Y, sont indépendantes pour tout n et que X est indépendante
de Y. Montrer que, si X, 2 X et si Y, £, Y, alors X, + Y, Zx +Y.

(¢) Montrer que (b) devient faux si on supprime I’hypothése “pour tout n, les variables

X, et Y, sont indépendantes”.

5. (Une limite presque sirement) Soit (X,),>1 une suite de v.a. indépendantes de
loi A(1,3). Montrer que
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6. (Jeu de la roulette et théoréme limite central)
La probabilité de gagner une partie au jeu de la roulette est de 19/37 (on se place du point
de vue du casino) et la mise d’un joueur & une partie est d’un euro. Quel est approxi-
mativement le nombre minimum ng de parties qui doivent étre jouées journellement pour
que le casino gagne avec une probabilité 1/2 au moins 1000 euros par jour ? Quelle est la
probabilité d’une perte globale pour le casino durant ces ny parties?

7. (Une application non probabiliste du théoréme limite central)
Utiliser le théoreme limite central pour montrer que
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Indication: Considérer une suite (X,),>1 de v.a. indépendantes de loi de Poisson de
parametre A\ = 1.
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. (Théoréme limite central pour des variables de Poisson) Soit X* une v.a. de Poisson de

paramatre A > 0. Montrer que (X* — \)/v/A converge en loi vers une v.a. .4(0,1) quand
A — 00.

(Théoréme limite central pour une somme d’un nombre aléatoire de v.a.)

Soit (X,)n>1 une suite de v.a. indépendantes de méme loi, centrées, de variance o%. On
pose S, = X1 +...+X,. Soit (V,,),>1 une suite de v.a. a valeurs dans N*, indépendantes
de la suite (X,). Montrer que si N,, = 400 p.s. quand n — oo, alors la suite
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converge en loi vers une v.a. que 'on déterminera.

(Développement décimal)

Soit (X, )n>1 une suite de v.a. indépendantes, de méme loi uniforme sur I’ensemble des
entiers {0,1,...,9}. On définit, pour tout n > 1, lav.aa. Z, = >_,_, X;10~*. Démontrer
que la suite Z, converge p.s. vers une v.a. Z dont on déterminera la loi.

(Evénements indépendants)
Soit (X, .#,P) un espace probabilisé et (E,),>1 une suite d’événements indépendants
tels que P(E,) = 1/n pour tout n. On pose N,, :=1g, + ...+ 1g,. Montrer que la suite

N, —logn
Viogn

converge en loi vers une variable de loi .47(0,1).

(What’s fair about a fair game ?) Soit (X,)n>1 une suite de v.a. indépendantes telles que
{n2 — 1 avec probabilité n 2,
X, =

-1 avec probabilité 1 —n 2.

S
Montrer que E[X,] = 0 pour tout n, mais si S, = X; +...+ X, alors — — —1, p.s.
n

(Variance empirique) Soit (X,),>1 une suite de v.a. i.i.d. de carré intégrable, de moyenne
p = E[X;] et de variance 0% = var(X}).

(a) On pose

=1
Calculer E[S2], et montrer que S — o2 p.s., lorsque n — oco.
(b) Pour tout entier n > 2, on définit :
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Calculer E[S?], et montrer que 52 — o2 p.s., lorsque n — oo.

Soit (X,)n>1 une suite de v.a. i.i.d. avec E[X;] = 1 et var(X;) = o2 € ]0, co[. Montrer que

;(@—ﬁ) =z, ou Z est A4(0,1).

o Sy—n S, +/n -
Indication : N R (\/57 Vn).




