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1. (Transformation de sur-martingales)
Soit (X, )n>0 une sur-martingale pour la filtration (%,),>0 et soit (g,)n>0 une suite de
v.a. non-négatives et bornées, ¢, étant .%#,_;-mesurable pour tout n > 1 et gy constante.
On pose Zy = Xy, et pour n > 1, Z,, = X,, — X,,_1. Montrer que la suite

Y,=¢e0Zo+ ... +en2,

est une sur-martingale.

2. (Martingale équidistribuée) Soit (X,),>1 une sur-martingale telle que toutes les v.a.
aient méme loi.
(a) Montrer que (X,),>1 est une martingale.

(b) Montrer que, pour tout réel a, les suites (X, A a)p>1 et (X, V a),>1 sont des martin-
gales.

(¢) En déduire que, si n > m, sur ’ensemble {X,,, > a}, X,, est p.s. supérieur ou égal a a.
(d) En déduire que X; =... =X, =... ps.
3. (Sommes de v.a. indépendantes, centrées et de carré intégrable)
Soit (X )n>1 une suite de v.a. indépendantes vérifiant pour tout n,
EX,] =0 et o2 :=var(X,) < co.
(a) Montrer que

o o0
Zai <oo = ZX” converge p.S.
=1 n=1

(b) Soit | X,| < K pour tout n avec une constante K. Montrer que

o o
ZX" converge p.s. = Zai < 0.

(c) (Signes aléatoires) Soit (X, )n>1 une suite de v.a. indépendantes avec P{X,, = 1} =
P{X, = —1} = £ et ()n>1 une suite de réels. En déduire de (a) et (b) que la série
Z _,ap X, est p s. convergente si et seulement si Z -1 a < 0.

4. (Une preuve de la loi zéro-un de Kolmogorov d l’aide des martingales)
Soit (Xp)n>1 une suite de v.a. indépendantes, et < la tribu asymptotique correspon-
dante. Soit A € 7.

(a) Montrer que E[14|%#,] = P(A) pour tout n, ou %, = {X,..., X, }.
(b) Montrer ensuite que nlggo E[14|%#,] = 14 p-s., et en déduire que P(A) € {0,1}.
5. (Temps d’atteinte pour les marches aléatoires simples) Soit (X,),>1 une suite de v.a.
indépendantes et de loi de Bernoulli valant +1 ou —1 avec probabilité 1/2. On pose
So=0 et S, =X1+...+X,.
Soit #, = 0{X1,..., X} et T =inf{n > 1|5, =1}.



(a) Montrer que pour tout € R,

0 eGSn

[y
" (cosh@)n’ nen,

est une martingale par rapport a la filtration (.%#,).
(b) Montrer que 7" est un temps d’arrét avec 7' < +o0o p.s., mais E[T] = +o0.

(c) En utilisant que E[M£,,] = 1 pour n € N, trouver une formule pour E[a~7T], o
o = cosh 0.

(d) En déduire la loi de T

. (L’urne de Polya) Une urne contient des boules de deux couleurs différentes, des blanches
et des rouges. Aux instants n = 1,2,..., on tire une boule de I'urne, on la remet dans
I'urne et on ajoute une boule supplémentaire, de la méme couleur. On note B,, (resp. R,)
le nombres de boules blanches (resp. rouges) a l'issue du n-iéme coup. On sait que By = k
et Ry =/, et on pose
X, = - Dn
B, + R,

a) Vérifier que (X, )nen est une martingale pour la filtration %, = o{B,, ..., By}

(a)
(b)
)
)

Montrer que X, converge p.s. vers une v.a. X, lorsque n — oc.

(c

(d) Soit By = Ry =1 et S, := B,, — By. Montrer que, pour tout 0 < 6 < 1,

0 (n+1)!
N =51 = 6.1

Montrer que si By = 1 et Ry = 1, la loi de X est uniforme sur [0, 1].

(1 — OB, n>1,

est une martingale.

. (Martingales produit et le théoréme de Kakutani) Soit (X,)n>1 une suite indépendante
de variables positives vérifiant E[X;] = 1. On pose My =1 et M, =[], Xi.

(a) Montrer que (M,),>o est une martingale et que My, = lim,,_,o, M, existe p.s.
(b) On pose a, = Ev/X,,. Montrer que
My, > 0 p.s. siet seulement si Han >0,

My, = 0 p.s. siet seulement si Han =0.

. (Quotient de vraisemblance) Pour une suite de v.a. (X,),>1 on sait que
(Ho) Yn>1, Pxx,, . x,(dz) =pn(z)de ou (Hy) Vn>1, Px, . x,)(dz) = q.(z) dz.

On pose

_ qn(Xh e 7Xn)
pn(Xla . ,Xn)

(avec la convention que Z,, = 0 si le dénominateur s’annule).

Zn

(a) Montrer que sous I'hypothese (Hp), la suite (Z,),>1 est une martingale et p.s. con-
vergente.

(b) Montrer que si la suite (X,)n,>1 est ii.d. et si pi(t)dt # ¢i(t)dt, alors Z, — 0 p.s.
sous 'hypotheése (Hy) (et par conséquent, sous I'hypothese (H,), Z, — +o0 p.s.)



