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1. (Visites a un état fize et noyau potentiel) Soit (X, )nen une chaine de Markov homogene
de matrice de transition P = (P(z,y))zyecr, Ou E est un ensemble dénombrable. Pour
tout ¥y € E on note, avec la convention inf @ = 400,

T,=inf{n>1:X,=y} et Ny=>  ~liXm=y}>

ce sont respectivement le premier temps du passage en y et le nombre de visites de y. La
matrice G définie par G(z,y) = E,[N,] < +00, nombre moyen de passages en y par la
chaine partant de = a l'instant 0, est appelée le noyau potentiel de la chaine. On pose
Fo(z,y) = Po{T, = n} et F(z,y) = Po{T, < o0} =3 Fu(z,y).
(a) Montrer que pour tout z,y € E, on a G(z,y) =Y ~_, P™(z,y),
ot P% =T est la matrice identité, c.a.d. I(x,y) = 1 si x =y, 0 sinon.
(b) Montrer que si z # y, alors G(z,y) = F(z,y)G(y,y) (avec la convention 0 - co = 0).
(¢) Montrer que F'(z,z) =1 si et seulement si G(z,z) = oo, et que si F(x,z) < 1, alors
1
G(zr,z) = ———.
(z,2) 1—F(z,x)

(d) Un état z € E est dit récurrent si P,{T, < oo} =1 et transient si P,{T, < oo} < 1.
Montrer que si x est transient, alors sous P, la variable /N, suit une loi géométrique
de parametre p = 1 — P {7, < oo} = P,{T, = oo}.

(e) Soit z un état récurrent et T =inf {n > 1: X,, = z}. Montrer que

T-1
uw(y) = Ex (Z l{Xn:y})
n=0

définit une mesure invariante, de plus p,(z) =1 et p,(E) = E,[T].

2. (Théoréme ergodique) Soit (X,)nen une chaine de Markov homogene. Pour z,y € F
on pose M(z,y) = E;[T,]. Un état © € FE est dit récurrent nul si z est récurrent et
M (z,x) = 0o, et récurrent positif si x est récurrent et M (z, ) < oo.

(a) Soit R C E une classe de récurrence de période 1. Montrer que, pour tout z,y € R,

Pz, y) — { 0 s% y est r?current nul,- |
1/M(y,y) siy est récurrent positif.
(b) Montrer les implications suivantes (avec la convention 1/00 = 0):
i. Si y est transient, alors P"(x,y) — 0 pour tout z € E.
ii. Siy est récurrent apériodique, alors P"(z,y) — F(z,y)/M (y,y) pour tout z € E.
iii. Si y est récurrent de période d(y) = d > 0, alors P"(y,y) — d/M (y,y).

(¢) En déduire que

n—1 0 si y est transient ou récurrent nul,

%ZPk(w,y) — { F(z,y)

— ——= si y est récurrent positif.
k=0 M(y,y)



3. (Marches aléatoires sur Z) Soit (Zy,)n>1 une suite de v.a. Bernoulli indépendantes avec
P{Z,=1}=pet P{Z,=—-1}=1—p, ou0<p<1.Onpose X, = Z1+...+Z,. Alors
(Xn)nen est une chaine de Markov de loi initiale = &y et de probabilité de transition

P(z,x+1)=p, Plx,x—1)=1-p, z€l.

Montrer que tous les états sont récurrents si p = I et tous les états sont transients

. 2
sip# 1.

4. (Chaine o deuz états) Soit (X,)nen une chaine de Markov a valeurs dans {0,1} et de
probabilité de transition :

11—« «

P = , O0<ea <1
(5" 1) ’

(a) Calculer E,[T,] pour z € {0,1}.

(b) Calculer P™ et vérifier que, pour toute loi initiale pq,

PalXu =0} = 2w 1= o (o0} - 95

(¢) Montrer que X,, converge en loi vers une variable aléatoire de loi u. Que vaut p?
(d) Prouver que p est une mesure invariante: P,{X, € A} = u(A) pour tout n € N.
(e) Calculer cov,(X,, Xp41). Les variables aléatoires (X, )n>o sont-elles indépendantes ?
)

(f) On note S, = X; + ...+ X,,. Montrer que

E[S,] = Y e var,(S,) < Cn, ou C est une constante.
a+
(g) (Loi faible des grands nombres) En déduire que
Sh ey s
lim — = en probabilité sous P,, sous P et sous F;.

n—oo 1 a—i—ﬂ

5. (Chaine de naissance et de mort) Soit (X,)nen une chaine de Markov d’espace d’états
E =N et de matrice de transition

; sij=1i+1,
. b j . pi+aq+ri=1, p; >0,
P(i,j) =< r; sij=1, avec o
i1 g =0etqg >0 sit>1.
g sij=1—1,
On note v = 1, ’yi:u,et pour i € N, on pose 7; = inf{n > 0: X,, = i}.

(a) Etant donné trois états a,i et b tels que a < i < b, on pose u(i) = P{re < T}
Exprimer u(7) en fonction des y; pour a < j < b. Traiter le cas particulier ou p; = ¢;
pour tout 7.

(b) Déterminer P;{7y = oc} et montrer que la chaine est récurrente si et seulement si

(¢) Déterminer les mesures invariantes de la chaine.

(d) En déduire que la chaine est récurrente positive (au sens que tous les états sont
récurrents positifs) si et seulement si

oo

ZP1'---'pz‘—1 < 400
- N



