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Cortex des groupes de Lie nilpotents de pas deux

Nizar Ben Fraj et Hatem Megdiche

Résumé

Dans cet article, nous avons caractérisé toutes les représentations irréducti-
bles et unitaires qui ne sont pas séparées de la représentation triviale, dans
le cas d’un groupe de Lie nilpotent de pas deux.

1. Introduction

Soit G un groupe de Lie localement compact. Le cortex de G est le sous-ensemble
fermé du dual unitaire G de G formé par les représentations unitaires et irréducti-
bles de G, non séparées de la représentation triviale 15 de G pour la topologie de
Jacobson.

La relation qui fait le lien entre le cortex de G et sa structure de groupe a
intéressé de nombreux auteurs. Citons entre autres :

-Vershik et Karpushev (1984) [6] qui se sont investis dans les connexions entre
la cohomologie de G dans I'espace des représentations unitaires et le cortex de G.

-Boidol, Ludwig et Miiller [4] qui ont étudié le cortex du groupe de Lie sim-
plement connexe G = R x R".

-Bekka et Kanuith [3] qui étudiaient le cortex de plusieurs classes de groupes
nilpotents.

-Baklouti qui a décrit explicitement dans [1], le cortex de chaque groupe de
Lie nilpotent connexe et simplement connexe de dimension inférieure ou égale a
six. Il s’est intéressé aussi a une généralisation du théoreme de Bekka et Kanuith
lorsque les orbites génériques sont des variétés linéaires (voir [2, Theorem 1.2]) et
a la détermination d’une partie intéressante contenue dans le cortex dans le cas
d’un groupe de Lie nilpotent de pas trois et de centre unidimensionnel (voir [2,
Proposition 3.1]).

Dans ce papier, nous décrivons explicitement et d’une maniere intrinseque, le
cortex dans le cas d’un groupe de Lie nilpotent de pas deux. Nous montrons que le
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cortex est une limite d’une suite croissante finie de sous-ensembles appelés niveaux.
Nous déterminons explicitement ces niveaux et nous donnons une méthode de
construction des éléments du cortex.

Le résultat fondamental de ce papier est le Théoreme 2.3.1.

Dans le cas ou G désigne un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement
connexe d’algeébre de Lie g, Kirillov [5] a montré que 1’application :
Q?Ad* — G
Ad(f) — 7y
est un homéomorphisme. Ainsi, le cortex de G s’identifie & un sous-ensemble de
Pespace dual g* de g qu’on note cor(g*), et pour qu’un élément f de g* soit dans
cor(g*), il faut et il suffit qu'il existe une suite (f,)nen d’éléments de g* et une
suite (z,,)nen d’éléments de G telles que :

lim f, =0 et lim Ad; (f.)=f (1.1)
On note désormais, pour X € Get £ € g* :

X0 = ad (0).

2. Cortex d’un groupe de Lie nilpotent de pas deux
Dans le cas ol g est une algebre de Lie nilpotente de pas deux (c’est-a-dire

[9,]g9,9]] = 0) de dimension finie, on a le théoréme suivant di & Bekka et Ka-
nuith.

Théoréme 2.1 [3].

cor(g*) ={Xt, X €getlecg} O

Nous allons décrire d’une maniere explicite les éléments du cortex de g*. Plus
précisément, nous allons montrer qu’il existe une suite croissante finie :

NoC Ny C..... C N C ..... C N, = cor(g*)

telle que tout élément de Ni est de type :

N ’
E aijkifi.hj oumg , my € {1, v b+ 1},
1<i<my
1<j<my,

et ou les Y;, les h; et les ayj;, vérifient £ contraintes (conditions) que nous allons
préciser. Les éléments de Nj sont dits les éléments du cortex de g* de niveau
inférieur ou égal a k.
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2.1. Niveaux d’ordre inférieur ou égal a 1

Appelons Ny = {X.4, X € g et £ € g*} l'ensemble des éléments de cor(g*) de
niveau zéro, et soit Ny = {Y1.ha + Ya.hy; Y1.hy =0, Y1, Yo € g et hy, hs € g*}.
Alors

Proposition 2.1.1. Nous avons :

No C Ny C cor(g*). O

Preuve. Il est évident que Ny C N;. Soient Y7, Y5 € get hy, ha € g*, on considere
les suites (X, )nen = (n2Y1 +nYs)nen de g et (£n)nen = (% + %)neN de g*, alors
pour tout n € N* on a :

hi  hs

1
= ’I’L(Ylhl) + Yl.hg + Y2.h1 + g}éhQ

d’ou
lim X,.0, =Y1.ho + Y5.hy quand Yi.h; = 0.

C.Q.F.D.

Définition 2.1.1. Appelons Ny l’ensemble des éléments du cortex de g* de niveau
inférieur ou égal a 1. O

Remarques 2.1.
1) Si H est un supplémentaire de Z(g) (le centre de g) dans g et si (Z(g))
est le dual de Z(g) alors
{Xt, Xegetlteg}={XL, XecHetle(Z(g))"}

*

2) Si (an)nen et (bn)nen sont deux suites réelles & termes strictement positifs,
alors la suite (3*)nen possede une valeur d’adhérence dans [0, +-o00].
On supposera par la suite que lim(‘;—:)neN = [. Ainsi, nous notons (an)nen =~
(bp)nen (resp. (an)nen >> (bn)nen, resp. (an)nen << (bn)nen) sil € Rj— (resp.
I = +o0, resp. | =0). &

Dans la suite on désigne par > Yi, Ya, ... <t (resp. > {1, fla,.... <T) le
sous-espace vectoriel de H orthogonal a > Y7, Ya,... < (resp. > {1, {2,... < de
(Z(g))*) pour le produit scalaire canonique de norme associée || - ||.

Par itération, nous introduisons les éléments du cortex de niveaux supérieurs.
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2.2. Ramifications d’ordre 1

Soit ¢ un élément non nul de cor(g*). D’apres le théoréeme 2.1 et les remarques
2.1, il existe deux suites (£,)nen de (Z(g))* et (X,)nen de H telles que la suite
(Xn-ln)nen de g* converge vers £. Quitte a considérer des suites extraites, on peut
supposer que les suites bornées (”))g—:‘l)neN et (u%u)neN convergent respectivement

vers Y7 et hy. Posons pour tout n € N, ¢, = || X, ||||¢r]|. Alors

_ 1 Xn . An
E=lm en iy ey - (2.1)
Si Yi.hy # 0, alors la suite (¢, )nen converge et £ = (lime,)Y7.hy € Ny. Mais si

¢ ¢ Ny, alors en utilisant les deux décompositions suivantes de ”))g—"” et de Hﬁ"u :
n n

|§“H =2lV1 + X}, avec X! e>VY; <t et limzl =1

et

HZII =ylhy + €%, avec £ €>hy <t et limyl =1,

puis en remplacant pour n € N, c,zlyl (resp. -1 X! resp. y%f;) par ¢, (resp.

T
mTL

X} resp. £}), 'équation (2.1) devient

Ce qui montre que ¢ est issu de 'un des trois cas suivants que nous appelons
ramifications d’ordre 1 et que nous notons par R;, Ry et Rs.

2.2.1. Ramification R;. La ramification R; est définie par Y;.hy =0 et
(X D nen >> (|5 nen- En utilisant la décomposition

Xl
X4

=22Ys + X2, avec X2 €>Yy, Yo <t et lima? =1 (2.3)

n’

et en remplacant pour n € N, 22 || X}| (resp. || X} X2) par 22 (resp. X?2), nous
déduisons de (2.2) que

C=1im ¢, (Y1 +22Ys + X2).(hy + £1) (2.4)
avec (1)nen >> (27 )nen >> ([ X7[)nen. Dol
¢ = lim (cnxleg.hl + o(cnx%)).
Ce qui montre que Y3.hq =0 car ¢ ¢ Ny.

2.2.2. Ramification R;. La ramification Ry est définie par Y;.h; =0 et
(X D nen << (I|€5 Nnen- En écrivant

1
H?T'H =1y2hy + 02 avec (2 €> hy, hy <t et limy2 =1, (2.4)

n
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et en suivant un raisonnement analogue & celui de la ramification Ry, nous déduisons
que Y7.ho = 0.

2.2.3. Ramification R3. La ramification R3 est définie par Yi.h; =0 et
(X D nen = (|65 ])nen- En utilisant les formules (2.3) et (2.4) et en substituant

7 (vesp. X7, resp yy, resp. £2), & a2 | Xl (vesp. || X, X7, resp. yall€y]], resp.
|€L]]¢2), alors Iéquation (2.2) devient

C=1lim cn(Y1 + 22Ys + X2).(h1 + y2ho + (%) (2.5)

avec (1)nen >> (27 )nen >> (X2 Dnen, (Dnen >> (U2 nen >> (|67 [)nen-
Comme (72),en = (y2)nen alors il existe une suite (f21),eny = o (22)nen ) telle

que (yi)nEN = (xi)neN =+ (f?fl)neN-
Ce qui permet de déduire d’apreés (2.5) que

¢ =lim (cnxi(Yl.hg +Yo.hy) + o(cnx%)).

Par conséquent, si Y7.ho + Ya.hy # 0 alors lim(c,22) existe et

ce qui montre que £ € Nj.

2.3. Niveaux d’ordre supérieur

Pour p > 2, supposons que pour tout 1 < k < p, nous avons défini toutes les
ramifications R;, . ;, d’ordre k et nous avons obtenu tous les éléments du cortex
de ¢g* de niveau inférieur ou égal a k . Nous introduisons ainsi les définitions et les
notations suivantes :

Définition 2.3.1. Appelons ramification d’ordre p, notée R;, .. ; , un cas issu
de la ramification Ry i,y (permettant éventuellement de fournir de nouveaux
éléments du cortex de g*). &

Notation 2.3.1. Pour tout p > 2, nous notons :

1) n, le nombre de ramifications d’ordre p,

2) E, s, 1 <s<mn,, I'ensemble des éléments du cortex de g* obtenus
& partir de la s®®™° ramification d’ordre p,

3) Np = Ur<s<n, Ep.s,

4) N, = Np_1 UN,

5) po = inf {p' e NU {-I-OO}/ Ny = UpeNNp}. &

Définition 2.3.2. Pour tout p > 2, nous appelons N, l’ensemble des éléments du
corter de g* de niveau < p. O
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Nous nous proposons de déterminer Ns.

Proposition 2.3.1.

Yi.hz + Ya.ho + Y3.hy;
Ny C Né = Yi.h1 = 0, Yi.ho + Y5.hq = 0,
lesY; € H et les h; € (Z(g))*

&

Preuve. Soit £ € N2\ N; en poursuivant 1’étude des ramifications R;, 1 <i < 3,
nous obtenons Ys.hy = 0 (resp. Y7.ha = 0, resp. Yi.ho + Yo.hy = 0) quand £ est
issu de Ry (rep. Ra, resp. R3). Aprés étude, seules trois ramifications d’ordre deux
donnent naissance a de nouvelles formes d’éléments du cortex de g*. Notons ces
trois ramifications R3 1, R3 2 et R3 3, déterminons ainsi Es 1, Es 5 et Es 3 (notation
2.3.1).

R3, est définie par
Yi.hy =0, Yi.hg + Ya.hy =0, ((22)*)nen = (IX2Dnen = (162 )nen

et (fr%’l)neN =~ ((fgz)neN), ou (f721 Jnen << (( )nEN>

Par les décompositions

X2 .
M =23Ys + X3, avec X2 €> Yy, Yo, Y3 <t et lima? =1
n
42
||€;H = yihg —|—€§L, avec f% €> hi, ha, hg <t et limyi =1
n

Jnen << ((xi)Q)nEN

fat = aa(@n)? + 2% o (If27

et par les remplacements de o3 || X2|| (vesp. || X2|| X2, resp. y2||¢2||, resp. ||¢2]¢3)
par o3 (resp. X3, resp. y3, resp. £3), Péquation (2.5) s’écrit

0 =1im ¢, (Y1 +22Yo+23 Y3+ X3).(hy 4+ [22 +a1(22)2 + f22ho +y2 hs +£2), (2.6)

avec (1)nen >> (@2)nen >> (23 )nen >> (| X3 |Dnen, (U2 )nen >> (16 |)nen-

Comme (22)nen =~ ((72)?)nen (resp. (Y2 )nen = ((72)?)nen), il existe une suite
(€5 Jnen = o((x )Q)neN (reSp (fiInen = o((27,)*)nen) telle que
(@n)nern = ((27)* + ey nen (resp. (yn)new = ((#7)* + fDnen )-

On en déduit d’apres (2.6) que

¢ =lim <cn(xi)2[yl.(a1h2 ¥ hy) + Yaho + Yahi] + o(cn(xi)z)
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Par conséquent, si Y;.(a1he + h3) + Ya.ho + Y3.h1 # 0 alors lim(c, (72)?) existe et

! = (hm Cn(l‘i)Q)(Yl.(Oéth + hg) + Y5.ho + Yg.hl) .
D’ou
E2’1 C NZ/

Une étude de Rs 2 et de Rg 3, analogue a celle de Rs 1, montre que Eyo C NJ et
E2’3 C NQ/

C.Q.F.D.

Proposition 2.3.2. Nous avons

Ny = Nj. ¢

Preuve : Nous avons N5 C Ns. En effet,
lim (n3Y1 + n2Y2 + TLYg)(%hl + #hg + %hg) = Yl.hg + }/th + Yg.hl s

quand Y1.h; =0, Yi.ho +Y5.h1 =0, les Y; € H et les h; € (Z(g))*. Ce qui acheve
la preuve d’apres la proposition 2.3.1.
C.Q.F.D.

Proposition 2.3.3. Pour tout p € {1,...,po} et s € {1,...,n,}, il existe deux suites

(my = my(p,s))o<k<p C {1, ..., dim(H)}, (mj, = my(p, s))o<r<p C {1, ....dim(Z(g))}
et (p+ 1) familles finies de polyndmes constructibles réels :

(Fpsq)o<q<p = {Q(ns,q,r)((Xijk)lsz'qu, 1<j<m} et 0<k<q); 1 <71 < Card(Fpsq)}

telles que :
a)
Z ijpYi-hj;

1<i<my, 1<j<m;,
E,,C E;LS _ Z oipYi.hy = 0 pour tout 0 <k <p—1,
1<i<my, 1<j<m},

Qi j k) = 0 pour tout Q € (Fpsq)o<q<p,
lesY; € H, les h, € (Z(g))* et les o, € R

b) Pour tout 0 < q¢ < p, il existe 1 < ig <my, 1< jg < m; et 1 <r < card(Fpsq)
vérifiant :
Qps,gr) = Q4050g — 1=0

0<q<p
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et pour tout ¢’ € {q+1,...,p}, il existe 1 <r < card(Fpsq) vérifiant

Qp.s.q.r) = Qigjoq = 0
c) Site Ey, alors

¢ = lim Cp, <Y1 —+ Z [ZL‘; —+ ( Z xiiil) + e;":@p(i)]y‘% + X:an) .
1<i'<¢p,

2<i<my, (4)

(et 3w X W)+ EO )

25j<m;, 1<5" <9 (4)
— 5 ( nSk|: i,y;.hAzo}
o 0<1;—1c ! ; Z e ik ! (k)
<k<p 1<i<my, 1<j<m),
—l—cnsﬁ Z OéijkYi.hj + O(Cnsg))

1<i<my, 1<j<m),

Avec :

1) les Vi, 1 < k < myp (resp. hg,, 1 < k < m;) forment une base
orthogonale d’un sous-espace vectoriel de H (resp. (Z(g))*),

)
2) {(a:Z“’)neN << e << (x%)neN} C RY et {(yfp)neN << e <<
(y2)nen } € RY,

3) pp et iy, sont deux applications respectivement de {2, ...,mp} et {2,...,my}
a valeurs dans N,

4) pour tout 2 <i < my, (resp. 2 < j < my),
(1" nen << @577 D) ey << -+ << @ ) pen << (@) nen — 0

(resp. (1£2° 9 nen << (55" Pynen << -+ << (g hnen << (ghInew — 0)

5) les suites (X' )nen C> Y7, s Yo, <Loet (E?”)HGN C> ha, s hapy, <t
vérifient

(1XA" Dnern << (@0 nen et (16" nen << (Yn " )nen

6) {(Sg)neN) << << (89 nen = 1} CRL. O
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Preuve : La preuve se fait par récurrence. La proposition est vraie pour les ordres
p=1etp=2 Soit pe {3,---,pp} (voir notation 2.3.1). On suppose que la
proposition est vraie jusqu’a l'ordre (p — 1). Considérons un élément ¢ de cor(g*)
de niveau p qui n’appartient pas a N,_1, alors d’apres I'hypothese de récurrence

¢ = lim Cn<Y1+ Z [3?:7(—"-( Z xzjii,)_|_ei{‘pp71(i)]}/i+XgLP*1>.

2<i<m,_y 1< <pp_1(3)
<h1 + 3 WA Y )+ A Ihy + 5?”*1)
2<j<m! 1<5/ <thp—1(j)
= lim ( 3 cns’;[ 3 aijiYihj = o} +o(cnsg—1)). (2.7)
0<k<p-1 1<i<my, 1<j<m} (%)

L’écriture ci-dessus de ¢ prouve que o((c,S2™1),en) s’écrit sous la forme d’une
somme finie de produits de suites d’éléments de H par des suites d’éléments de
(Z(g))*. Chacun de ces produits est trés faible en norme par rapport a (¢, SE~1),en.
Partageons ’ensemble £ de ces produits en deux sous-ensembles £1 U Lo dont £
contient chaque élément de £ qui est tres faible en norme par rapport a celle d’un
autre élément de £ et dont Lo = L\ Ly; et alors on a les cing cas suivants :

Cas 1 : Ce cas est défini par :

Lo = {e;”’%*l(“)Yia.hl, fﬂlb’wpfl(“)Yl.hjb avec 1<a<i et 1gb§>\’}

oit (A, \')e N2\ {(0,0)}. Posons (S?),en = (e 7)), oy si A > 0; et (SP)pen =
. . ia,pp—1(ia)
(f,{l’wp‘l(ﬁ))neN quand A = 0. Soient o, 1, = lim(“*—m—o wsgl ), 0 <a < Xet
Jb¥p—10ip)

aj,p = lim(2———), 0 < b < X, alors équation (2.7) devient

¢ =lim ( Z cnS’;[ Z ok Yihy = 0} “

0<k<p—1 1<i<my, 1<j<m),

—i—cnS,T;[ Z 0, ip Y, -h1 + Z aljapYI-hjai| +0(CHS£)) (28)

1<a<A 1<a<N
Posons
1) mp =myp_1 et m; = méfl’
o 2) Sop(ia) = Sopfl(ia) +1, (e:la7Wp—1(ia))n€N _ (aialpsﬁ + eilaﬁpp(ia))neN ot
(21" ) nen = @iy 1p(SE)nen, 1 <a < A

- 3) Yp(da) = Pp-10ja) + 1, ( %aywpil(ja))nel\l = (ej,pSh + fwjzm%(ja))neN
et (yn"?* Jnen = @15,p(SE)nen, 1 <a <N
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] 4) pp(i) = @p*l(i)' (resp'. Yp(d) = '(/}pfl(j)) ie{2, "'7mp*1}\{i17 cerin}
(resp. j € {2,...,mp,_1} \ {J1, - 35 })-
Ainsi I’équation (2.8) s’écrit
{=1lim ¢, (Y1 + Z [zf + ( Z 2y 4 eberMy; 4 X:ln”).
2<i<my, 1< <y ()

(h1+ Z [y? + ( Z yﬂ;’j,)+f£’wp(j)]hj+£ZL’/”>.

2<j<my, 1<5' <t (5)

Pour achever I'étude du cas 1, il suffit de prendre
1) FPS(I = F(pfl)sq7 0<qg<p-1,
2) Q(p,s,p,l) = aillp —1=0 Si )\ # 0 ou Q(p,s,p,l) = aljlp —1=0 Sl A = 0’
3) Quspr) = Qijp = 05 (,5) & {(ia, 1), (L,jp); 1<a<Aet 1 <b< N}

Cas 2 : Ce cas est défini par :

’ . . . .
mp_1 Mp_1 _da,Pp—1(ia) Jb,¥p—1(db)
2 =9Xn " hy, Yi£n T en TP TN Y, e, R 1-lgy s
L X hy, 1.0 e Y. .h1, fi Yi.h;

-1 -1 -2 22 2 4 .4 .4 4 -4 .74 -4 .14

e, J tq, Jasd a leylie, Jesrd Lptg, dfd .

I'Tfyncyié.hjé, Tn Yn Yig'hjg? Tn “Yn eYié.hjél, Tn " Yn Yi‘]%'hj;%a
1<a<A, 1<b<N, 1<e<A, 1<d<A, 1<e<A3 €t 1§f§>\4},

mp—1
Si (AlvAQa)‘3a)‘4) = 0R47 on pose (S7pl)TLEN = (< lep717hm (”1?”7:_1”) >)n€N-

Sinon, il existe (par récurrence) une suite (S?),en et des fonctions polynomiales

Pyiv v, 1<a<xy, et 1<b<4
vérifiant pour tout n € N:

11
il g
T yn' = Prja ((aijk)lgigmp, 1<j<my, ogkgp—l)Sﬁ pour tout 1<a<iy,

2 .2 2
/L(l

JarJd
Ty ¢ = Pazje ((Oéijk)léiﬁmp, 1<j<my,, ogkﬁp—l)sﬁ pour tout 1<a<xs,

-3 /3 ;3
Tyt

ot a,Ja
In Yn — P3i§j2 ((aijk)lgigmp, 1§j§m/p7 nggp,l)Sﬁ pour tout 1<a<)s

et

-4 .74

4 .14
Tq0 Jasd
a’ Gy e = P4i§j§ ((aijk)lgigmp, 1<j<m!, 0§k§p—1>S£ pour tout 1<a<iy.

In

Posons :
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1) pour tout 1 < a <\, ¢,(ia) = pp—1(ia) + 1,

(ke ?r=100)) oy = (@i 1p97 + e 7)) oy et (@) nen = i, 1p(SE)nen,
. Y
ta,sly

ol (|e:f’<pp(la)|)neN << (|zn"*)nen et i 1p € R,

2) pour tout 1 < a < X, ¥p(ja) = ¥p—1(ja) + 1,

(fﬂa’wpfl(ja)')neN = (,pSh + FretrUe) o et (7Y new = @1jup(SE)nens
oit (£ 79 Jen << (YA nen et a1, € R,

3) my=my 1+ 1etm, =my, ;+1,
7n;)71

) et hmlp = lim (ETS':; ),

P

4) Yy, = lim (Xer
) (X7 e = (@5 4+ el )Y, + X57) o gy(my) = 1,
(0 et = (SB)ners ot (X )ners ©> Vi oy Yy <1,

6) (€77 )en = ((y’;f% + 0, e;";’)nEN, ol iy (ml) = 1,

(9" et = (@0 Jner o (G nex ©> R, ey By <

Ainsi, en écrivant

Ly= > Pup(ege)Yhie+ Y Puzja(ijn)Yiz his
1<a<n 1<a<s

+ D Pugsg(aq)Yighii+ D Pagg(n)Yig hia

1<a<As 1<a<As
+ E i 1pYi, h1 + E @15,pY1-j,
1<a<A 1<a<\

Yo, h + Y B

Iéquation (2.8) s’écrit comme suit

¢/ = lim Cn, (Yl + Z [l’; + ( Z x;,z') + ei{‘rop(i)]m + X::M;).

2<i<my, 1</ <ep(4)
(m+ 3w+ 3w )+ 2+ 007)
2<j<m;, 1<5" <ep(5)
= lim ( Z cnss |: Z OéijkY;.hj = O] L + CnSZLp + o(cnSg))
0<k<p—1 1<i<my, 1<5j<mj, (k)

Par itération dans 'ordre croissant, en remplacant dans L, Yig jo par —Cy+ Yig 505
0<q<p—1(C, est la q**™ contrainte), on obtient

¢=(lim ¢,S%)L, = Z QijpYi.hy

1<i<my, 1<j<m;,



12 Nizar Ben Fraj et Hatem Megdiche

avec avojop =0pourtout 0 <qg<p-—1.

Ce qui permet de déduire qu’il existe un coefficient oo 0j0p = 1 (quitte & remplacer
SP par SP Ozlojop) et que les coefficients ayjp, 1 < i < m,, 1 < j < m’ sont
des fonctions polynomiales de variables ayji, 1 < @ < mp_1, 1 < j < mp 1
et 0 < k < p—1. Dot la construction de la famille F},,. Enfin pour tous les
0 < q<p-— letl <r < CCLTd( (p—l)sq)a on pose C?(;D7 q,r) Q(p—l,s,q,r) et
Fpsq = Fp—1)sq- Ce qui acheéve 'étude du cas 2.

Un raisonnement analogue a celui du cas 2 prouve la proposition a ’ordre p pour
le cas 3 (resp. cas 4, resp. cas 5) ou ensemble Ly est celui du cas 2 privé de

{Yl.ﬁmp’l} (resp. {X,T”’l.hl}, resp. {Yl.ﬁnmp’l, X,T”’l.hl}> dont m, =m,_1+

1 et m;, = m; 1 (resp. my = mp_1 et my = my_; + 1, resp. my, = my_1 + 1 et
C.Q.F.D.
Notons NI’, = (1<3U<n E;,,s) U N];_l, 2 <p<pp.
Corollaire 2.3.1. Nous avons
1) po < dim(H)dim(Z(g)).
u) cor(g*) C N, . &

Preuve. 1) et 12) découlent respectivement des assertions b) et a) de la proposition
2.3.2.

Proposition 2.3.3. Pour tous les 1 <p < pg et 1 < s < ny, il existe deux suites
de fonctions constructibles X, : Ej, ;, — H et L, : E, ; — (Z(g))* définies en
tout L € E, 5 par :

(Xn(0))nen = ( Z Z Py ((ijr)1<icm,, 1<j<my, o<k<p)n’
1<i<m,, 1<i/ <w(i)

et

(Ln(£))nen- =< S D Qiy((eijricicm,, 1<i<m, ogkgp)njl]hj)

X : X neN*
1<j<my, 1<5' <o (4)

telles que
lim n' X, (£).Ln(£) = £, pour tout £ € E], (2.9)

avec : (P;ir)1<i<m,, 1<i'<w(i)en+ €t (Qj,j’)lgjgm’p, 1<j'<o(j)en+ sont deuz familles
finies de polynémes a plusieurs indéterminées et a coefficients réels et t € Z* .
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Preuve. La construction des suites (X, )nen et (Ln)nen se fait par récurrence a
travers 1’étude des cing cas de la preuve de la proposition 2.3.3. Avec les mémes
notations que celles de la proposition précédente on suppose que pour tous les 1 <
i <my et 2 <3 < pp(i) il existe deux éléments n; et n; ;v de Z* et des fonctions
polynémes P; i/ ((Xijr)1<i<m,, 1<j<m'p et 0<k<p), €t, pour tous les 1 < j < m; et
2 <j" < 9p(j) il existe deux éléments n; et n; ;, de Z* et des fonctions polynomes
Qj.j (Xijk)1<i<m,, 1<j<mp et 0<k<p) telles que :

lim. ¢z, <Y1+ Yoo+ Y Pul(@i)igicm,, 1<j<mp et 0<k<p) n"]Y;)

2<i<mp 1</ <epp(4)
’ ’
(h1+ Solnmi+ Y Qii((eujk)i<icm,, 1<j<mp et 0<k<p) nnj*-”’]hj)
2<j<m!, 1<5' <, (5)
. n0
= lim ( Z cp e [ Z ok Yshy = O]
0<k<p—1 1<i<my, 1<j<m), (k)

+¢, N [ Z aiiji.hj] » + O(cn n"/))

1<i<m,, 1<j<m/,
= Y. aipYily (2.10)
1<i<my, 1<j<m;,
ol (ng)o<q<p est une suite strictement décroissante & valeurs dans Z* , (¢n)nen =
0

— l 0

(7" )nen et 0’ < my.
Reprenons ’étude des cing cas de la proposition 2.3.3 tout en remplagant la suite

— 0 N . . . . ya N
(cn)nen par (n~"rt+1),cn o1 n2+1 est un entier relatif strictement inférieur & ng.
Dans le cas 1.

0
P

0

p> €6 on

1) si n
pose

/ 0 . . ,
—n’ > 1, on prend n,4q compris strictement entre n' et n

a) pour tout 1 <a < A (resp. 1 <b < N), ppr1(ia) = @plia) +1, 14,00 =
!/

”2+1 et P ir = a;,1p+1) € R (vesp. ¥py1(jp) = ¥p(hp) + 1, nan = ng+1 et

Qji.jy, = 1)y (p+1) € R)

/
p

b) mpi1 =my, et my, . =m
c) pour tout i € {2,...,mpi1} \ {i1,...,in} (resp. j € {2,....,mp, 1} \
{71,051, p41(i) = @p(0) (resp. Ypy1(d) = ¥p(4))-
Soit
{ = lim n~"w+ (Y1 + Z [n™ + ( Z P n"/]Y;)

2<i<mp 1< <y (i)

<h1+ S Y. Qi ”n;‘j’]hj)

2<j<my, 1<5' <t (5)
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= lim ( n”27”2+1 |: Z oY hy = ():|
0<k<p 1<i<my, 1<j<my, *)
+[ Y GiaprnYihi+ Y alja(pmybhja} + O(%))
1<a<A 1<a<\ (p+1)

1<i<mpyr, 1<j<my
alors £ est un élément de Ep41) 5, olt s € {1,...,np41}.
2) si nY) —n' =1, alors on remplace n;, 1, n’; et n’; ;, respectivement par
leurs doubles pour revenir a la condition examinée ci-dessus et pour aboutir a la
méme conclusion.

Dans le cas 2.

On prend ng+1 =n’ et on pose
a) pour tout 1 <a < X (resp. 1 <b < XN), @pi1(ia) = @plia) +1, ni, a0 =
n2+1 et Py, iv = a; 1p+1) € R (vesp. ¥py1(dp) = ¥p(he) + 1, n; = n2+1 et
Qjy.jf = Mjip+1) € R)

b) myy1 =my, +1et my,, ; =m,+1

by

m m; n®
¢) (2" Jnen = (Un " nen = (™71 ) pen
d) pour tout i € {2,....mpp1} \ {i1,..,ix} (vesp. j € {2,...,mp 4} \
L, 331y ep41(i) = pp(i) (vesp. Ypia(d) = ¥p(4))-
D’ou, si on pose
c=timn e (Yir Y [t (Y Ponm aan(teny,, ).

2<i<mp 1<i/ <@pia (i)

(hl + Z [ n" +( Z Qj.it nn;’j,}hj + n(n:néﬂ)hm;ﬁl)

2<j<my, 4 1<5" <t¢p+1(4)

= lim ( Z naMp1 [ Z Y hy = 0} *)

0<k<p 1<i<my,, 1<5<m),

+{ Z aij(p+1)y;l-hii| + O(%))
1<i<m 1<j<m’ (p+1)
SISMp+1, LSJSTM, 4y

= Z Oéij(p+1)yvi.h]‘ s (212)
1<i<mpyr, 1<j<my
alors £ est un élément de E,4 1), ol s € {1,...,np11}.

L’étude des cas 3 et cas 4 (resp. cas 5) est similaire & celle du cas 2 (rep. cas 1).
Pour achever la démonstration, il suffit de signaler que la construction de suites
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(Xn(0)nen+ et (L (€))nen+ se déduit immédiatement des formules (2.11) et (2.12),
et que I’équation (2.9) est une conséquence directe de I’équation (2.10).
C.Q.F.D.

Corollaire 2.3.2. Pour tous les1 <p <py et 1 <s <n, , nous avons
E;:),s =F,s et Nzlz = N,. O
Finalement, nous obtenons le résultat suivant

Théoréme 2.3.1. Nous avons

No C N; C ..... C N C ..... C N, = cor(g™). &

L’exemple qui suit est une recherche en dimension huit d’un type d’éléments
du cortex de niveau inférieur ou égal a quatre montrant les relations polynomiales
liant les coefficients de ces éléments avec ceux de leurs contraintes.

Exemple 2.3.1. On suppose que dim(Z(g)) = 3 et dim(H) = 5. Soient (Y7, Y2, Y3,

*

Y4, Y5) et (hi, ho, hs) deux bases orthogonales respectivement de H et (Z(g))*.
Considérons 1’élément de cor(g*)

0 =Y1.(a124h2 + a134h3) + aa34Y2.hs + Ys.hg + Yy ho + (314Y3 + cu14Ys + Y5). 2

sous les contraintes

Yi.h1 =0
Yi1.ha +Ya.h1 =0
Yl.(a122h2 + hd) + Y2.h2 + Y:;hl =0

et Yl.(()t123h2 + 04133h3) + Yg.hg + nghz + (agng}, + Y4).h1 = 0.

Nous montrons que a3y = 33 — @313 — 122. En effet, pour tout n € N, on a :

en (Yo 2Yo + [(22)% + (0 + cuz) (03)° + Pu(ad)]¥s + [(62)° + Pa(a3) )Ya +
(22)195) (I + [03 + anoa(2)® + (an2s + (0122)2) (82)° + Qu(a2)Jhz + [(22)* +
(a13s + an2)(2},)® + Q2($%)4]h3)

= ca[Y1.ha] + cnal [Viho + Ya.ha] + cn(27)?[Y1.(qa22h2 + h3) + Yo.ho + V3.l
+en(@7)? [V1-(123he + a1sshs) + Yauhs + Yaho + (03135 + Ya).Ju]
+cn (123 + (0122)%) (22)*[Ya.he = =Y1.(an22h2 + hs) — Y3.h4]
+cn (o33 + o22) (22)*[V2.hs]
(

+cn (20022 + agi3)(@2)*Ys5.ha = —Yi.(an2she + aizshs) — Yo.hs — (az13Ys +
Y4).h]
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+cn(22)4[Y3.h3 + Yy.ho)
+en(22)Y1.(Q1he + Q2hs) + (P1Y3 4+ PoYy + Ys).ha] + o(cn (22)%)

ol Q1 = 24 + a22(123 + (@122)%) + a123(20122 + @313),
Q2 = o3 + (0123 + (0122)?) + 133(20122 + ai313)
Py = as14 + (0123 + (122)?) + a313(201122 + a313)

et Py = aq14 + 20022 + azi3.

1

Donc en posant pour tout n € N*: ¢, = n* et 22 = =, on obtient :

¢ = lim (n4 [Vi.h1] + n3[Y1.ha + Ya.hy] + n?[Yi.(i22he + h3) + Ya.ho + Y3.hy]

+n[Y1.(a123he + ci33hs) + Yao.hg + Ys.ho + (3133 + Ya).hi]
+Y1.(124h2 + a134h3) + ao3aYo.hg + Ya.hg + Yi.ho + (a314Y3 + 0414Ys

+Y5).In
1
o~ )
+0(-)
avec (rgz4 = (¥133 — (313 — (¥122. &
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