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Préface

C’est quoi, I'algebre ? Dans I'histoire on comprend par l'algébre I'édeleéquations. Au cours des
2000 ans de cette étude, les gens se sont apercus que certainesestingsenaient trés souvent, et
en plus dans des contextes tout a fait différents! Depuis, les algélsistesipent aussi de I'étude
et du dévelopement de ces structures, ainsi que, évidemment, de lplicatagms dans d’autres
domaines en sciences, ingénierie et mathématiques. Le cours d'algéasdgdié a une introduction
aux structures algébrigues fondamentales : les groupes, les anlesacerps, ainsi qu’aux espaces
vectoriels (d'un point de vue plus général que dans le cours d'adtéaire). Ces structures seront
illustrées par des exemples et parfois des applications. Les régles etheslegles plus importantes
concernant les démonstrations mathématiques seront enseignées eépsatiq

En algébre 2, nous allons approfondir la théorie des anneaux et hons taaiter quelques complé-
ments au cours d’algébre linéaire. En algébre 3 le cours culminera en t&etdédGalois qui nous
permettra de démontrer la constructibilité ou inconstructibilité a la régle et au sodepaertains
problemes de I'antiquité et I'impossibilité de résoudre I'équation généraleeget cau moin$ par
radicaux.

Littérature

Voici quelques références :

— Lelong-Ferrand, Arnaudié€ours de mathématiques, Tome 1, Algélyanod. Ce livre est treés
complet et trés détailé. On peut I'utiliser comme ouvrage de référence.

— Siegfried Bosch Algebra(en allemand), Springer-Verlag. Ce livre est trés complet et bien lisible.

— Serge Lang Algebra(en anglais), Springer-Verlag. C’est comme une encyclopédie deblia@ge
on y trouve beaucoup de sujets rassemblés, écrits de fagcon concise.
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1 Premiers mots du langage mathématique

Le langage mathématique est différent du langage du quotidien par
— sa précision : tout terme a une définition précise ;
— son formalisme : souvent on utilise des symboles et des formules.

Limplication =

Nous introduisons le symbote- pour lesimplications Il se lit comme : « implique », « alors », « en
conséquence », « donc », « est suffisant pour » etc.

(1) S'il pleut, la rue est mouillée.

(2) Il suffit qu'il pleuve pour que la rue soit mouillée.

(3) Je réussis I'examen. Donc je recgois les points ECTS.

(4) Sionax =1, alors2z = 2.

(5) Sionar =1, alorsz? = 1.
Nous formalisons ces phrases maintenant ; nous nous intéressomsesgdda relation entre les deux
parties de la phrases (il nous est égal s'il pleut actuellement ou nog'ind@resse uniquement aux
implications) :

(1) Il pleut.= La rue est mouillée.

(2) Il pleut.= La rue est mouillée.

(3) Jeréussis I'examen: Je regois mes points ECTS.

4 xz=1= 2x=2

BG)r=1= 22=1
Parfois il est utile de formaliser encore un peu plus. On appelle uneghoesme « Il pleut. » ou

«x = 2 » une assertion. Une assertion est vraie ou falisse.
Si A et B sont des assertions, I'implicatieg est une assertion de la forme

A= B,

qui signifie : siA est vraie, alorsB est vraie. Elle ne dit pas (!!) qué est vraie!

Limplication <«
Le symbole< a la méme signification que-, sauf que les cbtés sont inversés.

(1) Larue est mouillée s'il pleut.

(2) Pour que la rue soit mouillée, il suffit qu’il pleuve.
(3) Je recois les points ECTS si je réussis I'examen.
(4) Ona2x = 2,six = 1.

(5) Onaz?=1,siz=1.

Il'y a des subtilités avec cette phrase que nous n'évoquerons pasusane les rencontrerez dans aucun cours de vos
études, sauf si vous suivez un cours de logique mathématique.
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La formalisation est ainsi :

(1) Larue est mouillée= Il pleut.

(2) Larue est mouillée= Il pleut.

(3) Jerecois les points ECTS= Je réussis I'examen.
4)2c=2 < =1

BG)z?=1 = z=1

Si A et B sont des assertions, I'implicatiea est une assertion de la forme
A < B,

qui signifie : siB est vraie, alorsd est vraie. Elle ne dit pas (!!) quB est vraie !

L'équivalence <

Le symbole< indique I'équivalence; il se dit « est équivalent a », « si et seulementesc. Il est
employé si les deux implications- et < sont vraies en méme temps.

(1) Je recois les points ECTS si et seulement si je réussis I'examen.

(2) On a2x = 2, si et seulement si = 1. (On suppose ici que est un nombre réel.)

(38) On az? = 1, si et seulement st = 1 ouz = —1. (On suppose ici que est un
nombre réel.)

Discutons d’abord pourquoi il n'y a pas d’exemple avec une rue mouill&gssertion : « La rue est
mouillée.= Il pleut. » est fausse (car quelqu’un pourrait nettoyer sa voiturédtsiil ne s’agit pas
d’une équivalence. Aussi l'assertion 2% = 1 < 2 = 1 » est fausse, car 'assertion& =1 = z =
1 » est fausse, parce que= —1 est une autre solution.
Voici, la formalisation :

(1) Jerecois les points ECTS: Je réussis I'examen.

2)2z=2 < =1

@) 2?=1« (z=1louz=-1)

Si A et B sont des assertions, I'équivaleneeest une assertion de la forme
A& B,

qui signifie : A est vraie, si et seulementBiest vraie.

Faites bien attention lequel des symbotes<, < utiliser.

C’est une grande source d’erreur au début.
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La conjonction « et » (symbole :A)

« Et » en mathématiques a la méme signification qu'au quotidien4 & B sont des assertions,
I'assertionA et B et vraie si et seulement di et B sont vraies.
Introduisons maintenant le formalisme (facile !) des tables de vérité (v=, ¥raiausse) :

A | B || AetB | Explication

V|V \ Si A est vraie etB est vraie, alorsA4 et B) est vraie.

v | f f Si A est vraie etB est fausse, alors4(et B) est fausse.
flv f Si A est fausse eB est vraie, alors4 et B) est fausse.
flf f Si A est fausse eB est fausse, alorsA(et B) est fausse

(1) P est étudiant(e) de ce cours et P habite a Luxembourg.
(2 z2=1etz >0

Regardons (2) de plus prés. Sdit’assertion «> = 1 » et B l'assertion « > 0 ».
— x = 1:c'estle cas de larangée 1; alors, I'assertion est vraie.

— x = —1:C'estle cas de larangée 2; alors, I'assertion est fausse.

— x # letx > 0:c'estle cas de larangée 3; alors, I'assertion est fausse.
—x # —1letx <0:cestle casdelarangée 4; alors, I'assertion est fausse.

La disjonction « ou » (symbole :V)

« Ou » en mathématiques a la signification suivante4 st B sont des assertions, alors I'assertion
« A ou B » est vraie si au moins une des assertidnst B est vraie (en particulier, si les deux sont
vraies, alors ¢4 ou B » est vraie).

Voici, la table de vérité qui exprime ce fait :

A|B| AouB
V|V v
v | f v
flv v
f|f f

(1) P est étudiant(e) de ce cours ou P habite a Luxembourg.
(2) 2 =1o0uz >0

Regardons (2) de plus prés. Sdif’assertion «? = 1 » et B l'assertion « > 0 ».

— x = 1:cCestle cas de larangée 1; alors, I'assertion est vraie.

— x = —1:c'estle cas de larangée 2; alors, I'assertion est vraie.

— x # letx > 0:c'estle cas de larangée 3; alors, I'assertion est vraie.

— x # —letx <0:cestle casdelarangée 4; alors, I'assertion est fausse.

Notez que « ou » au quotidien est souvent utilisé de maniére exclusiveulezimous du café ou du
thé ? » ; « Allez-vous a droite ou a gauche ? ». C’est soit I'un, soit I'aB&e en maths : Si et B sont
vraies, alors l'assertion4 ou B) est vraie. Mais, aussi au quotidien on peut utiliser « ou » comme en
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maths : « Si c’est votre anniversaire ou si vous réussissez I'exgenenis félicite. » Je vous félicite
méme si vous réussissez votre examen le jour de votre anniversaire.

L'existenced
Voici quelgues exemples d’assertions vraies :

(1) 'y aun étudiant dans cette salle.

(2) Il existe unz € Q tel que2x = 2.

(3) Il existe un et un seut € Q tel que2z = 2.

(4) ll existe unz € Q tel quez? = 1.

(5) Il existe un et un seut € Q tel quez? = 1 etz > 0.
« Il existe » veut dire : il existe au moins un. Il peuty en avoir plus qudguvent on utilise le symbole
3 pour « il existe ». S'il existe un, mais pas deux ou encore plus, alors @uéit il existe un et un
seul » ou « il existe un unique ». Dans ce cas on écrit soulent
Avec ces symboles les exemples deviennent :

(1) 3 étudiant dans cette salle.

(2) dz € Qt.q.2x = 2.

() Nz eQt.qg.2z =2.

(4) 3xr€Qtg.2® =1.

(5) Iz cQtg.z?>=1etx > 0.

On remplace souvent le « t.g. » par deux points « : ».

Pour tout v
Voici quelgues exemples d’assertions vraies :

(1) Tous les étudiants dans cette salle étudient a I'Université du Luxembour
(2) Pourtoutr € Q on az? > 0.
(3) Pourtoutn € Nonal +2+3+---+n= "(”2“).

On utilise le symbol& pour « pour tout ». Voici, les exemples de fagon plus formels :

(1) V étudiant dans cette salle : il étudie & I'Université du Luxembourg.
(2 VzeQ: z2>0.
B)VneN: 14243+ +n="0C8

La négation (symbole :—)

Si A est une assertion, nous écrivons « (nr» pour sa négation. La table de vérité de la négation
est triviale :
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A || nonA
\% f
f \%

Voici, des exemples de négations :

(1) Il pleut.
Négation :Il ne pleut pas.
2 z=1
Négation :x # 1
(3) Il est luxembourgeais et il étudie a I'Université du Luxembourg.
Négation :Il n’est pas luxembourgeois ou il n’étudie pas a I'Université du Luxem-
bourg.
4) z2=1etz >0
Négation :z2 # 1 ouz < 0
(5) Tous les étudiants ont les cheveux blonds.
Négation :Il existe un étudiant qui n’a pas les cheveux blonds.
(6) Il existex tel quef(x) = 0.
Négation :Pour toutz : f(z) # 0.

Dans les exemples (3) et (4) nous avons vu que « et » et « ou » sohaageér lors de la négation.
Démontrons ce fait par la table de vérité :

A| B| AetB | non(AetB) || nonA | nonB | (nonA) ou (nonB)
V|V Y f f f f
v | f f v f \Y; \Y;
flv f v v f v
flf f v Vv v v

Si on fait la négation d’'une assertion, il faut échanget 3, et il faut échanger « et » et « ou ».‘

La contraposée

SoientA et B deux assertions. Alors, I'assertioA & B) est vraie, si et seulement si (ndn< non
B) est vraie. On appelle I'assertion (ndn< non B) la contraposée de4 = B).

(1) Il pleut.= La rue est mouillée.
Formulation équivalentell ne pleut pas< La rue n’est pas mouillée.

(2) P estun point sur le cercle de rayoret de centre”’. = La distance entré estC'
est égale a.
Formulation équivalente P n'est pas un point sur le cercle de rayeret de
centreC. < La distance entr@ estC est différente de.

B z=1=22=1
Formulation équivalentez # 1 < 22 # 1
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@4 ?=letz>0zx=1
Formulation équivalente (x? # 1 oux < 0) &z # 1

La table de vérité de I'implication

On voudrait mentionner la table de vérité de I'assertidn= B).

A= B

A
v
v
f
f

—h<—h<bd

=
\'
f
\'
\'

Cette table doit étre comprise comme une définition du symbelex<\oici, une explication pour-
quoi on fait cette définition. Supposons gde= B est vraie. Alors :

— Si A est vraie,B est vraie aussi. Ceci exprime « I'implication ».

— Si A est fausse, on ne peut rien dire &ir B peut étre vraie ou fausse.

En fait, si on exige ces deux propriétés, la table de véritédde- B ne peut étre que celle en
haut, comme on le vérifie directement. Il peut apparaitre contre-intuitif quieleséres deux lignes
expriment : « D’'une fausse assertidron peut conclure que toute assertiBrest vraie et qu’elle est
fausse. »

Remarquons que la table de vérité de={- B) est la méme que celle de I'assertion ((ndnou B).
Démontrez comme exercice que la table de vérité de I'assética B) est aussi la méme que celle
de la contraposée ((nat) < (non B)).

2 Ensembles et fonctions

Ensembles

Nous utilisons la notion d’ensemble de Georg Carttor :

Par ensemble, nous entendons toute colleclibr’objetsm de notre intuition ou de
notre pensée, définet distincts ces objets étant appelés les élémeletd/.

Interprétation :

— Objet : « objet mathématique ».

— Collection : 'ensemble sera un nouvel objet mathématique.

— définis : les objets doivent étre clairement définis

— distincts : il doit étre clair si deux objet sont égaux ou distincts.

On peut décrire des exemples en écrivant ses éléments. Par exemple :

- A={A,B,C,D,...,X,Y, Z}, l'alphabet.

- 2=40,1,2,3,4,5,6,7,8,9} = {4,2,3,9,0,7,6,8,1,5}, I'ensemble des chiffres. Notez pour la
derniére égalité gu'un ensemble ne dépend pas de I'ordre dans leg@alitses éléments

2lly a des subtilités avec les ensembles que vous n'allez pas rencaemidant vos études (sauf dans un cours de logique
mathématique). Par exemple, la collection de tous les ensembles n’'est pasemble.
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Nous allons aussi utiliser les ensembles suivants que vous connaifsde tlécole, mais qui seront
introduits de maniére précise dans ce cours (bientét) et en Analyse.

- N=1{0,1,2,3,...}, lesnombres naturels

-Z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}, lesnombres entiers

— Q, lesnombres rationnels

— R, lesnombres réels

On peut aussi définir des ensembles par des propriétés. Par exemple :
- X={ 2y |zeZyeZ}=1{00,01,0203,...,99}.
~—~ ————
éléments propriétés
— £ = {P | P est étudiant(e) de ce couysl'ensemble des étudiants de ce cours.
— L = {P | P estun/une Luxembourgeois(g)I'ensemble de tous les Luxembourgeois.
— B={abc|a€ Abe B,ce C}, I'ensemble de tous les mots en trois lettres.
— G ={n|n e N,n estpair}, 'ensemble des nombres naturels pairs.
— Soienta, b € R. L'ensemble

[a,b] :={z |z € R,a <x <b}

est appeld’intervalle fermé entrez et b. (Pour les intervalles ouverts (semi-ouverts) on utilise la
notation|a, b (Ja, b]).)

Nous utiliserons les notations suivantes :

— () pour 'ensemble vide.

— € pour indiquer I'appartenance d’'un élément a un ensemble.

— & pour indiquer qu’un élément n'appartient pas a un ensemble.

— #M pour indiquer le nombre d’éléments d’un ensemble.

Par exemple :

-7€eR

- 7€]2,10]

- 718,10

— A € A(Aestélément de 'ensemhlé, I'alphabet.)

— A ¢ Z (An'est pas un élément de I'ensemble des chifftes
- ABC e B

— Henrie L.

- #A=26

—#Z=10

Définition 2.1. SoientA, B des ensembles.
— B est appel&ous-ensemble dé si pour toutb € B on ab € A. Notation : B C A.
— A et B sont appeléggauxsi A C B et B C A. Notation : A = B.
— On appelle 'ensemble
A\B:={a|a€ A,a ¢ B}

le complément ou la différence de dansA.
— On appelle 'ensemble
AUB:={a|a€ Aoua € B}
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la réunion deA et B.
— On appelle 'ensemble
ANB:={a|a€c Aeta € B}

l'intersection deA et B.
— Sionadn B = 0, on appelled U B la réunion disjointe del et 3. Notation : AU B ou A LI B.
— On appelle 'ensemble
AxB={(a,b)|a€ Abe B}

le produit cartésien dd et B. Ses éléments sont aussi appelésples

Par exemple :

-{A,D,Z} C A.

- {1,2,3,4} C Z;aussi:{1,2,3,4} C N.

-GCN

- [1,2]CR

- 2\ {1,2,3,4} = {0,5,6,7,8,9}.

-4{1,2,3,4} \ {2,3,4,5} = {1}.

-{1,2,3}\ Z2=0.

- [173] \ [2,3] = [172[' ‘

- {1,2} U{8,9} = {1,2,8,9} = {1,2} U {8,9}

-{1,2,3}U{3,4,5} ={1,2,3,4,5}. (Tout é&lément n'appartient qu’une fois a 'ensemble!)
- [1,3]N[2,4] = [2,3]

- LNE = {A]| Aestluxembourgeois et étudiant de ce caurs

— N x N est I'ensemble de tous les couplesb) aveca, b € N.

- Ax Z2={(4,0),(A4,1),...,(4,9),(B,0),(B,1),...,(B,9),(C,0),...,(Z,9)}.

Lemme 2.2. Soient4, B, C des ensembles. Alors, les assertions suivantes sont vraies :
@ ANn(BuC)=(AnB)U(ANC()

(b)y AU(BNC)=(AUuB)N(AUCQC)

Démonstration.(a) Nous nous souvenons que deux ensembles sont égaux si I'smussénsemble
de l'autre et réciproquement. Nous allons alors montrer les deux inclusions

1) AN(BUC)C(ANB)U(ANCO)

2 AN(BUC)D (ANB)U(ANCQ)

Par définition deC il faut montrer ;

1) zeAn(BUC)=z€ (ANB)U(ANC).

2 ze(ANB)UANC)=2zc AN(BUC).

(1) Soitz € AN (BUCQC).

=z e€Aetz e (BUC)

=x €€ Aet(@x e Boux € ()

=(xecAetre B)ou(x € Aetzx € ()
=zrxe€ANBouxec ANC
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=z€(ANB)U(ANC)

Nous avons démontré (1).

(2) Soitz € (ANB)U (ANC)
=rxecANBouze ANC

= eAetre B)ou(x e Aetx € C)
=>x € Aet(x € Boux € ()
=ze€AN(BUC).

Nous avons démontré (2), et donc (a).

(b) Avec la méme argumentation nous devons démontrer :
1) zcecAu(BNC)=zc (AUB)N(AUC).
2 zec(AUB)N(AUC)=2x€ AU (BNC).

(1) Soitz € AU(BNC(C)
=ze€Aoux e (BNC)

=x € Aou(@ € Betx € ()

= (€ Aouxr e B)et(xc Aouzx € C)
=zxecAUBetzc AUC

=z (AUB)N(AUCQC)

Nous avons démontré (1).

(2) Soitz € (AUB)N(AUC(C)
>rcAUBetxrec AUC
=(xe€Aoux e B)et(x € Aouzx € C)
=z € Aou(@c Betx € ()
=x€Aoux € (BNC)
=x€AU(BNQC)

Nous avons démontré (2), et donc (b). Ol

Lemme 2.3. SoientE un ensembled et B des parties dev etA = E\ Aet B = E\ B, les
complémentaire dd et B dansE ;ona:

@ AnNA=0etAUA=F (autrementditA U A = E);

(b) B\ (E\ A) = 4;

(c) ACB< BCA,;

(d) AUB=ANB,;

(e) ANB=AUB.

Démonstration.

(@) Supposons par I'absurde que l'intersection A est non vide. Soit alors un élément dand N A.
Ona:x € Aetx ¢ A. Ceciestimpossible, don¢ N A est vide.
CommeA et A sont des sous-ensemblesideur union I'est aussi: onAUA C E. Démontrons
maintenant qué’ est inclus dans I'uniomt U A. Pour cela, soit: un élémentdeés. Ona:z € A
oux ¢ A. Ceci prouve que appartient ¥ U A. Ainsi, on aF C AU A, et finalement I'égalité.
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(b) Soitz dansEk;ona:
reE\(E\A)szxz¢E\AsnonNze E\A) < nonz ¢ A) < xe A

Ceci prouve I'égalité des deux ensembles.

(c) Démontrons d’abord I'implication « ». On suppose dond¢ C B et on veut démontreB C A.
Pour cela, soit dansB = E \ B. Supposons par I'absurde quey'appartient pas 2. Alors, =
appartient &, donc aB (par I'hypothésed C B). Ceci est impossible, carappartient 8. On
en déduit quer est dansA et finalement I'inclusion voulue.

Démontrons maintenant I'implication« ». On suppose donB C A et on veut démontred C
B. D'aprés l'implication «= », 'hypothéseB C A implique : A C B. Or, d’aprés le point (b),
onaA=F\ (E\ A) = Aetde méme3 = B. On obtient donc la conclusion voulue.

(d) Soitz dansk;ona:
reAUBex¢ AUB < nonz € AUB) < nonz € Aouz € B)

snonz € A)etnor(z € By rxc Aetre B&r € ANB.

Ceci prouve I'égalité des deux ensembles.
(e) Ona, d'aprés (b) et (d) :

ANB=ANB=AUB=AUB.

Applications et fonctions

Définition 2.4. SoientA, B des ensembles. Urapplicationf : A — B est une régle qui associe a
tout élément € A un uniqueélémentf(a) € B.

On appelledA 'ensemble de départ ou la source flet B 'ensemble d’arrivée ou but dgé

Les applications sont aussi appeldesctions

Soitf : A — B une application.

— On appelle 'ensemble

{(a,f(a)) |a€c A} C Ax B

le graphe def.
— Sia € A, on appellef(a) 'image dea par f.
— SoitS C A un sous-ensemble. L'ensemble

f(S)={f(s)|seStCHB

est appeld'image (directe) des par f.
L'ensemblef (A) est appeldimage def (tout court).

— Soitb € B. Touta € A tel que f(a) = b est appeléune image réciproque (ou préimage ou
antécédent) dé (Un tel élément n’existe pas toujours et lorsqu’il existe, il n’est paisjum en
général ).
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— SoitT C B un sous-ensemble. L'ensemble
FUT) ={ala€ A fla)eT}C A

est appeld'image réciprogue (ou préimage ou antécédant]'qer f .
— L'application f est appelé@jectivesi pour toutz, y € A I'assertion

fle)=fly)=z=y

est vraie. Notez la formulation équivalentg est injective si et seulement si pour tauty € A
distinctsz # y leurs images sont aussi distinctégr) # f(y).

— L'application f est appeléaurjectivesi pour toutb € B il existea € A tel quef(a) = b. Notez
que f est surjective si et seulementfgid) = B.

— L'application f est appelédijectivesi f est injective et surjective.

Voici, des exemples :

- A = {1,2,3}, B = {X,Y}. On définit I'applicationf : A — B parf(1) = X, f(2) =Y,
£(3) = X.

Cette application est surjective. Il suffit gu’il existe une image récipequpur chaque élément de
'ensemble d'arrivée. Vérifions ceci : une image réciproqueXdest1 (une autre esB) et une
image réciproque d¥ est2.

Elle n’est pas injective, cdret3 sont deux éléments distincts dequi ont la méme valeuf(1) =

X = f(3).

— On peut définir I'application sexe £L — {homme, femmg par la régle sexd®) = homme si
la personneP de I'ensembleC de tous les Luxembourgeois est un homme, et(déxe= femme
sinon.

Cette application est surjective : il existe au moins un Luxembourgeois mast@ainmoins une
Luxembourgeoise (probablement présente dans cette salle). Elle a®satjective : il y a plus

gu’une Luxembourgeoise ou il y a plus qu'un Luxembourgeois masculabgblement aussi pré-
sents dans cette salle).

L'image réciproque de homme par I'application sexe est I'ensemble de toustesbourgeois

masculins.

— Considérons l'applicatioff : R — R donnée par la réglg(x) = 2 pour toutz € R. Si une
application est donnée par une régle comfnen écrit la régle aussi commes 22 ouz — 22
tout court.

Limage def estf(R) = {z | x € R,z > 0}. Alors, f n'est pas surjective. Elle n’est pas injective
non plus, puisqug(—1) =1 = f(1).
Lapplication

g: R — Ry

r = .73‘2

est surjective mais pas injective.
L'application
h . R+ — R

X = T
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est injective mais pas surjective.
L'application
j: Ry — Ry
X g 3}2
est injective et surjective.
— Considérons I'applicatiori : N — N donnée par la réglg(n) = 2n pour toutn € N.
Son image esf(N) = g, I'ensemble de tous les nombres naturels pairs. Alors, elle n’est pas
surjective. Maisf est injective : sif(n) = 2n et f(m) = 2m sont égaux, alorsy = m.
— Considérons 'applicatiofi : N — G donnée par la reglg(n) = 2n pour toutn € N.
Elle est bijective.
— Pour tout ensemblé on considére I'applicatioientitéid4 : A — A donnée parlaréglie 4(a) =
a pour touta € A.
Elle est bijective.
Les images directes et réciproques de sous-ensembles vérifientpegigosuivantes.

Lemme 2.5. SoientE et F' des ensembles gtune application de&2 dansF'.
1. Soientd et B des partiesdé”;on a:
(@) A C f~1(f(4)) (Attention, on n'a pas toujours égalité ici) ;
(b) AC B = f(A)C f(B);
(©) f(AUB) = f(A) U f(B) ;
(d) f (AN B) C f(A)n f(B) (Attention, on n’a pas toujours égalité ici).
2. SoientC et D des partiesdd’; ona:
(@) f(f71(C)) C C (Attention, on n’a pas toujours égalité ici) ;
(b) CC D= fL(C) C fUD);
© f(CuD)=fHC)Uf(D);
d) f(CnD)=fHC)n f D).
Démonstration.

1. SoientA et B des parties dé& .

(a) Soita dansA. Alors on a (par définition d¢(A)) f(a) € f(A) donc (par définition de
I'image réciproque d’'une partie)c f~! (f(A)). Ceci prouve 'inclusion voulue.

(b) On supposel C B et on veut démontref(A) C f(B). Pour cela, soiyy un élément
de f(A). Par définition def(A), il existe un élément de A vérifiant :y = f(a). Par
'hypothéseA C B, a est aussi un élément d8. On en déduit quef(a), et doncy,
appartient & (B). Ceci prouve l'inclusion voulue.

(c) Soity un élémentdd’;ona:

ye f(AUB) dre AUB,y = f(z) & Jz € Etelquex € AU B ety = f(x)
dr € Etelque(x € Aoux € B) ety = f(x)

dr € Etelque(z € Aety = f(x)) ou (x € Bety = f(z))
(Jzx € A,y = f(z)) ou (3z € B,y = f(x))

y € f(A)ouy € f(B)

y € f(A)U f(B).

tee T
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Ceci prouve I'égalité des deux ensembles.

(d) Soity dansf (AN B). Alors il existex dansA N B vérifianty = f(x). Commex est
dansA, on ay € f(A). De méme, comme est dansB, on ay € f(B). Ainsi, on
ay € f(A) N f(B). Ceci prouve l'inclusion voulue.
2. SoientC' et D des parties dé'.
(a) Soity dansf (f~1(C)). Par définition de 'image directe d'un sous-ensemble, il existe
dansf~1(C) vérifianty = f(x). Par définition de I'image inverse d'un sous-ensemble,
onaf(z) € C,doncy € C. Ceci prouve l'inclusion voulue.

(b) On suppos€ C D et on veut démontref~1(C) C f~1(D). Soitz dansf~!(C). On a
doncf(x) € C. Comme on a par hypotheseC D, f(z) est aussi dang. Ainsi, = est
dansf~!(D). Ceci prouve l'inclusion voulue.

(c) Soitz dansFE;ona:
refl(CuD) & flx)eCUD< f(x)eCouf(z)eD
& xcf Y C)ouz e f7YD)exc fALO)UFYD).
Ceci prouve I'égalité des deux ensembles.
(d) Soitz dansE;ona:
ref1(CND) & f(x)eCnD<x flx)eCetf(x)eD
& zeflC)etre fFYD) s xe fHO)N fYD).
Ceci prouve I'égalité des deux ensembles.
O

Définition 2.6. SoientA, B, C' des ensembles ¢t: A — B etg : B — C des applications. On
appelle

gof:A—=C, a—g(f(a))

la composée deg et f.

Voici, des exemples :

— Considérons les applicatiofis 2] EN [2,3] % [4,9] données par les réglgéz) = = +1 etg(z) =
22. Alors, I'applicationg o f est donnée parlarégl@o f)(x) = g(f(z)) = g(x +1) = (z +1)2.

— Soitf : A — B une application. Alorédp o f = f, puisque pour tout € Aon a(idg o f)(a) =
idp(f(a)) = f(a). De la méme maniére on voftoid4 = f.

Lemme 2.7 (Associativité de la composition d'applicationsJoientA, B, C, D des ensembles et
f:A—B,g: B— Ceth:C — D des applications. Alors, onfac (go f) = (hog) o f.

Démonstration.Deux applicationsA — D sont égales si elles prennent la méme valeur pour chaque
a € A. Nous allons vérifier que ceci est le cas paur(go f) et(hog) o f. Soita € A. Nous avons

(ho(gof)(a) =h((go f)(a)) =h(g(f(a)))
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et
((hog)o f)(a) = (hog)(f(a)) = h(g(f(a))).
Puisque les deux expressions sont les mémes poua tautl, nous avons achevé la démonstration.
O

Lemme 2.8.Si f : A — B est une application bijectivealors il existe une unique application
g: B — Atellequego f =idy et f o g = idp. Elle est donnée par la réglgb) = a ou pour tout
b € Bon prend l'uniquex € A tel quef(a) = b.

Démonstration.ll y a deux choses a faire : (1) montrer I'existence d’une telle fongjien(2) vérifier
son unicité.

(1) Existence : Soib € B. Puisquef est surjective, il existe € A telle quef(a) = b. D’ailleurs,

a est unique puisque si on@ € A tel que f(a’) = b, l'injectivité de f nous permet de conclure
de I'égalité f(a) = b = f(d’') quea = d’. Posons y(b) = a. Il faut vérifier queg a les propriétés
requises :

Soith € B. Nous avons choisi € A t.q. f(a) = b et posé&y(b) = a. Alors :

(fog)(b) = f(g(b)) = fla) = b =idp(b).

Ce raisonnement est valable pour tout B. Nous avons alors démontré que les deux applications
f ogetidp sont égales.

Soita € A. Posong := f(a). Nous avons choisi’ € A t.q. f(a') = b et poséy(b) = a’. Puisque
f(a) = b= f(a), l'injectivité nous donne, = o’. Donc :

(9o f)(a) =g(f(a)) =g(b) =a’ =a.

Ce raisonnement est valable pour taut A. Nous avons alors démontré que les deux applications
go f etid4 sont égales.

(2) Unicité : Supposons que : B — A est une application qui satisfait augsb f = id4 et
foh=idg.

A cause def o h = idpg et f o g = id g, nous concluons

foh=fog.
En conséquence, on a

go(foh)=go(fogy).
L'associativité d'applications (lemme 2.7) implique :

(gofloh=(gof)og.
On utilisantg o f = id4 nos obtenons :

idgoh=1idyog.
Les égalitésd s o h = h etid4 o g = g impliquent
h =g,

et la démonstration est compléte. Ol
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Lemme 2.9. SoientA, B, C des ensembles ¢t: A — Betg: B — C des applications. Alors, les
assertions suivantes sont vraies :

(a) go f estsurjective= g est surjective.
(b) go f estinjective=- f estinjective.
(c) g o f estbijective= f estinjective ey est surjective.

(d) Si f etg sont toutes les deux injectives (respectivement surjectives, respestivigijactives),
alors g o f est injective (respectivement surjective, respectivement bijective).

Démonstration.(a) Sig o f est surjective, alors par définition pour taut C' il existea € A t.q.
(go f)(a) = g(f(a)) = c. Donc,b := f(a) € B satisfaitg(b) = c¢. Ceci montre que est surjective.
(b) Soientc, d € C tels quef(c) = f(d). Donc :

(go f)(c) = g(f(e)) = g(f(d)) = (g o f)(d).

L'injectivité de g o f implique par définitiort = d. Ceci montre I'injectivité def.

(c) C’est une conséquence directe de (a) et (b).

(d) On suppose d’'abord gyeet g sont injectives et on veut démontrer que la comp@ség est aussi
injective. Soient eta’ dansA vérifiant(g o f) (a) = (go f) (¢’). Onadongy (f(a)) = g (f(a')).
Par injectivité dey, on obtientf(a) = f(a’). Par injectivité def, on obtient alora = «’. Ceci prouve
queg o f estinjective.

On suppose maintenant guyfeet g sont surjectives et on veut démontrer que la compgse¢ est
aussi surjective. Soit dansC'; on veut démontrer qu'il existe dansA tel quec = (go f) (a).
Par surjectivité dgy, il existeb dansB vérifiantc = ¢(b). Par surjectivité de, il existea dansA
vérifiantb = f(a). On a alors i« = g(b) = g(f(a)) = (go f) (a). Ceci prouve que o f est
surjective.

On suppose enfin qug et g sont bijectives et on veut démontrer que la compaséef est aussi
bijective. Par hypothésd, et g sont toutes les deux injectives et toutes les deux surjectives. D'aprés
ce qui précéede, on obtient qye f est injective et surjective, donc bijective. O

Corollaire 2.10. SoientA et B des ensembles ¢tune application ded dansB. Alors f est bijective
si et seulement s'il existe une applicatigle B dansA vérifiant :go f =ida et f o g = idp.

Démonstration.L'expression « si et seulement si » désigne une équivalence ; Hoos démontrer
les deux implications.

On suppose d’'abord qug est bijjective. Alors I'existence d’une fonction avec les propriétés du
corollaire est donnée par le lemme 2.8. Ceci démontre la premiére implication.

Pour démontrer la deuxiéme implication, on suppose gqu'il existe une fongtitenB dansA véri-
fiant:go f = idy et f o g = idg. On veut démontrer qué¢ est bijective. On remarque que les
fonctionsid 4 etidg sont bijectives. La relatioif o ¢ = id g, la surjectivité ded g et la partie (a) du
lemme 2.9 donnent qugest surjective. La relatiogio f = id 4, I'injectivité deid 4 et la partie (b) du
lemme 2.9 donnent qugest injective. Ainsi, on obtient qug est bijective. O
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3 Relations et nombres naturels

3.1 Relations binaires

L'égalité dansQ définit un sous-ensemble @ x QQ comme suit :
{(2.y) €QxQle =1} CQx Q.
Si on appelle cet ensembft alors, on a I'équivalence pour tout pairy € Q :
r=y < (r,y)€S.
De la méme maniere, < » définit aussi un sous-ensemble(@e

{(z,y) eQxQ |z <y} CQxQ.

L'égalité et le « plus petit ou égal a » sont des exemples de relations bilainest « binaire » indigue
gu'il s’agit d’une relation entre deux objets). Nous allons maintenamddiser cela.

Définition 3.1. Soit £ un ensemble ; on appellelation binaire su toute partieR de I'ensemble
E x E.

Vocabulaire 3.2. SoientE un ensemble eR une relation binaire sutE. Pour un couplgzx,y) de
E x E tel que(z,y) appartient &R, on dit quex ety sont en relatioret on noter Ry ouz ~r y (ou
mémer ~ y Si R est clair).

Définitions 3.3. Une relation binaireR sur un ensembl& est dite :

— réflexivesi pour toutz dansE on ax Rz ;

— symétriquesi pour tout(z, y) dansk x E on a(zRy = yRx);

— antisymétriquesi pour tout(x, y) danskE x E on a((zRy etyRx) =z =y);
— transitivesi pour tout(z, y, z) dansk x E x Eona((zRy etyRz) = zRz);
— totalesi pour tout(x, y) dansE x E on a(zRy ouyRzx).

Exemples 3.4.

— L’égalité sur un ensemblE est une relation réflexive, symétrique, antisymeétrique, transitive ; elle
est non totale des quE a au moing2 éléments.

— SoientE un ensemble 62( E) 'ensemble de ses sous-ensembles (appelésarsigg. La relation
binaire R définie surP(E) par (ARB < A C B) est réflexive, transitive, antisymétrique ; elle est
non symétrique dés que est non vide et non totale dés ghea au moin éléments.

Nous allons rencontrer deux types de relations binaires : les relatiordyel’'et les relations d'équi-
valence. Nous allons commencer par les derniéres.

3.2 Relations d’équivalence

3.2.1 Définition et premiers exemples

Définition 3.5. Soit £ un ensemble ; on appelkelation d'équivalence suE' une relation binaire
sur E qui est réflexive, symétrique et transitive.
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Exemples 3.6.
1. L’égalité sur un ensemble est une relation d’équivalence.
2. SurI'ensemble des droites affines du plan, le parallélisme est un@®retiiéquivalence.

3. SoientE et F' des ensembles ¢tune application de& dansF'. La relation binaireR; définie
sur E par
V(z,y) € E*, (xRyy < f(x) = f(y))

est une relation d’équivalence. On 'appetigation d’équivalence associég a

3.2.2 Classes d'équivalence et ensemble quotient

SoientE un ensemble (non-vide) & une relation d’équivalence sif fixés.
Définitions 3.7. 1. Soitz dansE'; on appelleclasse d'équivalence de (pour la relationR) le
sous-ensemblfy € E | xRy} de E; on le notexz.
2. Soitw une classe d’équivalence dg; tout élément: dansw est appelé uneprésentarde w.
3. L'ensemble des classes d’équivalencerdpour la relation R est appeléensemble quotient
deE parR;on le noteE/R.
Remarque 3.8. 1. Les éléments de I'ensemldl¢ R sont des classes d’équivalences ; ce sont donc
eux-mémes des ensembles (plus précisément, des sous-enserBbles d

2. Soientr ety dansE'; alorsona:zRy < = = 7.

Exemples 3.9. 1. Pour 'égalité sur un ensembig, on a :z = {z}.

2. SoientE et F' des ensembles gt une application deZ dansF. Pour la relation d’équiva-
lenceRy, la classe d’un élémentde E est :

z={yecE:f(y)=f=)}=F"{f=)}.
C’est «I'image réciproque de I'image de».

Proposition 3.10. (a) Les classes d’équivalence d& sont toutes non vide et tout élément He
appartient a une et une seule classe d’équivalence (la sienne!).
(b) Soientr,y € E. Alors :
TEY & yYeET.
(c) Soientr,y € E. Siy € 7, alorsy = 7.
(d) Soitz ety deux classes d’équivalence.iSn 7y # (), alorsz = 7.

(e) L'ensemble des classes d'équivalences formepartéionde E, c’est-a-dire :

(Rappelons qug| signifie la « réunion disjointe ».)
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Démonstration.(a) Tout élément: € E appartient a la classepar la réflexivité de la relation. Par
définition, toute classe d’équivalence est de la fofinalors elle n’est pas vide.
(b) Nous avons les équivalences :

def

r€y & yRx iy

sygte zRy & yerm.
(c) Nous avons par définition~pg x, et donc par la symétrie ~ y. Prenong); € i, doncy ~g 1.
La transitivité nous donne ~ ¥ ; alorsy; € . Ceci montrg; C z. Par (b) nous avons aussie 3
et les mémes arguments montrent 3. Nous obtenons donc 'égalité= 7.
(d) Soitz € TNy, doncz € T etz € 3. Par (¢) nous avons= 7 etz = 3, dOnCT = 7.
(e) et une conséquence directe de (a)—(d) : Il faut montrer
(1) quelonak = |J wet
weE/R
(2) que cette réunion est disjointe.

(1) est I'assertion (a) : tout élément deappartient a une classe d’équivalence.
(2) est I'assertion (d) : deux classes d’équivalences sont soit leges&oit disjointes. Ol

Proposition 3.11. L’application de E dansFE/R qui a tout élément: de E associe sa classe est
surjective ; on I'appellesurjection canoniqude £ dansE/R.

En mathématiques, I'adjectifanoniqueest utilisé pour désigner un objet ou une construction natu-
relle, souvent définis de maniéere unique.

Démonstration.Appelons I'applicatiorns. Si T est une classe d'équivalence, alefs) = z. Donc,
on obtient la surjectivité. Ol
3.2.3 Factorisation canonique d’'une application

Nous allons maintenant considérer un des exemples plus en détails. B@ehRtdes ensembles ¢t
une application dé&’ dansF'.

Vocabulaire 3.12. SoientE’ un ensemble et une partie de ; on appelleinjection canonique del
dansF l'application de A dansF qui envoie tout élémentde A sur z lui-méme (vu comme élément
deF).

On note icii I'injection canonique de¢f(£) dansF et s la surjection canonique d& dansE/R;.

Théoréme 3.13.11 existe une unique application bijectivede E/ Ry dans f(E) qui vérifie : f =
iofos.

La relation vérifiée par les fonctions i, s et f peut s’écrire de maniére compacte en disant que le
diagrammesuivantcommute
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Démonstration.
Unicité On considére deux applicationbet f qui satisfont le théoréme et on cherche & démontrer
gu’elles sont égales.

Soientw dansE/Ry une classe d’équivalence etdansE un representant de (c'est-a-dire
qguona:w =7 = s(x)). Commef et f vérifient 'égalitéf =io fos=io fos,ona:

i(f@) =i (fs@)) = f@) =i (Fls(@)) =i (F() -

Comme I'application est injective, on en dedwtf( ) = f(w). Ceci étant valable pour toute
classev dansE/ Ry, on en conclut qué et f sont égales.

Existence Soientw dansE /Ry une classe d'équivalence gtdansE un représentant de. On
posef(w) = f(x).
Nous devons vérifier qu’on a bien construit ainsi une foncfipn’est-a-dire que la classea
uneuniqueimage parf. Cette vérification est nécessaire car on a a priori défini) a partir
du choix d'un représentantde w, et pas seulement delui-méme.

Soit doncz’ un autre représentant de la classe’est-a-dire qu’on &’ € w ou encorerRsa’.

Alors, par définition de la relatioRy, on af(z) = f(z'). Limage dew par f est donc bien

définie (de maniére unique). On dit que I'applicatibrst « bien définie ».

On devra effectuer ce genre de vérification chaque fois qu’on veuirdéfie application sur

un ensemble quotient.

L'application f est définie suz/R; et a valeurs dang(E). Nous allons démontrer qu’elle

vérifie les propriétés du théoreme.

Relation f =io0 f os Soitz dansE. Alors z est un représentant de sa classe d'équivalence
s(z) eton a par définition d¢ : (io fos)(z) =i (f(s(z))) =i(f(z)) = f(z).

Injectivité Soientw etw’ des classes dars/ R vérifiant : f(w) = f(w’). Soientz un repré-

sentant dev et 2’ un représentant de’. Alors on a :f(z) = f(w) = f(') = f(a').
Ainsi, on azRsa’, etdonow =T = 2/ = /.

Surjectivité Soity dansf(E). Il existex danskE vérifianty = f(x). Alorsonay = f(x) =
f(s(x)), doncy est dans l'image d¢.

O
Ainsi, toute application peut s’écrire comme composée d’'une surjectiong dijection et d’une
injection.
3.3 Relations d’ordre

Définition 3.14. Soit E un ensemble; on appellelation d’ordre sutkE une relation binaire su®
qui est réflexive, transitive et antisymétrique.

Exemples 3.15.

1. L’égalité est une relation d’ordre.
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2. Surl'ensemble des parties d’un ensemble, I'inclusion est une reldibodre (en générale non
totale).

3. Le «plus petit ou égal & » surN, Z, Q, R est une relation d’ordre (totale). (Attention< ne
définit pas de relation d’ordre ; la réflexivité n’est pas satisfaite.)

SoientE un ensemble (non vide) et une relation d’ordre Suk.

Définition 3.16.
— Un élément; de E' est appelélus grand élément dE s'il vérifie : Vx € E,z < a.
— Un élément: de E' est appelélus petit élément d& s'il vérifie : Vo € E,a < x.

Remarque 3.17.Le plus grand et plus petit élément d’un ensemble ordonné n’existeriopgurs,
mais lorsqu’ils existent ils sont uniques.

Définition 3.18. Soit A une partie deF.
— Un élémeniV/ de E' qui vérifie :Vx € A,z < M est appeléin majorant ded.
— Un élémentn de E qui vérifie :Vz € A, m < x est appel@&in minorant deA.

Vocabulaire 3.19. Une partie qui posséde un majorant (respectivement un minorardjteshajorée
(respectivemenmninorég.

3.4 Les entiers naturelN

On admettra qu’on peut, a partir de la notion d’ensemble, construire I'etsel@bentiers naturel$
avec ses propriétés usuelles : addition (et multiplication), relation d’ctdredmettra également que
I'ensemble construiN posséde la propriété d’'étlden ordonné qui s'exprime dans la proposition
suivante.

Proposition 3.20(N est bien ordonné)Toute partie non vide di posséde un plus petit élément.

Cette propriété a pour conséquenc@iimcipe de récurrenceutilisé de maniére intensive pour des
démonstrations dans tous les domaines des mathématiques.

Proposition 3.21(Principe de récurrencepoit A(n) une assertion dépendant dedansN. Alors :
(A(0)et(Vn e NJA(n) = A(n+1))) = (Vn € N, A(n)).

Démonstration.On suppose que les assertioh®) et (Vn € N, A(n) = A(n + 1)) sont vraies; on
veut démontrer que, pour toutdansN, I'assertionA(n) est vraie. On suppose par I'absurde que ce
n'est pas le cas.

La négation dgVn € N, A(n)) est : il existen dansN pour lequel I'assertiom(n) est fausse.
On consideére alors I'ensemblé des entiers naturels: tels que I'assertiord(m) est fausse. Par
hypothése, 'ensembld est non vide. CommB est bien ordonné4 posséde un plus petit élément;;
notons lemy. On remarque que, comme, appartient a4, I'assertionA(m,) est fausse.
CommeA(0) est vraie, A ne contient pa® doncmg est non nul. On peut donc considérer I'entier
naturelmg — 1, qui est strictement inférieurag ; comme tous les éléments desont plus grands
quemy, I'entier mg — 1 n'appartient pas &. Ainsi, la propriétéA(my — 1) est vraie. Alors, la
propriété A(mo — 1+ 1) = A(my) est vraie. On obtient une contradiction. O
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On utilise le principe de récurrence pour des démonstrations de la mari&nmeteu

Initialisation démontrer que I'assertioA(0) est vraie;

Hérédité pour toutn. dansN, démontrer que I'assertiaA(n) implique I'assertionA(n + 1) ;
Conclusion pour toutn dansN, I'assertionA(n) est vraie.

Notation 3.22. Soitng un entier naturel ; on not&-,,, 'ensemble des entiers naturels supérieurs ou
égaux ang etNs,,, 'ensemble des entiers naturels strictement supérieurg. a

Exemple 3.23.(a) (« Petit Gaul3 » :) Nous voulons démontrer I'assertion

n

A(n) : 1+2+---+n:Zi:
=1

nn+1)
2

pour toutn € Ny .

Initialisation : Pourn =1onal = w doncA(1) est vraie.

Hérédité : « A(n) = A(n + 1) » : Supposons donc que pourc N 'assertion A(n) est vraie.

n+1 n
di= (D i)+ (n+1) Al W+(n+1)
i=1 i=1
~nn+1)+2n+1) (n+1)(n+2)

2 2 ’

doncA(n + 1) est vraie.

Conclusion : Pour toutn € Nsgonay " i = 2,

(b) («La somme des premiers nombres impairs » :) Nous voulonsnigmbassertion

A(n) : 1+3+5+---+(2n—1):Zn:(zz'—l):n2
=1

pour toutn € N .
Initialisation : Pourn = 1 onal = 12, doncA(1) est vraie.
Hérédité : « A(n) = A(n+ 1) » : Supposons donc que pourc N I'assertion A(n) est vraie.

n+1 n

SEi-1)=(3@-D))+@n+1) 2 @nt1)=(m+1)2

=1 =1
doncA(n + 1) est vraie.

Conclusion : Pour toutn € Nygonad_r (2i — 1) = n?.
Le principe de récurrence a plusieurs variantes.

Proposition 3.24(Variantes du principe de récurrence)
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Changement d'initialisation Soientng dansN et, pour toutn dansN supérieur ou égal ag, une
assertionA(n). Alors :

(A(no) et(Vn € N>y, A(n) = A(n+1))) = (Vn € N>y, A(n)).
Récurrence forte Soient, pour tout: dansN, une assertiom(n). Alors
(A(0) et(Vn € N, (A(0) etA(1)... etA(n)) = A(n+1))) = (Vn € N, A(n)).

Récurrence finie SoientN et M dansN, avecN < M et pour tout entier, dans{N, ..., M}, une
assertionA(n). Alors

(A(N)et(Vn € {N,...,M —1},A(n) = A(n+1))) = (v¥n € {N, ..., M}, A(n)).

Récurrence finie descendanteSoient N et M dansN, avec N < M et pour tout entiem dans
{N,..., M}, une assertiom(n). Alors

(A(M)et(Vn € {N +1,...,M},A(n) = A(n —1))) = (¥n € {N,..., M}, A(n)).

La propriété de bon ordre déa également les deux conséquences suivantes.
Proposition 3.25. Toute partie non vide et majorée tleadmet un plus grand élément.

Démonstration.Soit.A une partie non vide et majorée Ne
On considére I'ensembl&1 des majorants dd, c'est-a-dire 'ensemble :

M={meN|VaeAa<m}.

Par hypothéseA est majorée), la partid1 est non vide.

Soitmg le plus petit élément da1. Sim est dansA, alors c’est le plus grand élément de

On suppose par I'absurde queg n’est pas dangl. Alors pour toute dansA (A est non vide), on a
a < mg eta # myg, donca < myq et par suiter < mg— 1. Ainsi, I'entiermg — 1 est aussi un majorant
de A; il appartient donc a\1, ce qui contredit le choix deiyy comme plus petit élément det. [

Proposition 3.26(Principe de descente infinie de Fermdt)n’existe pas de suite d’entiers naturels
strictement décroissante.

Démonstration.Exercice. O

A partir des entiers naturel et de relations d’équivalence sur des ensembles bien choisis, on
construira dans la suite du cours les entiers reltié$ les nombres rationne(@ avec leurs propriétés
usuelles.
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3.5 Le cardinal d'un ensemble
Soit E un ensemble. Nous avons déja introduit le symbséle pour noter le nombre d’'éléments de

Définition 3.27. Soit E un ensemble. Le nombre d’élémegtE de E est aussi appelé leardinalité
(ou : le cardinal) deE. Une autre notation c’egtF|.

Si E, I' sont des ensembles gt £ — F' est une application bijective, alors, on dit qiieet F' ont
le méme cardinalméme si les ensembles sont infinis).

Les ensembles qui ont le méme cardinal Busont appelésénombrables

Exemple 3.28.— |(}] = 0 (est() est le seul ensemble de cardiid [{1}| = 1, |[{4, B}| = 2.
— Les nombres pairs sont dénombrables :

n—2n

N—— {2n|n e N}

est une bijection.
— N x N est dénombrable (exercice).
— Z est dénombrable car
0+~ 0,
N — Z,n — { n+— 2L sin estimpair,
n +— —g Sin est pair

est une bijection.
— R n’est pas dénombrable par I'argument de la diagonale de Cantor @@irpos).

On va maintenant regarder les ensembles finis de plus prés.

Proposition 3.29. Pour toutn € N on noteE,, := {1,2,...,n}, en particulier,E; = (). C’est un
ensemble de cardinal.
Soit £ un ensemble fini de cardinal Alors il existe une bijectiod,, — E.

Démonstration.On fait une récurrence pour démontrer I'assertion :
A(n) : pour tout ensembl& de cardinah il existe une bijectiort,, — E

pour toutn € N.

Initialisation : Pourn = 0onakE, = etE = (), doncA(0) est vraie.

Hérédité : « A(n) = A(n + 1) » : Supposons donc que pourc N |'assertionA(n) est vraie. Soit
E un ensemble de cardinal+ 1 et soite € E. LensembleE’ := E \ {e} est de cardinah,
donc, il existe une bijection

f E,—FE.
On définit I'application

fiEw1— E, me— fi(m)  sim <n,
" 7 e sim=n+1.

Elle est bijective, dond(n + 1) est vraie.
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Conclusion : Pour toutn € N I'assertionA(n) est vraie, donc la proposition est vraie.
O

Proposition 3.30. Soientn, m € N deux nombres naturels distincts. Alors, il n’existe pas de bijection
entre les ensemblds,, et E£,,,.

Démonstration.On fait une récurrence pour démontrer I'assertion :
A(n):V k€ N: ilny apas de bijectiort,, 11 — Ey

pour toutn € N.

Initialisation : Pourn = 0onakE, = () et E;.1 # (), doncA(0) est vraie car il n’y a pas de bijection
entre 'ensemble vide et un ensemble non vide.

Hérédité : « A(n) = A(n + 1) » : Supposons donc que pour< N l'assertionA(n) est vraie.
Supposons aussi qu'il existe une bijectipn: E,  xo — FE,4+1 pour unk € N. On écrit
a:= f(n+ k + 2). On définit 'application

ar—n+1,

h:Ent1 — Eny, n+1—a,

m—msim ¢ {a,n+ 1}.

Elle est bijective. Donc I'application
g:=hof:E k2 — Enp
est aussi bijective, et on@n + k 4+ 2) = n + 1. On définit maintenant la restriction dea
E,1+1 qui prend ses valeurs dafs, :
g Enipi1 — Eny, me— g(m).

Elle est aussi bijective ; ceci contredit I'assertid(v). Donc, I'assertiodd(n + 1) est vraie.

Conclusion : Pour toutn € N I'assertionA(n) est vraie, donc la proposition est vraie.
O

Corollaire 3.31. SoientE, I’ deux ensembles finis. Les deux assertions suivantes sont équivalentes

() #E = #F.

(i) Il existe une bijectionf : £ — F.

Ce résultat sera utilisé trés souvent pour calculer le cardinal d'urmidaisd” : on trouvera une
bijection entre cet ensemble et un ensenibldont on connait déja le cardinal.

Démonstration.Soientm := #F etn := #F. Par la proposition 3.29 il existe des bijections
E,, — Eeth: E, — F.Notonsg~! l'inverse deg.

« (i) = (ii) » : Commen = m on peut former la composéeo g~ ! : E — F qui est une bijection car
c’est la composée de deux bijections.

« (i) = (i) » : Supposons qu¢ : E — I est une bijection. Donc, la composée'o fog : E,,, — E,
est une bijection. La (contraposée de la) proposition 3.30 donneralers.. O
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Proposition 3.32. SoientE, F' des ensembles finis. Alors :
(a) #F < #F & il existe une injection d& dansF'.
(b) #F < #F < il existe une surjection d& dansF'.
(c) Sion suppos¢-E = #F, alors :
f bijective< f injective< f surjective.
Attention : PourE = F' = N les équivalences dans (c) sont fausses.
Démonstration.Exercice. O

Voici encore un résumé de quelques propriétés utiles d’ensembles finis.

Proposition 3.33. SoientE, F' des ensembles finis. Alors :

(a) Toute partieA de E est finie et vérifieA| < |E|. Sion ade plusA| = |E|, alorsA = E.

(b) EU Festfini. SIENF =0, alors|E U F| = |E| + |F|.

(c) E x Festfiniet|E x F| = |E|-|F]|.

(d) F(E, F) estfini et F(E, F)| = |F|/Fl.

(e) P(F) estfini et P(E)| = 2171,

(f) L'ensembleS(E) des bijections dé” dans lui-méme est fini et on|&(E)| = |E|! (la notation
n! avecn € N est la « factorielle dex » qui est definiecommée =1-2-3-...-n).

4 Groupes

Le monoide(N, +,0)

Les propriétés suivantes des nombres naturels sont bien connues :
Associativité : Vny,ne,n3 € N: (ny +ng) +ng = ny + (n2 + ns).
Elémentneutre : Vn e N: 0+n=n+0=n.

Commutativité : Vnq,no € N:nj + ng = no + ny.

Définition 4.1. SoientG un ensemble; € G un élément et

*x:GxG—=G

une application. On appelle le tripl€t7, x, ¢) un monoidesi

Associativité : V g1, 92,93 € G : (g1 % g2) * g3 = g1 * (92 * g3) ;

Elémentneutre: Vg€ G:exg=g*e=g.

Un monoid€G, *, e) est appel&€ommutatifou abéliensi

Commutativité : Vg1,g92 € G : g1 * g2 = g2 * g1.

Donc(N, +,0) est un monoide commutatif.

Lemme 4.2. Soit(G, , e) un monoide. Le seul élémehtle G tel que pourtouy € Gonaf x g =
g * f = g este.

Démonstration.c = f xe = f. O
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Le groupe symétrique
Soit M un ensemble fini.

Notation 4.3.
Sy =A{f|f: M — M application bijective}

SiM ={1,2,...,n},alors Sy =: S,,.

Rappelons que nous avons déja démohagsociativité de la composition d’applicatiordans le
lemme 2.7. Dans notre cas c’'est : soi¢ng, h € Sy ; alors

ho(gof)=(hog)of.
Nous avons aussi défilidentité, id : M — M, m — m. Elle satisfait :
VieSy:idof=/foid=/.

Donc, (Syr, o,id) est un monoide.
Dés quel a au moins trois éléments,; n'est pas commutatif: Soient, par exempléy/ = {1, 2, 3}
etf(1) =2, f(2) =3, f(3) =1etyg(l) =2,9(2) =1,9(3) = 3; donc:

fog(l)=3, fog(2)=2, fog(3)=1maisgo f(1) =1, go f(2)=3, go [f(3)=2.

Mais, Sy, satisfait une autre propriété trés importantexistence d’invers@ue nous connaissons
aussi déja du corollaire 2.10. Pour tquE Sy, il existeg € Sy tel quefog=go f =id.

Définition de groupe et propriétés
Nous sommes menés par ces considérations a la définition d’'un groupe :

Définition 4.4. Soit(G, *, ) un monoide. Il est appelé gnoupesi
Existence d’inverse :Vge G3dhe G:hxg=g*xh=e.
Si un group€ G, *, e) est commutatif (en tant que monoide), on parle djusupe abélien

Donc, Sy est un groupe. On appellg, le groupe symétrique (en lettres)
Attention : (N, 4, 0) n’est pas un groupe car les inverses n’existent pas.
Par contrgZ, +, 0) est un groupe : I'’élément inverse gec Z est—m car

0= (—m)+m=m+ (—m).
Alors, (Z,+,0) est un groupe abélien.

Lemme 4.5. Soit (G, *,e) un groupe ey € G. L'inverse deg est unique : Shy, he € G Vérifient
h;xg=g=*h; =epouri =1,2,alorsh; = hs.

élém. neutre élém. neutre
= (& = h2.

Démonstration.h xhy = (haxg)*hy asso%iaﬁv“éhz x(gxhy) =hgxe O

Lemme 4.6. Soit (G, *, e) un groupe ely,h € G. Soientg—! l'inverse deg et h~! l'inverse deh.
Alors, l'inverse dey x h esth ™! % g~ 1.

Démonstration.(g « h) * (A"t x g 1) = gx (hxh ) *xg !t =gxexg ! =gxg ! =cet
(hlxg ) x(gxh)=h7tx(glxg)xh=h"txexh=h"1xh=c. O
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Les éléments du groupe symétrique

On présente deux manieres pour noter les élémedessS,,. Voici la premiére :

(1 2 3 .. -l m
W) f@ fB) - fle=1) fn))
Par exemple, st =4 etf(1) =2, f(2) =4, f(3) =3, f(4) =1, alors

1 2 3 4
f= (2 4 3 1) ‘
Beaucoup plus pratigue mais un peu plus difficile au début est la deuxiémeéremdrécriture en

cycles a supports disjointgwvant de I'expliquer il nous faut démontrer un lemme :

Lemme 4.7. Soitm € M. Il existe unn € N5 tel quef™(m) := fo fo---0o f(m) =m.
~————
n fois
Démonstration.Pour toutn € N+, I'élémentf™(m) appartient a 'ensemble fidi/. Donc, il existe
ny # no tels quef™ (m) = f™2(m). Supposons sans perte de généralitéque- no et écrivons
n = ni — ny. DONC
fr2(m) = f*(m) = f*% o f"(m).
Soitg € Sy llinverse def™2, alors
m=go f"(m)=go (f"o f"(m)) = (g0 f")o f"(m)=ido f"(m) = f"(m).

La démontration est achevée. O
Nous notonsf~! l'inverse def dansS;,.
Soitm € M, f € Sy etn € Ny le plus petit entier naturel non nul tel qy&(m) = m. Donc,
f~Y(m) = f*~(m). Le cycle def qui contientm est défini comme :

(m f(m) f2(m) fP(m) ... f~'(m))
Exemple 4.8.(a) M ={1,2,3,4,5,6}.

£ 1 23 456
36 415 2)°
Le cycle qui contient est(l 3 4). C’est évidemment aussi le cycle qui contiget 4. Encore
une fois la signification de ce cycle est :
1—3, 3—4, 4~ 1.

Alors, on voit le cycle vraiment comme un cycle (il n'y a ni début ni:fim) peut se le représenter
en écrivant les élément sur un cercle :
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Donc on peut I'écrire aussi comme(3 4 1) et(4 1 3). (Attention! Le cyclgl 4 3) est
différent : il représente I'application — 4, 4+— 3, 3+~ 1.)
Le cycle qui contien? est(2 6), et le cycle qui contierit est(5).
L’écriture en cycles d¢ est

f=(134)(26)(5).
Souvent on n’écrit pas les cycles qui n’ont qu’un seul élément (&dentité qui s'écritid = (1)),
alors

f=1(134)(26).

(b) Voici la liste compléte des éléments$ie:

(1), (1 2), (13), (23), (123), (132).

(c) La composition de deux éléments en écriture en cycles (et, pouri@defois, autrement) :

(1635)(24)0(1 3 4)(26) =(15)(23) (4 6)
Giaatiebiiizy (it

(d) Linversede(1 6 3 5) (2 4) € Sgest(1 5 3 6) (2 4).

Il est clair que I'écriture en cycles a supports disjoints est unique,@dah a le droit d'écrire les
cycles dans une autre ordre et de commencer tout cycle par n'impottéléuent du cycle ; c'est-a-
dire, on a par exemples les égalités :

(1635)(24)=(24)(1635)=(42)(3516).

Définition 4.9. Un élémentr € S,, est appeldranspositiors’il existei, j € {1,2,...,n},i # j tels
quer = (i j).

Proposition 4.10. Le groupe symétriqué,, est engendré par ses transpositions, c’est-a-dire, tout
élément peut s’écrire comme produit de transpositions.

Démonstration.ll suffit de montrer que tout cycl(aa1 as as.. .ar) s’écrit comme un produit de
transpositions. C’est le cas car :

(a1 as as.. .ar) = (ar al) o (ar_l al) 0---0 (a3 al) o (a2 al).
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5 Les entiers relatifs

Construction de Z

Comme avant nous supposons les nombres naturels donnés avec tastpeipriétés bien connues
(qui vont étre rappelées).

But : Construction formelle d& avec addition et multiplication.

D’abord on écriraZ pour notre construction des entiers relatifs (pour souligner que giestanstruc-
tion d’'un nouvel objet) ; aprés la construction on utilisera la notation habitdedteon calculera avec
Z, comme chacun le connait.

Une propriété bien connue des nombres naturels est que pour,togsN tels quea > b il existe

d € Ntel quea = b + d. Réciproquement si, b, d € N aveca = b + d, alorsa > b.

La construction est basée sur la relation d’équivalence suivante.

Lemme 5.1. La relation binaire sulN x N définie par
(a,b) ~ (¢,d) & a+d=b+c
est une relation d’équivalence.
Démonstration.La preuve est claire. La transitivité utilise la « propriété bien connue »sstte [

Les classes d’équivalences sont précisément les colplesayant la méme différence (qui peut étre
négative!) : donc,
a—"b:=(a,b) ={(c,d) e NxN|c—d=a—b}.

On peut donc prendre les classes d’équivalence pour cette relaggquinBlence comme une définition
deZ si on arrive a définir I'addition et la multiplication « habituelles ». Bien que la multigibe ne
soit pas difficile, on ne la regardera que dans la prochaine sectiorio€mupe d’'abord de I'addition.

Proposition 5.2. Soit Z I'ensemble quotient d& par la relation d’équivalence définie dans le
lemme 5.1.

(&) L'application

+z:Z2xZ2—- 2, (a,b)+z(c,d):=(a+c,b+d)

est bien définie. La définition peut étre écrite comimeb +z ¢ —d = (a + ¢) — (b + d).

(b) Posond)z := (0,0) = 0 — 0. Alors, (Z,+z,0z) est un groupe abélien et I'inverse de- b =
(a,b) estb — a = (b,a); il est aussi noté-a — b = —(a, b).

(c) L'application

i:N—>2Z nw—(n0)=n-0
est injective et satisfaif{a + b) = i(a) +z i(b) pour tousa, b € N.

(d) a—b=(a,b) € i(N) si et seulement & > b.
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Démonstration.(a) Le point le plus important de cette preuve est de vérifier -ggeest uneap-
plication bien définie. Il faut donc montrer que la définition dez ne dépend pas du choix des

représentants des classes. Sofeht’) € (a,b) et(c/,d') € (¢, d). Donc par définition on a

a+b =d+b et c+d=¢+4d.

En conséquence ¢a donne

(a+c)+ W +d)=0b+d) +(d+) donc (a+c,b+d)=(a+c,b+d),

démontrant que- z est bien définie.
(b) On va vérifier les axiomes : Soietb, ¢, d, e, f € N.

Associativité Elle est une conséquence directe de I'associativité du moribide, 0) :

((a,b) +z (c,d)) +z (e, f) =(a+c,b+d)+ (e, f) = ((a+¢)+ e, (b+d)+ f)
B Bt (cte)b+(d+ /) =(ab+zct+edtf)=(ab+z((cd+z ).

Elément neutre C’est aussi une conséquence directe provenaht de

(@,0) +2 0z = (,0) +2 (0,0) = (a+0,b+0) ™ "L TG 3

et de la méme fagon on a ausi + (a,b) = (a,b).

Existence d'inverse On a

(a,b) +z (b,a) = (a+b,b+a) = (a+b,a+b) = (0,0) =0z.

Commutativité C’est aussi une conséquence directe provenaht de

(a, b) ts (c, d) _ (a+c,b+d) comm:ut. deN(

c+a,d+b)=(c,d) +z (a,b).

Donc, nous avons vérifié qUe&, 4z, 0z) est un groupe abélien.

(c) Montrons d’abord linjectivité dé : Sii(n) = i(m), alors(n,0) ~ (m,0), doncn + 0 = 0 + m,
doncn = m.

On vérifie la propriété énoncée :

i(a+b)=(a+b,0) = (a,0) +z (b,0) =i(a) +z i(b).

(d) Sia > b, il existed € Naveca = b+ d € N, donc(a,b) = (d,0) = i(d). S'il existed € N tel
que(a, b) = (d,0) = i(d), alorsa = b + d, donca > b. O

Lemme 5.3. Pour touta — b = (a,b) € Z\i(N)ona— a— b= (b,a) € i(N) et(a,b) = (0,b — a).

Démonstration.On aa < b, donc(b, a) € Z. Le reste est clair. O
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La multiplication des entiers relatifs

D’abord nous rappelons la multiplication des nombres naturels : La multiplicattame application
:NxN—=N, (a,b)—a-b=ab
qui satisfait :
Associativité Pour tousy,b,c e Nona(a-b)-c=a- (b-c).
Elément neutre Pour touts € Nonal -a =a-1 = a.
Commutativité Pourtouss,b € Nonaa-b=15b"a.
Distributivité Pour touss, b,c e Nona(a+b)-c=a-c+b-c.
Donc(N, -, 1) est un monoide commutatif.
Une autre propriété trés importante et bien connue des nombres nattilzlegke de simplification
pour tousa, b, c € Ntelsquea + ¢ =b+ conaa = b.
Nous allons maintenant définir une multiplication sur notre « modéle » des eefigtisr
Proposition 5.4. (a) L'application
z:ZxZ— 2, (a,b)-z (c,d):= (ac+ bd,ad + bc)

est bien définie. On peut I'écrire comme

a—b -z ¢c—d=(ac+bd) — (ad + bc).

(b) Posond z := (1,0) =1 — 0. Alors,(Z, -z, 1z) est un monoide abélien.
(c) La multiplication estlistributive c’est-a-dire

((CL, b) tz (Ca d)) Z (eaf) - ((avb) Z (€,f>) +z ((C’ d) Z (67 f))

pour tousa, b, ¢, d, e, f € N.

Démonstration.(a) Il faut donc montrer que la définition de ne dépend pas du choix des représen-
tants des classes. Soiént, V') € (a,b) et(¢,d’) € (¢, d). Donc par définition on a

a+bt =d+b et c+d=+d

En conséquence on obtient

ac+bc=dc+bc, dd+bd=ad+Vd, dc+dd =dc +dd, b +bd=bc+bd.
On les aditionne pour obtenir :

ac+bc+add+bd+dc+add +bd +bd=dc+bc+ad+td+add +dd+bec+t'd,
donc

(ac+bd) + (d'd +b'c) = (a'd +¥'d) + (ad + be)

et en conséquence

(ac+ bd,ad + bec) = (o' + b/d',a’d + ).
(b) et (c) Exercice. O

A partir de maintenant nous allons utiliser la notatipour Z et on va écrirer, - au lieu de+z, - =.

On utilisera aussi les notations habituellepourn — 0 = (n,0) et —n pour0 —n = (0,n) (pour
n € N).
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Anneaux
Définition 5.5. SoientA un ensembld) 4, 14 € A deux éléments (pas nécéssairement distincts) et
+4:AxA—A et 4:AxA—- A

deux applications. On appelle le tuplet, + 4, -4, 04, 14) unanneau (commutatiBi
— (A, +4,04) estun groupe abélien,
— (A, -4,14) estun monoide (commutatif) et
— pour tousa, b,c € A:
a-a(b+ac)=(a-ab)+a(a-ac)
et
(a+ab)-ac=(a-a¢)+4(b-ac)
(distributivité).

Donc,(Z,+,-,0,1) est un anneau commutatif. On le notera souvent jiste

Notez que si 'anneau est commutatif (par définition la multiplication est commutatiweiffit de
vérifier une seule des deux égalités pour la distributivité.

Souvent nous allons supprimer I'indick donc on va écrird, 1, 4, - sans mentionned explicite-
ment. On va méme écrire parfaissans mentionnes, 1, +, -, mais sachant que 1, +, - font partie
des données d’'un anneau et qu'ils sont fixés. Nous allons augsirsep- parfois et écrire:b pour
a-b. On fait également la convention que la multiplication doit toujours étre éxéaugéne I'addition :
a+bc=a+(b-c).

Lemme 5.6. Soit(A4, +,-,0,1) un anneau. Alors, pour tousc Aonal-a=a-0=0.

Démonstration.0 -a = (0+0)-a =0-a+ 0-a, doncO = 0 - a. De la méme fagona - 0 =
a-(0+0)=a-0+a-0,doncO =a-0. O

Exemple 5.7. D’autres exemples d’anneaux sont :

- (Q,+,-,0,1) est un anneau commutatif. Nous allons I'introduire formellement un pestaid.
- (R, +,-,0,1) estun anneau commutatif. Il est connu des cours d’analyse et@dieddinéaire.
— (Matax2(R),+,0,(39),(§9)) estun anneau non-commutatif oinote le produit matriciel.

Définition-Lemme 5.8. Soit(A, +,-,0,1) un anneau. Un élément € A est appelénités’il existe

v € Atel queuv = vu = 1. Une unité est donc un élément inversible dans le moreide 1).
L'ensemble des unités deest notéd*. (A%, -, 1) est un groupe (abélien si 'anneau est commutatif).
Il s'appellegroupe des unités dé.

Démonstration.L'associativité et I'existence d’élément neutre proviennent du fait(que, 1) est un
monoide. L'existence d’inverse est la propriété définissanté’de O

Proposition 5.9. Z* = {—1, 1}.

Démonstration.Il est une propriété bien connue deque les seuls,b € N tels quead = 1 sont
a = b = 1. Si nous avons maintenamtb € Z avecadb = 1.

Sia = (a,0) e Net—b = (0,b) ¢ N, alors(a,0) - (0,b) = (0,ab) ¢ N, donc ce cas est exclu.

Il reste a traiter le ca®), a) - (0,b) = (ab,0) = (1,0), donca = b = 1. O
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Nous allons définiQ plus bas. Mais, notre connaissance@@ous permet déja d’'affirme* =
Q\ {0}, car toute fraction non nullg ag comme inverse.

Anneaux intégres

La propriété suivante des nombres naturels est bien connue : Pout, tog<N tels queab = 0, on a
a=0o0ub=0.
Cette propriété reste valable pdiir

Proposition 5.10. Pour tousa, b € Z tels queab = 0, on aa = 0oub = 0.

Démonstration.Sia € N etb € N, c’est la propriété d&. Sia € Netb ¢ Nyonad = —1-0 =
—1-a-b=a-(=b),donca = 0ou—b = 0, donca = 0 oub = 0. Les deux autres cas sont
similaires. 0

Définition 5.11. Soit(A, +,-,0,1) un anneau. On dit qud est unanneau integrsi pour tousa, b €
Atels queab = 0,0naa =00ub=0.

Un élémenty € A tel gu'il existeb € A\ {0} avecab = 0 ouba = 0 est appeldiviseur de zéro
(Donc un anneau est integre s'il n’existe pas de diviseur de zérolspuf

Donc,(Z,+,-,0,1) est un anneau integre.

Proposition 5.12. Soit(A, +, -, 0, 1) un anneau intégre. Alors, on peut simplifier des produits comme
suit : Pour tousa, b, ¢ € A aveca # 0 tels queab = ac Ouba = ca O0n ab = c.
En particulier, cette régle est valable das

Démonstration.Si ab = ac, alorsa(b — ¢) = 0. CommeA est intégre nous obtenoas= 0 ou
b — ¢ = 0. Le premier cas est exclu, dohe- ¢ = 0, doncb = ¢. Un argument similaire marche aussi
pourba = ca. O

Magie de nombres (ou pas de magie ?)

Si vous me donnez un nombre natutdlen écriture décimale), je peux tout de suite vous dire s'il est
divisible par9 ou pas. Connaissez-vous la regle ?

Si vous me donnez un nombre natutdlen écriture décimale), je peux tout de suite vous dire s'il est
divisible parl1 ou pas. Connaissez-vous la régle ?

Sivous me donnez un nombre natutge|e peux tout de suite vous dire lequel est le dernier chiffre de
3™ (en écriture décimale). Par exemple, le dernier chiffre de

— 3123 est7;
— 32012 ggt1. Effectivement32012 =

9288904458867376940893065715834863782625354973850440210944675768846829200100895133045568610313559943511326963669101
4193561324481293011619114370779797484532844502242818739756218769948728814713733963048450580139262655738290648436056
4774885865545693946309066061074598533995072602125715591057990591484896755259452349434277030474938202506466837148191
4096694276699856179196934511684972325391278528862104646991034119834667314301858632917377855022680146781763980622151
4414791302508418812863657825701961769122152840214259983193500947245033100050601698088857156756341067790795022020127
1744793318815926851622370568349214091263561550828859168414613127661835968071251588467089807895301520154314562649398
7571641622979671774834915642692491054999645294711850120002454402783254074178836770281737161470912726965337318715137
0781963928984799983669255770751058745723969318940086177579962471483395066809484748509853042208511416935201254255727

2229748027722536025126071935506344571441
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— (voyez le cours)

La divisibilité dans Z

Définition 5.13. Soita, b € Z. On dit queb divisea S'il existeq € Z tel quea = bg. Notation :b | a.
p € N\ {0, 1} est appeléhombre premiesi les seuls diviseurs positifs gesont1 etp. Notation pour
I'ensemble des nombres premiei® := {p | p € N, p nombre premie}.

Lemme 5.14. La divisibilité dansZ définit une relation réflexive et transitive qui satisfait aussi :
(a) pourtousa,b € Z\ {0} : ((a|betb|a) = a=boua=—b);

(b) pourtousa,b,c€ Z: ((a|beta|c) =a|(b+c)eta|(b—c)).
Démonstration.Réflexivité a | a parce quer - 1 = a.

Transitivité a | betd | cimpliquent I'existence de, r € Z tels queb = qa etc = rb. Doncc = gra,
donca | c.

(@) a | betd | aimpliquent 'existence de,r € Z tels queb = ga eta = rb. Donca = rqa, donc
rq = 1, etdoncr = £1 etq = r par la proposition 5.9, donc le résultat.

(b) a|beta | cimpliguentl'existence de,r € Z tels queb = qa etc = ra. Donc,b+c = (¢ +r)a
etb—c=(q—r)a,donca | (b+c) eta | (b—c).
]

Proposition 5.15(Euclide) L'ensemble des nombres premi@rgst infini.

Démonstration.Supposons le contrairé®.= {p1, ps, ..., p,}. Nous allons obtenir une contradiction
qui nous dit que cette supposition est fausse.
L'astuce est de considérer

q:=14p1 -p2-...-pp>1
et de démontrer que le plus petit diviseur @gui est strictement plus grand qiieest un nombre
premier qui n’est pas dans la liste.
Plus formellement M := {m € N-5; | m | ¢} est un sous-ensemble fequi n’est pas vide (car
q € M commeyq | ¢). Donc, commeN est bien ordonné, il existe un plus petit élémer 1. Soit
t € N5 un diviseur des. Alors, par le lemme 5.14 (a) ontg| ¢, donct € M. Commet < s, il en
suit quet = s, doncs est un nombre premier, donc il existe< ¢ < n tel ques = p;.
Nous avons encore par le lemme 5.14 que

pi|lpi-p2-. . pn.

Commep; = s | ¢, le lemme 5.14 (b) donne :
pil(@=p1-p2-... D),

doncp; | 1, ce qui impliquep; < 1. La contradiction désirée. O

Dés gqu'on saura que tout nombre naturel2 s'écrit de fagon unique (a I'ordre prés) comme un
produit de nombres premiers, la preuve pourra étre abrégée : opreadire n’importe quel nombre
premierp qui diviseq (son existence sera garantie ga'écrit comme produit de nombres premiers) ;
alorsp = p; pour unl < ¢ < n et on obtiendra la méme contradiction.
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Division euclidienne

Proposition 5.16(Division euclidienne) Soientz, y € Z avecy > 1. Il existe des uniqueg r € Z
tels que
r=qy+ret0<r<y—1.

Démonstration.Existence Soit M := {x —zy | z € Z} NN. C’est un sous-ensemble non-videNle
CommeN est bien ordonné, il existe un plus petit élémert M ; il est automatiquement de
la former = z — qy. Sir > y, alorsr —y = x — (¢ + 1)y € M est un élément encore plus
petit que le plus petit élément. Donc< .

Unicité Supposons que = qy +r = ¢'y + r’. Donc,
(a—d)y=r"—r
Il en suity | (' — r). Mais, on a aussi
-y < r—r< Y,

donc0O = 7/ — r (car0 est le seul multiple de strictement plus grand quey et strictement
plus petit quey), doncr = 7’ etq = ¢'.
O

Congruences

Définition 5.17. Soitn € N-. Deux entiers relatifsc,y € Z sont appelésongrus modulo: si
nl(@—y)
Notation :x =y (mod n) (oux =y mod (n)).
Lemme 5.18. Soientn € Ny etx, y € Z. Les assertions suivantes sont équivalentes :

() 2=y (mod n).

(i) Le reste de la division euclidienne depar n est le méme que le reste de la divisionydear n.
Démonstration.Soientr = g1n +r1 ety = gn +roavec0 <r; <n-—1et0 <ry <n—1.
« (i) = (ii))» : Alors, n | (z —y). Commen | (q1 — g2)n, il suit quen divise (z —y) — (g1 — g2)n =
r1 — rg, doncry = ro (Méme argument qu’en haut-n < r1 — ry < n).
«(ii) = (i) » : Alors, r; = r9, doncz — y = (¢1 — g2)n, doncn | (z —y), doncx =y (mod n). O

Définition-Lemme 5.19. Soitn € N. La congruence modula définit une relation d’équivalence
R, :
V(z,y) € Z*, 2Ry < =y (mod n).

L'ensemble quotierit/R,, est notéZ/nZ.On a:
Z/nZ ={0,1,...,n—1}
et
0={..,-2n,-—n,0,n,2n,..}k={...,—2n+k,—n+kkn+k2n+k. ..}

La classe d'un entiek compris entrd) etn — 1 est le sous-ensemble deformé des entiers relatifs
dont le reste dans la division euclidienne paest égal &.

Démonstration.Exercice. O
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Anneaux résiduels

Lemme 5.20.Soientn € N etxq, x9,y1, y2 € Z tels que
x1=y; (modn) et xy=yy (modn).

Alors,
r1+x2=y1+y2 (modn) et z;-z9=y;-y2 (modn).

Démonstration.Nous avons: | (z1 — y1) etn | (z2 — y2).

Pour la premiere assertion nous en concluens((x; — y1) + (z2 — y2)), doncn | ((z1 + x2) —
(y1 +y2)), donczy + xp = y1 + 42 (mod n).

Pour la deuxieme assertion, il suit que (z1 — y1)z2 etn | (z2 — y2)y1, doncn | ((z1 — y1)z2 +
(x2 —y2)y1), doncn | (z1x2 — y1y2), donczy - z2 = y1 - y2 (mod n). 0

On peut maintenant donner I'explication du calcul du dernier chiffréd@ourn € N. Faire la
division euclidienne de par4 : n = 4q + r avec0 < r < 3. Alors :

3" =3glatr — (31)7.37 =819.3" =17-3" = 3" (mod 10).

Donc, le magicien n'a besoin que de faire la division euclidiennetgg@our c¢a il suffit de la faire
pour les2 derniers chiffres de (trouvez la raison vous-mémes!)) et de connaitre (le dernier chiffre
de)3" pourr = 0,1, 2, 3.

Définition-Lemme 5.21. Soitn € N. Nous définissons

+:Z/nZ X Z/nZ — Z/nZ, (T,Y)—T+y:=x+y

et
<t LInZ X LInZ — ZInZ, (T,Y)— T -§J: =T Y.

Alors, (Z/nZ,+,-,0,1) est un anneau commutatif.

Démonstration.Exercice. Utiliser le lemme 5.20 pour démontrer guet - sont bien définis (indé-
pendants des choix de représentants) et le fait4ue-, -, 0, 1) est un anneau. O

Nous allons souvent noter les classe&gdeZ sans écrire les « barres ». Egalement, on notera l'anneau
(Z/nZ,+,-,0,1) plus court commé./nZ.

Exemple 5.22.(a) Voici les tables d’addition et de multiplication @dg'27.

+Jofr ol
0|01 01010
1 110 10]1
(b) Voici les tables d’addition et de multiplication @g'3Z.
+lojif2 - foft]2
00]1]2 0)j0]0]|0
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(c) Voici les tables d’addition et de multiplication @g47.
rlojtf2]3 - foft]2]3

0f0j1]2|3 010]0]0/0
111230 17011 (12]3
2 01213|]0]1 210120712
3131012 3101321

Plus grand commun diviseur

Définition 5.23. Soientd € N etx,y € Z. On appelled le plus grand commun diviseur de y
(notation :d = pged(z,y)) Si

—d|zetd|yet

— pourtoute e Nona((e | zete|y) = e|d).

Proposition 5.24. Soientz, y € Z.
1. Un plus grand commun diviseur deety existe et il est unique.

2. |dentité de Bézoutll existea, b € Z tels quepged(z, y) = ax + by.

Démonstration.Soit M := {ax + by | a,b € Z} et M := M N N5y. CommeM * est un sous-
ensemble non vide d§, il posseéde un plus petit élémeh{par le fait queN est bien ordonné).

Par définition il exister, b € Z tel qued = ax + by. Nous allons démontrer quéest un plus grand
commun diviseur de, y.

D’abord on montrel | m pour toutm € M (commez,y € M, on obtient alors automatiquement
d | z etd| y). Soitm = ux + vy. On fait la division euclidienne pat :

m=qd+ravecO <r <d-—1.

Alors,
r=m—qd=uzr+vy —q(az + by) = (u— ga)z + (v — gb)y,

doncr = 0 carsil < r, alorsr € M™ entrainerait que est strictement plus petit que le plus petit
élément deV/ *, une contradiction.

Soite € Ntel quee | x ete | y. Donc,e | (ax + by), donce | d. Nous avons terminé la preuve gdie
est un plus grand commun diviseur.

L'unicité est clair : Sid,e € N sont des plus grands communs diviseurs tous les deux, &loeset

e | d, doncd = e. O

Le pged et I'identité de Bézout peuvent étre calculés (et leur existence peut@mentrée) par
I'algorithme d’Euclide (voir Exercices) que nous décrivons maintenaintj¢e vous avez di voir a
I'école).

Soientry > rq deux entiers positifs. Nous allons calculer legrd ainsi que l'identité de Bézout, par
le processus récursif suivant :
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Siry > 1, calculer le reste, de la div. dery parry ro = qi1r1 + 72
Siry > 1, calculer le restes de la div. der; parr, 1= qore + 73]

Sir, > 1, calculer le reste,,; de la div. der,,_1 parr, || rn—1 = ¢u7Tn + Tn+1;

Sir,,1 = 0, on atermingé. rn = pged(ro, 1)
Nous démontrons ci-dessous quieest en effet égal pged(rg, r1). D’abord on vérifie que, divise
ro etry :

ry, diviser,,_1.
= 7, diviser,_o = q,_17p—1 + 7p.
= rypdiviser,_3=qp_2rn_o+rp_1.

= r,diviser; = garo + 13.
= 7, diviserg = g1 + 9.

Exemple 5.25.rg = 99 etr; = 21.
Calculer le rester, = 15 de la div. de99 par 21 || 99 =4 - 21 + 15;
Calculer le rester; = 6 deladiv.de21 par15 | 21=1-15+6;
Calculer le rester, = 3 de la div. del5 par 6 15=2-64+3;
Le reste de la div. dé par 3 est0 6=2-3;
3 = pged(99,21)
On obtient I'identité de Bézout en utilisant les égalités dans la colonne a deoitemencant par le
bas :

3=15-2-6
=15-2-(21—1-15)=-2-21+3-15
=-2.214+3-(99—4-21)=3-99 — 14 - 21.

Le calcul de Il'identité de Bézout dans I'exemple est un pduhoc On va le remplacer par une
formulation générale et plus élégante. On utilisera les matrices de2ail2qu’on suppose connues
du cours d'algébre linéaire.
Soientry > r; deux entiers positifs. Nous allons calculer legrd ainsi que l'identité de Bézout, par
le processus récursif suivant :
Sir; > 1, rester, de la div. derg parr A= ("¢
Siry > 1, resters de la div. der; parry Ay = (2

1

) () =4
)AL | ()= A

OO -

Sir, > 1, rester, 41 de ladiv. der,,_y parr, | A, := ("8 0) - Ay | (35) = A (1)
Sirp,+1 =0, 0on aterminé. rn = pged(ro, 1)
SoitA,—1 = (24). Alors, I'égalité(,,", ) = Ap—1 (7)) = (¢ %) (7 ) nous donne

rn = ari + bro,

I'identité de Bézout récherchée. Comme on saitgudivisery etr;, on obtient aussi une preuve que
r,, est en effet le pgcd de) etry : tout diviseur de-y etr; doit diviserr,,.
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Exemple 5.26.0n reprend I'exempley = 99 etr; = 21.
Rester, = 15 de ladiv.de&99 par21 | A1 = (1))
Rester; = 6deladiv.de2l parl5 | Ao = (1) - 4=(57");
Rester, = 3 deladiv.del5par6 || As = (725) 42 = (

Le reste de la div. dé par 3 est0

3 = pged(99,21)
Les coefficients de I'identité de Bézout sont les coefficients de la pecraiggée de la matricés :

3=-14-2143-99.

Définition 5.27. Soientm € N etz,y € Z. On appellem le plus petit commun multiple de, y
(notation :m = ppcm(z, y)) Si
—xz|mety|met
— pourtoutn e Nona((z | nety |n) = m|n).
Proposition 5.28. Soientz, y € Z.
1. Un plus petit commun multiple deety existe et il est unique.

2. On alidentitéxy = signe(zy) - ppem(x, y) - pged(z, y).

Démonstration.Exercice. O

Corps finis

Lemme 5.29. Soitn € N+ ;. Soitz € Z tel quepged(xz,n) = 1 = az + bn aveca, b € Z (I'identité
de Bézout).
Alors, la classe&r est un inverse multiplicatif de la classedans 'anneauZ/nZ, +, -, 0, 1).

Démonstration.Nous avond = ax + bn = az (mod n),doncl =ax =a- 7. O

Corollaire 5.30. Soitn € N ;. Alors, le groupe d’unités de I'anned@/nZ, +, -,0,1) est
(Z/nZ)* ={T |z € Z,pged(z,n) = 1}.

Démonstration.Dans le lemme 5.29 nous avons vu que toutes les clasgesir z € Z tel que
pged(xz,n) = 1 sont des unités.
Sixz = py etn = pm avecl < p < n, alors nous avong: # 0 et

Tm = ypm = ypm = 0 = 0,
doncz ne peut pas étre une unité, car s'il I'était = 7z, alors

m = 1m =yzm =30 = 0,

<

une contradiction. O

Définition 5.31. Soit(A, +, -, 0, 1) un anneau (commutatif). On I'appeld®rps (commutatifki
— tout0 # a € A est une unité pour la multiplication (c’est-a-dird = A\ {0}) et
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- 0#1.
Corollaire 5.32. Soitn € N+ ;. Les assertions suivantes sont équivalentes :
() (Z/nZ,+,-,0,1) estun corps commutatif de cardinal
(i) n estun nombre premier.
Sip est un nombre premier, on ndfg := (Z/pZ, +, -,0,1), et on I'appellele corps fini de cardinal.

Démonstration.« (i) = (ii) » : Supposons que n’est pas un nombre premier, donc= ab avec
1 < a,b < n. Alors par le corollaire 5.3@ # 0 n’est pas une unité d&/nZ, doncZ/nZ n'est pas

un corps.
«(if) = (i) » : Si n est un nombre premier, tous lesc Z tels quel < a < n — 1 satisfont
pged(a,n) = 1, donc toutes les classés2, ..., n — 1 sont inversibles. Donc, la seule classe qui
n'est pas inversible estetZ/nZ est un corps. O

Unique factorisation en nombres premiers

Nous donnons une caractérisation alternative des nombres premiassleQ@ochain semestre cette
caractérisation va nous servir comme modéle pour une généralisationrdbeees@remiers dans des
anneaux plus généraux g#elci, nous en avons besoin pour démontrer le fait que tout nombre hature
s’écrit de fagcon (essentiellement) unigue comme produit de nombres psemier

Lemme 5.33. Soitp € N51. Les assertion suivantes sont équivalentes :

(i) pestunnombre premier.

(i) Pourtouta,b € Z on a: sip divise le produitab, alorsp divisea ou p diviseb.
Démonstration.« (i) = (ii) » : Soit p un nombre premier tel quet a. On veut montrep | b.
Commep 1 a et les seuls diviseurs positifs gesont1 etp, on apged(a, p) = 1 et I'identité de Bézout

1 = rp+sa pour certaing, s € Z. Puisque diviseab, il divise aussikab etbrp, doncp | (sab+brp),
mais

sab+brp= (1 —rp)b+brp=>b—0brp+ brp =,

doncp | b.

« (ii) = (i) » : Supposons que I'assertion (i) est fausse, c’est-a-dire qiEst pas un nombre premier.
Alorsp = ab avecl < a,b < peta,b € N. Doncp | p = ab, maisp { a etp t b, donc I'assertion (ii)
est fausse. O

Corollaire 5.34. Soientp € N5; un nombre premiers € N>o etqp,...,qs € Z tels quep |
q192 - - . qs. Alors il existel € {1, ..., s} tel quep | ;.

Démonstration.Par récurrence pow > 2. Linitialisation s = 2 est le contenu du lemme 5.33.
Supposons que l'assertion est vraie pousuNous allons la démontrer podr- 1. Donc, supposons
quep | q1g2 - . - gsqs+1. On le réécritcomme | ab aveca = q1q2 . . . ¢s €tb = gs+1. Parle lemme 5.33

il suitquep | a oup | b. Dans le dernier cags| ¢s+1. Dans le premier cas par I'hérédité nous obtenons
p | gi pouruni € {1,...,s}, donc, 'assertion est vraie posir- 1. O
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Lemme 5.35.Soitn € N>,. Alors, il existe un nombre premigrqui divisen.

Démonstration.Nous avons déja fait cet argument dans la preuve de l'infinitude desresmle-
miers. On le refait ici :
M = {m € N>y | m divisen}.

C’est un sous-ensemble @ qui n'est pas vide (can € M commen | n). Donc, commeN est
bien ordonné, il existe un plus petit élément M. Soitt € N-; un diviseur dep. Alors, par le
lemme 5.14 (a) on &| n, donct € M. Commet < p etp est le plus petit élément d¥, il en suit
quet = p, doncp est un nombre premier. O

Théoréme 5.3 Théoréme fondamental de la théorie élémentaire des nom@di@s)nombre naturel
n > 1 s’écrit comme produit fini de nombres premiers de fagon unique @reopres. ¢ = 1
correspond au produit vide.)

Plus précisement on a pour tout> 2 :

(a) llexister € Netpy,...,p, € P (des nombres premiers) tel que= p1ps...p,.

(b) Sis € Netq,...,qs € Ptels quen = qiqo...qs, alorsr = s et il existe une bijection
o:{l,...,7} —{1,...,r} telle que pour tout € {1,...,7} ONn ag; = py(;)-

Démonstration.(a) Soit
M := {n € N5 | n n’est pas un produit fini de nombres premigrs

C’est un sous-ensemble te Supposons qu'il n’est pas vide, alors, il possede un plus petit étémen
Par le lemme 5.35 il existe un nombre prempegui divisern. Commep est un produit de nombres
premiers (le produit avec le seul factgyy on ap ¢ M, doncp < m, donc2 < 2 < m, donc
“ ¢ M. Donc“* est un produit d’éléments premiers, danc= p~* I'est aussi. Donon ¢ M.
Contradiction. Dongd\/ est vide.

(b) Nous démontrons le résultat par récurrence porir1. Pourn = 1 le résultat est clair. Supposons
gue nous avons déja démontré le résultat pour tout nombre naturel positifreent plus petit que.
Montrons-le pounm.

Nous avons donc

pP1p2...Pr =N = 41492 .. .(s.

Commep; | n, il suit du corollaire 5.34 qu'il existe up € {1,...,s} tel quep; | ¢;. Commeg; et
p1 sont des nombres premiers, op;a= ¢;. En conséquence, nous obtenons

n
p2...Pr=—=4q1q92...-4j-145+1---(s-
P1

Commel < pﬂl < n, par hérédité¢ — 1 = s — 1 (doncr = s) et il existe une bijectiom : {1,...,5—
Lj+1,...,7} —{2,3,...,r} telle queg; = p,(; pour touti € {1,...,5— 1,5+ 1,...,r}. Nous
prolongeons : {1,...,r} — {1,...,r} en posant(j) = 1. Evidemmentg est une bijection. [
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6 Les nombres rationnels

Les nombres rationnels

Nous avons construit I'anned#, +, -, 0, 1). Maintenant, nous allons l'utiliser pour une construction
des nombres rationnels.

Nous allons définir les fractions comme des classes d'équivalence poucdenpte du fait que le
numérateur et le dénominateur d’une fraction ne sont pas uniquesyblegenultiplier par n'importe
quel entier non nul § = 7).

Définition-Lemme 6.1. SurZ x (Z \ {0}) on définit une relation
(a,z) ~ (b,y) & ay = ba.

C’est une relation d’équivalence.

La classe d€a, x) est formee de tous lgs, y) tel queay = bz, ce qui justifie la notatiorf pour la
classe(a, ).

L’ensemble quotient est nofg I'ensemble desombres rationnels

Démonstration.Réflexivité (a,x) ~ (a,x) parce quewx = ax.
Symmétrie Si(a,z) ~ (b,y), alorsay = bz, doncbx = ay, donc(b,y) ~ (a,x).

Transitivité  Soient(a,z) ~ (b,y) et(b,y) ~ (¢, z). Alors, ay = bx etbz = cy. Doncayz = bxz
etbrz = cyxr, doncayz = cyz, donc par la proposition 5.12 on obtiemt = cxz, donc
(a,x) ~ (¢, 2).

O

Proposition 6.2. SoitQ I'ensemble quotient du lemme 6.1.
(a) Les deux applications

+:QxQoQ 4l _wth
Ty zy
et .
a a
QxQ-Q 2220
vy ay

sont bien définies, c’est-a-dire que leurs définitions ne dépendsmigsachoix des représentants
(a,z) et(b,y) des classe§ et 2.

(b) (Q,+,-,9,1) estun corps.

(c) L'application

t:7Z—-Q, n— %
estinjective eton an + m) = «(n) + ¢(m) ete(n - m) = v(n) - t(m).

Démonstration.Nous démontrons (a) pour; le reste est un exercice.
Supposonsa, z) = (d/,2') et(b,y) = (V,y'), doncax’ = o’z etby’ = b'y. On calcule

(ay + bx)x'y' = ax'yy' + by’ xa’ = d'zyy’ + Vyza' = (a'y + b2y,

donc(ay + bz, zy) ~ (a'y + V2’  2'y). O
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L'ordre naturel sur Z

Nous admettons 'ordre naturel surN (par exempler < 8) (en fait, nous I'avons déja utilisé). Il
satisfait les propriétés suivantes :

—Vn,m,peN: (ngm = n—l—p§m+p),

—Vn,m,peN: (ngm = n-pgm‘p).

Nous allons étendre I'ordre naturel d’abord &uis aQ pour obtenir I'ordre « habituel ».
Rappelons que nous avons déffhi= Z comme I'ensemble des classes d’équivaleaceb =

(a,b) ={(c,d) e NxN|a+d=>b+c}.
Définition-Lemme 6.3. (a) SurZ = Z on définit une relation d’ordre totale par
a—b<c—dsa+d<b+ec

(b) Surl'image deN par I'application naturellei : N — Z, n +— n — 0 cet ordre est le méme que
I'ordre deN.

Démonstration.(b) est claire :

n—-0<m-0&n+0<m+0sn<m.
(a)
Bien défini Supposong —b = o’ — ¥ (donc,a + b = o' +b) etc —d = ¢ — d' (donc,c+ d' =
c + d). Nous trouvons les équivalences :
a—b<c—deat+d<b+e

Sa+d+b+d <b+c+d +d
Sa+V)+d+d <(c+d)+b+¥V
& (@ +b)+d+d <(+d)+b+V
S@+d)+b+d) <V +)+ (b+4d)
sd+d <+
sSa-bV=xd-d

Donc, la définition ne dépend pas du choix.

Réflexivité a —b<a—b<a+b<b+a.

Antisymétrie Sia—b x c—detc—d < a—"b,alors,a+d < b+cetb+c < a+d, alors
a+d=b+c,donca—b=c—d.

Transitivité

a—bxc—detc—d<xe—f
a+d<b+cetc+ f<d+e
=sa+d+f<bt+c+ fetc+f<d+e
a+d+ f<b+d+e
=a+ f<b+e
=a—-b<e—f.
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Totalité Soienta —b,c—d € Z.Sia+d <b+c,alorsa—b <c—d.Sib+c < a+d, alors
c—d<a-—b
d

Aprés cette preuve nous allons écriteu lieu de<.

Lemme 6.4. Soientx, y, z € Z tel quex < y. Alors :
@ z+z<y+=
(b) Si0 < z,alorsz -z <y - 2.

(c) Siz<0,alorsy -z < x-z.

Démonstration.Soientr = a — b,y =c—d,z = e — f. Nous avong + d < b + c.

(@) llensuitquga+e)+ (d+ f) < (c+e)+ (b+ f),donca —b+e—f<c—d+e— f.

(b) Nous pouvons écrire=n — 0 avecn € N. D’abord notons que la formule pour la multiplication
dansZ nous donnerz = zn = an —bn etyz = yn = cn —dn. Il suitdea +d < b+ c que
an +dn < bn + cn, donczz = an — bn < cn — dn = yz.

(c) Nous pouvons écrire = 0 —n avecn € N. La formule pour la multiplication dang donne
xz=20—n=bn—anetyz =y0 —n =dn — cn.llsuitdea+d < b+ cquean+dn < bn+ cn,
doncyz =dn —cn < bn —an = xz. O

L'ordre naturel sur Q

Définition-Lemme 6.5. (a) SurQ on définit une relation d’ordre totale par

<X -:=ad < b

Sl IS
IS

pourb,d € Nyg.

(b) Sur l''mage deZ par I'application naturelle. : Z — Q, n — 7 cet ordre est le méme que
I'ordre de Z.

Démonstration.Exercice. O
A partir de maintenant nous allons écrireau lieu de<.

Lemme 6.6. Soientr, y, z € Q tel quez < y. Alors :
@ z+z<y+z
(b) Si0o < z,alorsz -z <y - 2.

(c) Siz<0,alorsy -z <x-z.

Démonstration.Exercice. O
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La valeur absolue deQQ

Définition 6.7. Pourr € Q nous définissona valeur absolue de par

r si0 <,
|z = .
—r sir <0.

Proposition 6.8. Pourr, s € Q les assertions suivantes sont vraies :
@ |r|>0etr=0<«|r|=0.

(b) |r-s| =|r|-|s| (multiplicativité).

(©) |r + s| < |r| + |s| (inégalité triangulaire).

(d) Il existen € N tel que|n| > 1 (cette propriété « triviale » dit que la valeur propre est « archimé-
dienne » ; voir les exercices pour une valeur propre qui n’est pakiarédienne).

Démonstration.(a) La seule chose a montrer est la suivante :Sgit0. Alors,—1-0=0< —1-r =
—r,donc0 < —r,

(b) Clair.

(c) Nous avong < |r| ets < |s| (on le vérifie directement). Donc+ s < |r| + |s|. De la méme
maniére en conclut der < |r| et —s < |s| que—(r + s) < |r| + |s|. Les deux ensemble nous
donnent Jr + s| < |r| + |s|.

@2/=2>1. O

Corollaire 6.9 (Deuxiéme inégalité triangulaire)Pour toutr, s € Q on a:
] = Isl| < I+ s| < |r| +Is].

Démonstration.Nous avongr| = |r + s — s| < |r + s| + |s|, donc|r| — |s| < |r + s|. De la méme
maniére nous avoris| — |r| < |r + s|, donc||r| — |s|| < |r + s|. O

Les nombres réels

Les nombres réels sont contruits a partir des nombres rationnels :

En Analyse vous avez défini des suites de Cauchy (@aagec convergence pour la valeur absolue
définie ci-dessus). SaitI'ensemble de toutes les suites de Cauchy. §0oi¢ sous-ensemble dedes
suites de Cauchy qui tendent vérs

SurC on définit la relation d’équivalence

(an)neN ~ (bn)neN = (an - bn)neN eN.

L'ensemble quotient dé modulo cette relation d’équivalence est 'ensemble des nombres réels. Les
nombres rationnels s’y plongent via I'application qui envoie Q sur la suite constantg, := x pour

toutn € N. On additionne et multiplie deux classes (nombres réels) en additionnant|tpliamt

des suites de Cauchy qui représentent ces classes terme par terme.
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7 Introduction aux groupes

Nous rappelons d’abord les groupes que nous connaissons déja :

- (Z,4,0),(z*,-,1) = ({-1,+1},-,1).

- (Q,+,0), (Q*,- 1) = (Q\ {0},-,1).

- (Z/nZ,+,0), (Z/nZ)*,-,1).

— (Sp, 0, (1)), le groupe symétrique.

Comme la définition I'exige, il s’agit d’'un ensemble avec une « loi de grougei>est associative,
posséde un élément neutre et telle que chaque élément a un inverse.iSidayfoupe est écrite
« multiplicativement », on note l'inverse depara—" ; si la loi est notée « additivement », on écrit
pour l'inverse deu.

Dans cette section nous allons étudier des sous-groupes et des apieatie groupes qui « res-
pectent » I'opération de groupes : les homomorphismes. D’abord leggsouges. L'idée est simple :
un sous-groupe d’'un groupe est un sous-ensemble qui est ¢tespEr la loi de groupe. Nous allons
préciser ceci dans la définition suivante.

Regardons un exemple : Considér@ghsomme groupe pour I'addition et deux sous-ensembles :

— P:={n €Z|nestpair},

— I :={n € Z| nestimpair}.

Bien que les deux sous-ensembles aient I'air trés similaires, ils ne le sott past du point de vue
Suivant :

Sia,b € P,alorsa+b € P. Mais : sia,b € I, alorsa + b ¢ I. Nous voyons que la loi de groupe
respecte” mais pad.

D’ailleurs, I'élément neutre appartientfd: 0 € P, mais pas d : 0 ¢ I. Par contre pouP et on

a que l'inverse de tout élément de I'ensemble y appartient aussicsP, alors—a € P;sia € I,
alors—a € I.

Définition 7.1. Soit(G, *, ) un groupe et C G un sous-ensemblél est appelé&ous-groupe d&
(notationH < G) si

—e€H,

— pour touta,b € H on aa b € H (donc,x se restreint en une applicatiol x H — H), et

— pour touta € H, l'inversea™! € H.

Exemple 7.2.— P est un sous-groupe dé&., +,0), maisI ne I'est pas.

— Pour toutn € Z I'ensemble de tous les multiples dest aussi un sous-groupe @8, +,0).

— Soit(G, x, e) un groupe. L'ensemblfe} est un sous-groupe dé.

— Soit(G, x, e) un groupe est un sous-groupe de.

{—1,+1} € Q est un sous-groupe d&*, -, 1), mais pas un sous-groupe @@, +,0).

SoitS3 = (53,0, (1)) le groupe symétrique en 3 lettres. L'ensemiile= {(1 2 3),(1 3 2),(1)}
en est un sous-groupe, mais I'ensemfale 2), (1 3),(2 3),(1)} ne I'est pas.

Dans ce cours et dans les cours a suivre nous définissons sdagentsous-objets d'objets » (autre
exemple : sous-espace vectoriel); & chaque fois on exige que le Bj@isoit un objet du méme
type : un sous-espace vectoriel est un espace vectoriel ; ici : sAggoupe est un groupe :

Lemme 7.3. Soit(G, *, ) un groupe etd < G un sous-groupe. AlorgH, x, e) est un groupe.
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Démonstration.C’est clair : I'associativité provient de celle deainsi que le fait que est I'élément
neutre. En plus; appartient & par définition et les inverses déy appartiennent aussi par définition.
O

Le lemme prochain donne un critére qui permet souvent de raccourcadagpqu’un sous-ensemble
donné est un sous-groupe.

Lemme 7.4(Critére pour sous-groupesoit (G, x, e) un groupe etd C G un sous-ensemble non-
vide. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

() H < @ (H estun sous-groupe de).
(i) Pourtouta,b € Honaaxb™ ! c H.

Démonstration.« (i) = (ii) » : Soienta, b € H. CommeH est un sous-groupe, orba! € H et donc
axb™l e H.

« (i) = (i) » : CommeH est non-vide, il y existe un élément ¢ H. Lhypothése nous donne
a+xa"' € H,donce € H. Pour touth € H on obtiente x b~ = b~! € H. Soienta,b € H, donc
ax (b™1)7! = axb € H. Nous avons Vvérifié la définition et concluons giieest un sous-groupe
deG. O

Exemple 7.5. Tout élément du groupg, +, 0) s’écrit en utilisant seulemernit (et son inverse-1) ;
parexempl® =1+ (-1),5=14+1+1+1+1et-5=—-1-1—-1—-1-1.
On en déduit qu'un sous-groupe @e< 7Z qui contientl est automatiquement égala

Définition 7.6. Soit(G, *, ¢) un groupe G est appelé&ycliques’il existeg € G tel que tout élément
deG est de la formg™ pourn € Z ou

e sin =0,
gxgx kg sin > 0,
9" = n-fois
g txgixxgTl sin<o.
|n|-fois

Exemple 7.7.— Le groupgZ, +,0) est cyclique.

— Pour toutn € N le groupe(Z/nZ,+,0) est cyclique.
Lemme 7.8. Tout groupe cycligue est abélien.
Démonstration.C’est évident g™ x g™ = g™ = g™t = ¢ % g™ pour toutn, m € Z. O

Définition 7.9. Soient(G, , ¢) un groupe etV C G un sous-ensemble. On dit qGeestengendré
par M (et queM est unensemble de génératelss le seul sous-groupe de qui contientM estG
lui-méme.
Lemme 7.10. Soit(G, , €) un groupe. Les assertions suivantes sont équivalentes :

() G estcyclique.

(ii) 1l existe un ensemble de génératedisde G de cardinall.
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Démonstration.« (i) = (ii) » : Soit G cyclique avec élément « spécial»Si H < G est un sous-
groupe qui contieng, il contient automatiquement tous les élémentéddoncH = G. Ceci montre
queM = {g} est un ensemble de générateurs.

« (i) = (i) » : Soit M = {g} un ensemble de générateurs d'un seul élément. Onjase{g" | n €
Z}. C’est un sous-groupe dg a cause du critére du lemme 7.4%x (¢™)~! = ¢g"~™ € H. Comme
g € H, I'hypothése impliqued = G, donc,G est cyclique. O

Nous allons maintenant généraliser ceci a un ensemble de génératearslidal quelconque. Pour
cela, nous devons d’'abord considérer des intersections de smysegrd'un groupe.

Lemme 7.11.Soient(G, , e) un groupe] un ensemble « d’'indices » (par exemple: {1,2,...,n})
et pour touti € I soit H; un sous-groupe d€'. On posefl := (,.; H;, l'intersection de tous le&l;.
Alors, H est un sous-groupe de.

Démonstration.— Commes ledd; sont des sous-groupes, or & H; pour tout; € I. Donc,e €
Mier Hi = H.

— Soienta, b € (;c; H; = H. Donc, pour tout € I on aa,b € H;. CommeH; est un sous-groupe
deG,onaa*b~! € H;, pourtouti € I. Donc,axb~! € (,.; H; = H. Par le lemme 7.41 est
un sous-groupe dé.

O

Définition-Lemme 7.12. Soient(G, %, e) un groupe etV/ C G un sous-ensemble. On poSe) :=
Nu<c.cy H, lintersection de tous les sous-groupEsde G qui contiennent)/.

Alors, <M_> est un sous-groupe de& qui est engendré pak/. Pour cette raison on I'appelle auss
sous-groupe dé& engendré pah/.

Démonstration.Nous savons du lemme 7.11 qué/) est un groupe. Il contient/ par définition.
Soit H < (M) un sous-groupe qui contiedt. Donc H est aussi un sous-groupe @e Alors, H
fait partie des groupes dod/) est I'intersection. En conséquentk/) C H. En tout nous avons
H C (M) C H,doncH = (M). Nous avons donc vérifié la définition et concluons qu€) est
engendré pai/. O

Si G est cyclique, il est engendré par un seul élémgeat tout élément s’écrit commg® pour un

n € Z (noter que len n'est pas unique en général). Nous allons généraliser ceci & umielesde
générateurs quelconque. Attention, la description explicite du groupmdrgest peut-étre différente
de celle qu’on pourrait attendre (sans avoir regardé les détails).

Proposition 7.13. Soit (G, *, e) un groupe,M C G un sous-ensemble ét/) le sous-groupe dé&
engendré paf\/. Alors

(M) ={a' xxP x---*z" |neN,z; € Mg € {—1,1} }.

En mots :(M) est le sous-ensemble dede ceux éléments de qui s’écrivent comme produit d’élé-
ments dansg/ et leurs inverses.
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Démonstration.Soit H I'ensemble a droite de I'égalité dans I'assertion. Il est clair §lleC H et
H C (M), parce queé M) est un groupe.

Nous montrons par le lemme 7.4 qéEest un sous-groupe d& : Soientz{" x z5* * - - - * x5 et
Yo % 52 % - - - % ydm deux éléments dél. Alors,

€1 €2 € -9 —d2 —01
T KTy koo kT kY, Tk ok Yy T Ky

appartient aussi &. Donc, H est un sous-groupe de.

Alors, H fait partie des groupes dofi/) est I'intersection. En conséquen@d) C H. En tout nous
avonsH C (M) C H,doncH = (M). Nous avons donc Vérifié la définition et concluons qug
est engendré pav!. Ol

Homomorphismes

Exemple 7.14.— Soientc : Z — Z I'application définie parn — 2n etd : Z — Z I'application
définie parn — 2n + 1. Nous analysons leurs propriétés :
— cetd sont injectives.
— ¢(n+m) =2(n+m)=2n+2m = ¢(n) + ¢(m) pour toutn, m € Z.
— ¢(0) = 0.
—din+m)=2n+m)+1# (2n+1)+ (2m+ 1) =d(n) + d(m) pourn,m € Z.
- d(0) =1.
— L'image dec est I'ensembld”, donc un sous-groupe dé&, +, 0).
— L'image ded est I'ensemblé, donc elle n’est pas un sous-groupe(@ +, 0).
Premiére conclusion : L'application « respecte » la loi de groupe d&, +, 0) et elle envoie I'élé-
ment neutré sur I'élément neutre. L'applicatiod n’a aucune de ses deux propriétés.

— Soit: : Z — Q l'injection donnée pamn — 7.
—t(n4+m)="E" =2 4 — (n) + (m) pour toutn, m € Z.
—1(0) = 2.
—u(n-m)="" =15 =(n)-(m) pourtoutn, m € Z.
- (1) = 1.
Premiére conclusion : L'application « transforme » la loi de groupe d¢Z, +,0) en la loi de
groupe de(Q, +,0) et elle envoie I'élément neutfepour la premiére loi sur I'élément neutke
pour la deuxiéme loi.
De plus, I'application: « transforme » la loi de groupe d&.*,-,1) = ({—1;1},-,1) en laloi de
groupe de(Q*, -, 1) et elle envoie I'élément neutiepour la premiére loi sur I'élément neutre
pour la deuxiéme loi.

— Soitexp : R — R+ I'exponentielle de vos cours d’analyse.
— exp est une bijection.
— exp(z + y) = exp(z) - exp(y) pour toutz, y € R.
— exp(0) = 1.
Premiére conclusion : L'applicatiorxp « transforme » la loi de groupe d@R, +,0) en la loi
de groupe de€R-,-, 1) et elle envoie I'élément neutfede (R, +,0) sur I'élément neutrd de
(Rsg, -, 1).

Ces propriétés nous ménent naturellement a la définition suivante :
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Définition 7.15. Soient(G, , e) et (H, o, ¢) deux groupes. Une application
v:G—H
est appelédomomorphisme de groupsispour toutg,, go € G on a

e(g1* g2) = ¢(g1) © ¢(g2)-
Notation : Pour étre trés précis, on écrit les homomorphismes de gsotmame
(G,*,e) — (H,o0,¢€).

Normalement, on est moins précis, et si on écrit : « oitz — H un homomorphisme de groupes »
on sous-entend que les lois de groupes et les €léments neutres soet fi@dnus du lecteur.

Exemple 7.16.— ¢ : Z — Z, donnée pan — 2n, est un homomorphisme de groupesde+,0)
dans(Z,+,0). Par contre,d n’est pas un homomorphisme de groupes.

- 1: Z — Q, donnée pan — 7 est un homomorphisme de groupeg@de+, 0) dans(Q, +,0).

— exp : R — R- est un homomorphisme de groupegBe+, 0) dans(R~, -, 1).

— Soitn € N. On définit :

w:(Z,+,0) = (Z/nZ,+,0), a— a,

I'application qui envoiea sur sa classe modula. C'est un homomorphisme de groupes par le
lemme 5.20.

— Soit(G, , e) un groupe et{ < G un sous-groupe. L'inclusion: H — G (donnée pah — h) est
un homomorphisme de groupes.

Définition 7.17. Soient(G, x, e) et (H, o, €) des groupes ep : (G,*,e) — (H,o,e) un homomor-

phisme de groupes.

— im(p) = ¢(G) :={p(g) | g € G} est appeldimage deG par .

— Plus généralement, sait’ < G un sous-groupep(G’) := {¢(g) | g € G’} est appeldimage
deG’ parp.

— ker(p) :={g € G | ¢(g9) = ¢} est appelé lemoyau dep (en allemandlern, en anglaiskerne).

Exemple 7.18.Le noyau de 'homomorphisme
n:(Z,+,0) = (Z/nZ,+,0), a—a
est égal &m | n divisem}, 'ensemble des multiples de
Définition-Lemme 7.19. Soitn € N> et(S,, o, (1)) le groupe symétrique. On définit I'application

signe (ou signatureg)ar

(i) — 7(j)
sgn: Sy, — {+1,-1}, 7— H —
1<icj<n 0
C’est un homomorphisme de groupes. Son noyau esthpet appelé legroupe alterné

Le signe de toute transpositidn j) (aveci # j) est—1.
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Démonstration.Exercice. O

Proposition 7.20 (Propriétés des homomorphismes de group&sjent(G, x,e) et (H,*,¢) des

groupes ety : (G, x,e) — (H, *,¢e) un homomorphisme de groupes. Alors :

(@) ¢(e) =e.

(b) Pourtoutg € Gona:p(g~t) = ¢(g)~ !

(c) SIG' < G estun sous-groupe, alots(G') < H est aussi un sous-groupe. En particulier(y)
est un sous-groupe dé.

(d) SiH' < H est un sous-groupe, alots™'(H') < G est aussi un sous-groupe. (Attention : Ici
oY (H') est 'image réciproque et pas un inverse de I'application!)

(e) Sip: (H,*,¢) — (I,®,u)estun homomorphisme de groupes, alos® : (G, x,e) — (I, ®,u)
est aussi un homomorphisme de groupes.

(f) ker(¢) < G estun sous-groupe.

Démonstration.(a) On ap(e) = p(exe) = p(e) * ¢(e), donce = p(e) * (p(e)) ™' = p(e) * p(e) *
(v(e) ! = ple).

(b) Par (8) on & = ¢(e) = p(g* g ') = @(g) * p(g~"). donc,(p(9)) ™" = (p(9)) " x e =
(p(9) " xp(9) * 0(g™") = @(g7).

(c) Les éléments dans I'image(G’) sont de la formep(g) pourg € G'. Soienty(g1), ¢(g2) avec
g1,92 € G' deux éléments de(G’). Commeg; x g, * € G’ (car G’ est un sous-groupe dg), on
conclut quep(gr * g5 1) = (g1) * ©(g; ) = ©(g1) * p(g2) ! appartient aussi @(G’) ou on utilise
(b) pour la derniére égalité. Par le lemme 7.4 nous obtenons dong(gligest un sous-groupe dé.
(d) Soitgy, g2 € =1 (H'), donc, par définition, cela veut diggg;) € H' pouri = 1,2. CommeH’
est un sous-groupe dé, ¢(g1) * ¢(g2) "' € H', doncy(g1 x g5 ') € H'.

(e) Soientyy, g2 € G. Alors, ¥ (g1 * g2)) = 1 (p(g1) * ¢(g2)) = Y(p(g1)) ® ¥(p(g2))-

(f) Soientg, g2 € ker(p). Par définition cela veut dire que(g1) = € = ¢(g2). Par (a) et (b) nous
avonsp(gr * g, 1) = ¢(g1) * p(g2) "t = ex e = ¢, doncg; x g, * € ker(y). Par le lemme 7.4 nous
obtenons donc quieer(y) est un sous-groupe de.

On peut aussi remarquer gkier(y) est 'image réciproque par de I'ensemblge}, qui est un sous-
groupe deH, et utiliser (d). Ol

L'utilité du noyau est de caractériser si I’homomorphisme est injectif (comnadgétore linéaire).
Proposition 7.21. Soient(G, x, ) et (H, o, ¢) des groupes ep : (G, *,e) — (H, o, €) un homomor-
phisme de groupes.
(a) Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) o est surjectif.

(i) H =1im(yp).
(b) Les assertions suivantes sont équivalentes :

() ¢ estinjectif.

(i) ker(p) = {e}.
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(c) Soientyy, g2 € G. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) ©(g1) = »(g2)-
(i) g1xg5" € ker(p).
(iii) Il existe k € ker(yp) tel queg; = k * go.

Démonstration.(a) C’est par définition! On le mentionne ici uniquement a cause de la similarité
avec (b).

(b) est une conséquence directe de (c).

(c) « (i) = (ii) » : Soientgy, g» € G tels quep(g1) = ¢(g2). Ona

e=¢(g1) o (g1) " = (g1) 0 0(g2) " = (g1 x g5 ").

Donc, g1 *92_1 € ker(p).
« (ii) = (i) » : Prendrek := g1 g5 .
« (i) = (i) » : Soitk € ker(p) tel queg; = k x go. Alors :

©(g1) = p(k % g2) = p(k) 0 p(g2) = €0 p(g2) = ¢(ga)-

Définition 7.22. Un homomorphisme de groupes qui est bijectif est appeléamorphisme
Parfois on appelle un homomorphisme injectiftanomorphismet un homomorphisme surjectif un
epimorphisme(Nous n’allons pas utiliser ces deux derniers termes.)

Lemme 7.23.Soient(G, x, e) et (H, o, €) des groupes ep : (G, *,e) — (H, o, €) un isomorphisme
de groupes. Comme est bijectif, il existe un inverse : H — G.
Alorsy est aussi un homomorphisme de groupes.

Démonstration.Soienth, ho € H. Nous calculons :

p(¥(h1) x p(h2)) = ©(P(h1)) o p(P(h2)) = hi o ha.

On appliquey et obtient :
V(¥ (h) x¥(he))) = (h1 o ha),
doncy(hy) * ¥ (he) = ¥ (h1 o hy) et on voit quey est un homomorphisme de groupes. O

Définition-Lemme 7.24. Soit(G, x, €) un groupe. On pose
Aut(G) :={p: G — G | p estun isomorphismg

Par idg on note l'identitéG — G. Alors, (Aut(G), o,idg) est un groupe, appelgroupe des auto-
morphismes dé;.

Démonstration.C’est clair ! O

Proposition 7.25(Cayley) Soit(G, x,e) un groupe fini. SoilS(G) := {0 : G — G | bijection}.
Rappelons quéS(G), o,id¢) est le groupe symeétrique sur 'ensemble
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(a) Pourg € G on définit une bijection par
0g:G—G, hr—gxh.

(b) L'application
p:G—S(@), g oy

est un homomorphisme de groupes qui est injectif.

Démonstration.(a) On vérifie qu'il s’agit en effet d’'une bijection :
Injectivité Si o4(h1) = o4(h2), alors par définitiory x by = g * hy et en conséquende; =

l*g*hQZhQ.

gt kgrhi =g~
Surjectivité¢ Soith € G. Alors, o4(g~' xh) = gx g~' x h = h, donc nous avons montré que
h € im(p).

(b) Soith € G. Alors :

0g,00gy(h) = 0g,(g2xh) = g1 x (g2 xh) = (g1 % g2) x h = 04,49, (D).

Donc
‘P(gl) © 90(92) = 0g1 ©0gy = Ogi1%gy — 90(91 *92)7

ety est un homomorphisme de groupes.
Pour l'injectivité prenong tel ques, = idg. Donc on aoy(e) = gxe = g = idg(e) = e. Donc le
seul élément dans le noyau geeste et on conclut que est injectif. O

8 Sous-groupes normaux et quotients de groupes

Nous connaissons déja la construction d’un groupe quoti&mZ est le quotient du groupgé., +, 0)
par le sous-groupe (normal — voir en ba&) = {nm | m € Z}.

Avant tout, un avertissement : on peut construire un groupe quotielensent pour les sous-groupes
qui seront appelés normaux (ou distingués). Nous commencgons quame-dans le cadre général et
ne spécialisons aux sous-groupes normaux qu’au dernier momentazarstauction générale nous
meéne par exemple au théoréme important de Lagrange.

A partir de cette section on utilisera la convention suivante : si on dit «&ait groupe », on I'écrit
multiplicativementy - h = gh et on notel son élément neutre.

Définition-Lemme 8.1. SoitG un groupe et < G un sous-groupe. La relation définie par
gi~Hgr & g g EeH

est une relation d’équivalence.
Les classes d’'équivalence sont de la forme

gH={g-h|heH}

et elles s’appellentlasses a gauche désuivantH . L'ensemble de ces classes est n@j&d .
Donc, on a



8 SOUS-GROUPES NORMAUX ET QUOTIENTS DE GROUPES 55

-G= UgHeG/H gH,

- g HNgH = 0 sigy g2 & H,
g H sigitgy € H.

Un élémeny, € g1 H est appelé umeprésentanOn a alors¢g H = g2 H.

Démonstration.La vérification que c’est une relation d’équivalence est un exerceeeste est une
conséquence valable pour toutes les relations d’équivalence. Ol

Exemple 8.2.7Z/nZ est 'ensemble des classes a gauche du grdlifpour I'addition) suivant le
sous-groupeZ.

Définition-Lemme 8.3. SoitG un groupe et < G un sous-groupe.

(a) De la méme maniére que dans la définition-lemme 8.1 on définitdeses a droite d€' sui-
vant H, en utilisant la relation d’équivalence

gi~E g2 S g1gy € H.
Les classes a droites sont de la forme
Hg={h-g|heH}

et 'ensemble de toutes ces classes est AO{€. On a
-G= LngGH\G Hg’

0 sigig,' ¢ H,
- HopNHgy = o
Hg1 sigig, € H.

(b) L'application
¢:G/H — H\G, gHw— Hg™"

est bijective.
Démonstration.C’est clair ! (Notez pour (b) quélg—! = (¢H)~! parce que{ ! = H.) O
Lemme 8.4. SoientG un groupe et < G un sous-groupe. Pour toyt , go € G I'application
g H — goH, gih— (9297 )g1h = g2h
est bijective. DongtH = #gH pour toutg € G (les deux peuvent étre infinis).

Démonstration.La surjectivité est évidente. Regardons donc l'injectiviigh; = goho implique
95 'g2h1 = g5 ' g2g2ha, dONChy = ho. O

Définition 8.5. SoientG un groupe et < G un sous-groupe.indice de H dansG est défini par
(G:H):=#G/H = #H\G

(il peut étre infini).
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Théoréme 8.6(Lagrange) SoientG un groupe efd < G un sous-groupe. Alors :
#G = (G:H)-#H.

Démonstration.C'est une conséquence immediate de la réunion disjdinte | | ;. 9H etle
fait #H = #gH pour toutg € G par le lemme 8.4. O

Définition 8.7. SoitG un groupe et/ < G un sous-groupe. On appellé un sous-groupe normaliu
distinguési gH = H g pour toutg € G. Notation : H < G.

Dans ce cas il est donc inutile de faire la distinction entre classes a gaudasses a droite, et nous
parlerons seulement ddasses suivant.

Exemple 8.8. SoitG un groupe abélien. Tout sous-groufle< G est normal.

Raison : La commutativité implique directemeitf = Hg.

Lemme 8.9. SoitG un groupe eff < G un sous-groupe. Les assertions suivantes sont équivalentes :
() H<LG

(i) VgeG:gHg ' =H

(i) Vge G:gHg ' CH

(iv) Vge GVhe H:ghg™' € H.

Démonstration.Toutes les implications sont triviales sauf « (#) (i) ».

Donc nous supposongdg~—! C H, ce qui impliquegH C Hg (multiplication parg a droite).

Maintenant, on prend l'inverse des deux cOtésg@ey—' C H et on obtienty~'Hg C H, alors

Hg C gH (multiplication parg a gauche). Ayant v H C Hg et Hg C gH, on conclutgH =

Hg. ]

Proposition 8.10. Soity : G — L un homomorphisme de groupes.

(@) SiH < L estun sous-groupe normal, alors I'image réciproque’ (H) < G est un sous-groupe
normal.

(b) ker(¢) < G est un sous-groupe normal.

(c) Siy est surjective eff < G est un sous-groupe normal, alors I'imagé¢H) < L est un sous-
groupe normal.

Démonstration.(a) Soitz € p~!(H), doncy(x) € H. Soitg € G. Alors

e(grg™") = p(g9)p(x)e(9) " € H,

doncgzg~! € o~!(H), montrant queo—!(H) est un sous-groupe normal e
(b) suitde (a) pouH = {1} < L.
(c) Soitp(h) € p(H). Soitl € L. Par surjectivité de, nous avong = ¢(g) pour ung € G. Donc

o)t = o(g) " p(h)e(g) = ¢(g~ " hg) € p(H)

carg—'hg € H, montrant quep(H) est un sous-groupe normal de O
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Exemple 8.11.Soitn € N. Le groupe alternéd,, est un sous-groupe normal du groupe syme-
trique S,,.

Raison : Il est le noyau de ’lhomomorphisme de groSpe— {+, 1, —1} appelésignature

Proposition 8.12. Soit(G, -, 1) un groupe etV < G un sous-groupe normal.

(a) SoientgtN = goN,hiN = haN € G/N des classes dé& suivantN. Alors, (g1h1)N =
(g2h2)N.

(b) (a) permet de définir I'application
*x:G/N xG/N — G/N, (gN,hN)— gN xhN := (gh)N.

(¢) (G/N,*, N) estun groupe, appelguotient deG par N.

(d) L'application
m:G— G/N, g~ gN

est un homomorphisme de groupes surjectif, appegction naturelleOn aker(m) = N.
Démonstration.(a) On ag; 'go =: ny € N eth]'hy =: ny € N eth{'n1h; = n3 € N. Donc
(g1h1) " (g2ho) = hi' (g7 ' g2)he = ki 'nahe = (hy 'nihi)hy 'he = ngny € N.

(b) En effet, (a) montre que la définition ne dépend pas du choix deSseqants.

(c)

Associativité (g1 N * goaN) * gsN = (g1g2)N * gsN = ((9192)93)N = (91(g293))N = ¢1 N *
(9293)N = g1 N x (g2 N * g3 N) pour toutg; N, goN, gsN € G/N.

Existence du neutre gN * N = (g1)N = gN pour toutgN € G/N.

Existence d’inverse gN « g ' N = (g9~ ')N = N pour toutgN € G/N.

(d)

Surjectivité Clair.

Homomorphisme 7 (gh) = (gh)N = gN x hN = w(g) » w(h) pour toutg, h € G.
Noyau 7(g) = gN = N sietseulementgj € N.

Exemple 8.13.(Z/nZ, +,0) est le quotient d€¢Z, +,0) par le sous-groupe normadhZ, +,0).

Proposition 8.14. SoitG un groupe etV < G un sous-groupe normal et: G — G/N la projection
naturelle.

(a) Lapplication
® : {sous-groupes dé/N} — {sous-groupes d& qui contiennentV},

donnée parl — 7~ !(H) est bijective. L'inverse de estU s 7 (U).



8 SOUS-GROUPES NORMAUX ET QUOTIENTS DE GROUPES 58

(b) SoientH;, H, < G/N deux sous-groupes. Alors
H CHy, & ®H)C®(H,).
(c) SoitH < G/N un sous-groupe. Alors
H<G/N < ®H)<G.

Démonstration.(a)

— PourH < G/N limage réciproquer—!(H) est en effet un sous-groupe par la proposition 7.20.
En plust—!(H) D 771 ({1}) = ker(7) = N.

— Surjectivité : SoitU < G un sous-groupe tel qu& C U. Par la proposition 7.20 nous avons
H := 7(U) est un sous-groupe de/N.
Ona:®(H) = n"Y(x(U)) = U, donc la surjectivité.
On vérifie la derniere égalité :
«C»:Soitz € 7 Y(n(U)), doncw(z) € n(U), doncw(z) = m(u) pour unu € U. Donc
1 = n(x)r(u)~! = w(zu™t), donczut € ker(r) = N C U, doncau™t = v € U, donc
rz=uv € U.
«D»: Soitu € U, doncr(u) € 7(U), doncu € 7~ (x(U)).

— Injectivité : Soientt, Hy € G/N des sous-groupes tels q@éH;) = ®(Hyz). Alors, 71 (H;) =
71 (Hy), etdoncH; = w(n~1(H})) = m(x~'(Hy)) = Ho, montrant l'injectivité.
On vérifie encore I'égalité] = 7(7~1(H)) pour tout sous-groupH < G/N.
«C»: Soith € H. Commer est surjectif, il existgy € G tel quen(g) = h. Doncg € 7~ 1(H) et
h=m(g) € m(z~"(H)).
«D» :Soitz € w(x1(H)). Donc, il existeg € 7~ '(H) tel quex = 7(g). Mais,z = 7(g)
appartient & carg € 7 '(H).

(b) est clair.

(c) Proposition 8.10. O

Théoréme 8.151er théoréeme d’'isomorphisme/Homomorphiesa&)ity : G — H un homomor-
phisme de groupe. SaN := ker(y) son noyau.

(a) Pourtoutg € G ettoutn € N onap(gn) = ¢(g). Donc pour touty;, go € gN onap(gr) =
©(g2). Donc 'imagep(g) ne dépend que de la clasgd’ deg suivant/N.

(b) (a) nous permet de définir I'application
?:G/N — H, gN— B(gN):=¢(g).

C’est un homomorphisme injectif de groupes. DgncG /N — im(p) est un isomorphisme de
groupes.

Démonstration.(a) C’est clair.

(b)

Homomorphisme (g1 N - g2N) = @(g192N) = (9192) = ©(91)(92) = P(91N)P(g2V).
Injectivité Sip(gN) = ¢(g) = 0, alorsg € N, doncgN = N.
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Calcul de 'image Soith € im(y). Donc, il existeg € G tel quep(g) = h, doncp(gN) = ¢(g) =
h.

O]

Remarque 8.16.L’applicationp est la méme que dans le théoreme 3.13.

9 Ordres

Définition-Lemme 9.1. SoientG un groupe ely € G. Considérons I’homomorphisme de groupes
¢ : Z — G donné pam — g™ (voir la définition 7.6 pour la signification dg*).

(a) SiG estfini, alorsker(¢) N Nsq # (.

(b) Siker(¢) N Ns( # (), alorsl'ordre deg est défini comme le plus petit élémentde($) N N~.
Sinon on dit que 'ordre dé& est infini. Notation ord(g).

(c) Siord(g) estfini, alors pour toutn € ker(¢) on aord(g) | m.
(d) Siord(g) est fini, alors on ard(g) = #(g).

(e) Siord(g) est fini, alors¢ : Z/ ord(g)Z — G, donné pam + ord(g)Z +— g¢", est un homomor-
phisme injectif de groupes, et son image (st

(f) ord(g) = 1 si et seulement gi = 1.

Démonstration.(a) Comme( est fini, il existe, b € Ntels quez > betg® = g°. Donc,g* g = ¢°,

doncg®? =1.

(c) Soitm € Z tel queg™ = 1. Par la division euclidienne nous avons = ord(g) - ¢ + r avec

0 <r < ord(g). Onal = gn = gordl)agr — (gord@)egr = 199" = 14" = ¢". Comme

0 <r < ord(g) par la définition de I'ordre la seule possibilité qui resterest0, doncord(g) | m.

(d) Soitn = ord(g). Les éléments, g, g%, ...,¢" ! de(g) sont distincts (sinon avec le méme argu-
ment qu’en (@) on obtiendrait une contradiction). lls forment déja us-gooupe dé&- car les produits

et les inverses y appartiennent ; pour les inverggé)! = ¢" “pourl <a <n — 1.

(e) Par (c)ker(¢) est le sous-grouperd(g)Z de Z. Donc, I'assertion suit directement du théoréme
d’'isomorphisme 8.15.

(f) Il est clair queord(1) = 1. Soitord(g) = 1, alors#(g) = 1, doncg = 1. O

Corollaire 9.2. SoitG un groupe cyclique.

(@) Sin := #G estfini, alorsG est isomorphe au groug&./nZ, +,0).

(b) SiG n’est pas fini, alors7 estisomorphe au grougd., +, 0).

Démonstration.(a) Soitg un générateur d&, doncord(g) = #G = n. Donc, il suffit d'utiliser la
définition-lemme 9.1 (e).

(b) Lhomomorphismep : Z — G de la définition-lemme 9.1 (donné par— ¢") est injectif et
surjectif. O

Corollaire 9.3. SoientG un groupe finiey € G. Alorsord(g) | #G.
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Démonstration.Par le théoréme de Lagrange 8.6 et la définition-lemme 9.1@d@) = #(9) |
#G. O

Corollaire 9.4 (« Petit théoréme de Fermat de la théorie des groupeSo)G un groupe fini. Alors,
pour toutg € G on ag#% = 1.

Démonstration.Soitn = ord(g). Commen | #G on a#G = nm pour unm € N. Donc,g#% =
gnm — (gn)m =1m =1. O

Corollaire 9.5. Soit G un groupe fini tel que son cardingtGG est un nombre premier. Alois est
cyclique.

Démonstration.Soitp = #G, un nombre premier par hypothése. Spit G différent del. Comme
ord(g) divisep etord(g) # 1, alorsord(g) = p, donc(g) = G, etG est cyclique. O

Corollaire 9.6. SoitG un groupe cyclique.

(@) SiH < G est un sous-groupe (automatiquement normal Gagst abélien), alors le quotient
G/H est aussi cyclique.

(b) Tout sous-groupél de G est aussi cyclique.
Démonstration.Exercice. O
Corollaire 9.7. SoitG un groupe ey € G un élément d’ordre fini. Alors pour toute N+, on a

i _ ppem(i,ord(g)) ord(g)
ord(g") = i = pecd(i,ord(g))’

En particulier, sii | ord(g), alorsord(g') = 2949,

)

Démonstration.On cherchen € Ns g minimal tel que
- ¢g" =1(< ord(g) | m) et

— 1| m.
. i m cm(Z,ord cm(¢,ord -pged(i,ord
Dor?CZE ): ppcm(z’oi(d)(g))' alorsord(¢g’) = ™ = P (i (9) _ pp (i.pgég)&srgd(g()) (9) _
i-ord(g o ord(g
i-pged(i,0rd(g)) — pged(z,0rd(g)) ” =

Définition-Lemme 9.8. Soit] un ensemble et pour tousoit G; un groupe. Alors le produit cartésien
[L;c; Gi estun groupe, appeléroduit direct de;, i € I, pour la loi de groupe

cJIG <16 =TI G (9i)ier - (hadier == (gi - ha)ier
icl icl icl
et 'élément neutrgl);c;.

Démonstration.Le casl = {1, 2} est un exercice. Le cas général marche de la méme maniére.

Lemme 9.9. SoientG un groupe abélien fini eti;, Ho < H deux sous-groupes de.

(a) SiH; N Hy = {1}, alors, l'application¢ : H; x Hy — G donné par(hi, he) +— hihg €stun
homomorphisme de groupes injectif.
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(b) Sipged(#H:,#Hs2) =1,alorsH; N Hy = {1}.

Démonstration.(a)
Homomorphisme On calculep((h1, ho) (R}, hb)) = ¢((h1h), hahl)) = hihihahl, = hihohihl) =

O((h1, h2))o((h, hy)).
Injectivité  ¢((h1,ha)) = hihe = 1,donch; = hy' € Hy N Hy = {1}, donch; = hy = 1.
(b) Soitg € Hy; N Ha. Doncord(g) | #H; etord(g) | #Hs, doncord(g) = 1, doncH; N Hy =
{1}. O
Lemme 9.10. SoientG un groupe abélien finigj, h € G.
(@) Sipged(ord(g),ord(h)) = 1, alorsord(gh) = ord(g) ord(h).
(b) Il existei, j € N tels queord(g°h?) = ppem(ord(g), ord(h)).
Démonstration.(a) Soitm := ord(gh). Donc ¢™h™ = 1 et par(g) N (h) = {1} (& cause du
lemme 9.9 (b)), on g™ = h™ = 1 Par la définition-lemme 9.1 (c), il en suit qued(g) | m et
ord(h) | m, doncord(g) ord(h) | m (utilisant encore une foisgcd(ord(g),ord(h)) = 1). Il est clair
que(gh)ord(g) ord(h) — 1.
(b) Soient

ord(g) = p{"™ -...-p. " etord(h) =pi* - ... - p*

les factorisations en nombres premiers (c'est-a-direpies. ., pr sont des hombres premiers dis-
tincts), ou on les trie de la fagon que; > nq,...,ms > ng €tmgi < ng, ..., mg < ng. Soient

Mg 1 mp ny .
g = gPest PR eth! = hP1 P

Par le corollaire 9.7 nous avons
ord(g") = pi™ ... pl= etord(R') = plsit - ... ppk.

Donc, (a) implique que I'ordre dgh’ est

MNs41

Pt pgh - pp® = ppem(ord(g), ord(h)).

O
Définition 9.11. SoitG un groupe. On considére 'ensemhilé := {n € Ny | Vg € G : g" = 1}.
SiM # (), alors, on définit’exposant du groupé&' comme le plus petit élément daht Si M = 0,
on dit que I'exposant du groupg& est infini. Notation exp(G).
Proposition 9.12. SoitG un groupe abélien fini.
(@) Il existeg € G tel queord(g) = exp(g).
(b) exp(g) | #G.
(c) exp(G) = ppem(ord(g) | g € G).
(d) G estcycliqgue= exp(G) = #G.
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Démonstration.Soitn := ppcm(ord(g) | g € G). Il est clair queg™ = 1 pour toutg € G, donc
exp(G) < n. Le lemme 9.10 (b) montre qu'il existe € G tel queord(g) = n. En conséquence
n < exp(G). Toutes les assertions sont maintenant claires. O

Exemple 9.13.Nous faisons la liste de tous les groupes d’ordr& a isomorphisme prés.

— Le seul groupe d’ordré est le groupe trivial ; son seul élément est I'élément neutre.

- n=2,3,5,7. Comme tout groupe d’ordre premier est cyclique, il en suit que leggeupe d’ordre
n a isomorphisme prés egl/nZ.

— n = 4 : Nous connaissons deux groupes d'ordre Z/4AZ et 7 /27 x 7/27 qui ne sont pas
isomorphes (cycliques et non-cycliques). On va démontrer qu'ém’g pas plus ; donc tout groupe
d’ordre 4 est abélien.

Soit G un groupe d’ordre4 qui n’est pas cyclique (s'il est cyclique, il est isomorph& alZ).
On choisita # b deux €léments d& qui ne sont pas I'élément neutre. Oroal(a) | #G, donc
ord(a) = 2, car s'il était 4, le groupe serait cyclique engendré parLe méme argument montre
ord(b) = 2. 0n a(a) N (b) = {1}. Soitc := ab. Il est clair quec # 1, a, b. Par le méme argument
¢ = ba. DoncG est abélien. Par le lemme 9.9 (a) nous obten@ns< (b) estisomorphe &. Donc
G=X=7/27 x7)2Z.

— n = 6. Nous connaissons deux groupes d’ordreZ/67Z et S3 qui ne sont pas isomorphes (par
exemple : abélien et non-abélien). On va démontrer qu'il n'y en a p&s p
SoitG un groupe d’ordre qui n'est pas cyclique (s'il est cyclique, il est isomorph8/&7Z).

Soitg € G différent de I'élément neutre. Comme l'ordre glest un diviseur dé et strictement
plus petit ques (sinon le groupe serait cyclique engendré garon aord(g) = 2 ouord(g) = 3.
On veut démontrer qu'il existe b € G tels queord(a) = 3 etord(b) = 2.

Si tout élément non-neutre de était d’ordre 2, G serait abélien par I'exercice 5 de la feuille 5.
En choisissant; # b, d’ordre 2, le lemme 9.9 (a) nous donne une injection (by) x (b2) — G.
L'image de¢ serait un sous-groupe d’ordre mais4 t 6, c’est une contradiction avec le théoréme
de Lagrange 8.6.

Soit donca un élément d’ordre3. On choisith ¢ (a) =: H. CommeG = H U bH, il en suit que
b2 € H oub? € bH. La derniére possibilité est immédiatement vu étre impossible. BoacH .
Doncord(b?) estl ou3. Le dernier cas meneraitérd(b) = 6 qui est exclu. Donord(b) = 2.
Notons queb # 1,a, a?, b. Aussia®b # 1,a,a?, b, ab. DoncG = {1,a,a?, b, ab, a®b}. Siba = ab,
alors G serait abélien et dans ce casd(ab) = 6 et le groupe serait cyclique ce que nous supposons
ne pas étre le cas. La seule autre possiblitébest a2b.

DansS; nous posons! := (1 2 3) etB := (1 2). Nous définissons : S3 — G par ¢(id) = 1,
#(A) = a, p(A%) = a?, ¢(B) = b, p(AB) = ab, et¢(A%2B) = a?b. C’est clairement une bijection.
Que c’est un homomorphisme est une conséqueneeldd) = 3, ord(B) = 2 et BA = A%2B qui
est facilement vérifié.

10 Compléments

Lemme 10.1. SoientG un groupe,H < G un sous-groupe &V < G un sous-groupe normal.
SoitHN :={hn|h € H,n € N}.Alors:
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(a) H N N estun sous-groupe normal dé.
(b) HN = NH := {nh | h € H,n € N}
(c) HN estun sous-groupe de.

(d) N est un sous-groupe normal déN.

(e) SiH est aussi un sous-groupe normal@ealors HN est un sous-groupe normal d&
Démonstration.Exercice sur la feuille 13. O

Proposition 10.2 (Deuxieme théoréme d’isomorphismejoientG un groupe,H < G un sous-
groupe etN < G un sous-groupe normal. Alors, ’'homomorphisme naturel de greupe

¢:H— HN — HN/N, hw~— hN
« induit » (par le théoréme d’'isomorphisme 8.15) I'isomorphisme depgsu
$:H/(HNN)— HN/N, h(HNN)— hN.

Démonstration.Noter d’abord que le lemme 10.1 nous assure que tout est bien définmaihor-
phismey est visiblement surjectif et son noyau est composé des élémentd tels quehN = N,
donch € HN N, montrantker(p) = H N N. L'existence dep résulte donc d’une application directe
du théoréme d’isomorphisme 8.15. O

Proposition 10.3(Troisieme théoreme d’isomorphisme§oientG un groupe,H, N <1 G des sous-
groupes normaux tels qug C H Alors, ’lhomomorphisme naturel de groupes

¢:G/N —G/H, gNw— gH
«induit» (par le théoréme d’'isomorphisme 8.15) Iisomorphisme depgsu
©:(G/N)/(H/N) — G/H, gN(H/N)w— gH.

Démonstration.L’homomorphismep est visiblement surjectif et son noyau est composé des éléments
gN € G/N telsquegH = H, doncg € H,doncgN € H/N, montranter(yp) = H/N. L'existence
de résulte donc d’'une application directe du théoréme d’'isomorphisme 8.15. Ol

Sans démonstration on énonce la classification des groupes abéliens fiaitya preuve n’est pas
tres difficile, mais nous n'avons malheureusement plus de temps.

Théoréme 10.4(Classification des groupes abéliens de type.fiB)it G un groupe abélien de type
fini (c'est-a-dire ques peut étre engendré par un nombre fini d’éléments). Alors, il existeidigues
r,s € N etdes uniqued;, d,...,ds € N>, tels que

—d1|d2\---\dset

—~ G22I XL)A\Z X L)dyZ X - - - X L] d .

Exemple 10.5.0n obtient du théoréme 10.4 qu’a isomorphisme prés il n'existe que greupes
abéliens de cardinal2, en I'occurenceZ /127 etZ /27 x 7./ 6.
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1. Lesquels des symboless«», «< », «< » peuvent étre écrit dans les lacunes de sorte que les asser-
tions suivantes soient vraies ?

Soientz, y des nombres réels.

(1) 3x =6 x =2

(2) 3x =6 r=20ux =1

(3) 3x =6 xr=20uz >0

(4) 3x =6 x#3

(5) 2?2 =4 x =2

6) z—y=0etx+y=6 r=3ety=3
(7) y=2xet3x =2y —x r=1y=2

2. Faites la négation des phrases suivantes :

(&) Tous les étudiants de ce cours sont luxembourgeois.

(b) Adrien parle francais ou allemand.

(c) Adrien parle francais et allemand.

(d) Deux cotés de ce triangle ont la méme longeur.

3. (a) Remplissez la table de vérité :

A| B | AouB | non(AouB) || nonA | nonB || (nonA) et (nonB)
V|V f f
v | f f v
flv % f
f|f Y %

(b) On définit le « ou exclusif » (XOR) par la table de vérité :

A| B || AXORB
V|V f
v | f v
flv v
f|f f

Exprimez XOR en utilisant seulement « et », « ou » et « non ».



4. ll'y a trois suspects dans une enquéte pour meurtre : Adrien (Ag EY, Christian (C). L'enquéte a

déja établi les faits suivants :

(1) Au moins une des trois personnes A,B,C est coupable.
(2) A n’est pas coupable si B et C ne sont pas tous les deux coupables
(3) SiC estcoupable ou si A n'est pas coupable, alors B ne pedtpgasoupable.

Trouvez pour chaque personne si elle est coupable ou non.

5. Considérez la ‘preuve’ suivante qui démornitre 0 :

20 =2
=4r —4=2x—2
=4(x—-1)=2(zx—-1)

=4 =2
=2=0
=1=0

Qu’est-ce que vous en pensez ? Pourquoi ?

| additionnen2z — 4)
| simplifier

| diviser par(z — 1)

| soustraire2

| diviser par2
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Les exercices sont a rendre le 24/09/2012 au début du cours.

Vos solutions aux exercices vont étre notées A (bien), B (moins bleg (insuffisant). La note que
VOus obtenez pour vos exercices ainsi que pour vos résultats adevoirs surveillés comptent pour la
note finale du cours : une moyenne de A compte 2 points sur 20 et umeoyenne de B 1 pointet C 0
points. Par exemple, si vous avez eu une moyenne de B dans voseixes et si vous obtenez une 13
dans I'examen, la note finale sera 14.

1. Dans une ferme il y a des cochons. Chaque cochon est soit v@tijeune (pas les deux en méme
temps). Chaque cochon est soit malade, soit en bonne santé (pasXesndeéme temps). Chaque
vieux cochon est vorace. Chaque cochon qui est en bonne santrase. Dans la ferme il y a des
cochons voraces et il y a des cochons qui ne sont pas voraces.

Lesquelles des assertions suivantes sont correctes ? Justifiegddedacise !) vos réponses!
(a) Il existe de jeunes cochons dans la ferme.
(b) Il existe de vieux cochons dans la ferme.
(c) Tous les cochons qui ne sont pas voraces sont jeunes.
(d) Il'y a de jeunes cochons malades.
(e) Tous les jeunes cochons sont malades.
2. Faites la négation des assertions suivantes :
(1) Tous les nombres parfaits sont pairs.

Rem. : Vous n'avez pas besoin de connaitre la définition d’'un nombraifppolur écrire la néga-
tion. En fait, il n’est pas connu si cette assertion est vraie ou fausse.

2)Ve>03>0Vx: (|lx—zo| <d=|f(x) — f(xg)] <€)

Rem. : Dans votre cours d’Analyse 1 vous allez apprendre que ddaidifinition de la continuité
de la fonctionf au pointxy.

3. Soient4, B des ensembles. Démontrez :
@ACB < A=ANnB & B=AUB.
(b) AnB=0 & A\B=A.

A propos. Pour illustrer qu’une assertion fausse comine 1 implique tout, on dit qu’Einstein a donné
I'exemple suivant : « S0 = 1, alors1 = 2. L'ensemble dont les éléments sont le pape et moi a deux
éléments. Mais, puisque= 2, cet ensemble n’a qu’un élément, ce qui implique que je suis le pape. »
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Les exercices sont a rendre le 01/10/2012 au début du cours.

Les exercices 1 et 4 sont a rédiger et a rendre. Les exercices 2 et 3 sont supplémentaires.

1. Soient E un ensemble et A, B, C et D des parties (ou sous-ensembles) de F.
(a) Démontrer :
(ACC)et(BCD)et(CND=0)et(AUB=CUD))= ((A=C)et(B=D)).
(b) Démontrer: AU(ANB)U(ANBNC)=AUBUC.

2. Involution Soient £/ un ensemble et f une application de £ dans F vérifiant: f o f = idp. Démontrer
que f est bijective. Quel est son inverse ?

3. Soient E, F et G des ensembles.

(a) Soit f une application injective de F' dans G ; démontrer :

Y(g,h) € F(E,F),(fog=foh=g=h).
(b) Soit f une application surjective de E dans F'; démontrer :

Y(g,h) € F(F,G),(go f =ho f= g=h).

4. Fonctions caractéristiques

Soit E un ensemble ; on rappelle qu’on note P(E) I’ensemble des parties de E et F(E, {0,1}) I’en-
semble des fonctions de E dans I’ensemble {0, 1}.

Soit A une partie de E'; on définit un élément f4 de F(E, {0, 1}), appelé la fonction caractéristique
de A,par: fa(z) =1siz € Aet fa(x) =0six ¢ A.

(a) Démontrer que I’application F' de P(E) dans F(F,{0,1}) qui a une partie A de E associe sa
fonction caractéristique f4 est bijective.

(b) Pour f et g dans F(F,R), on note :

e f+ gl'application de F dans R qui envoie tout élément x de F sur f(z) + g(z);
9()
e f x gou f-g/lapplication de E dans R qui envoie tout élément x de E sur f(x) x g(z);

e f — gl'application de F dans R qui envoie tout élément = de F sur f(z) — ;
On note de plus 1 la fonction constante égale a 1 sur E.

Soient A et B des parties de . Démontrer que les applications 1 — f4, fa X fg, fa+ fe—fax fB
sont des fonctions caractéristiques de sous-ensembles de ' qu’on déterminera.

(c) Quelle est la fonction caractéristique du sous-ensemble A\ B = AN B?



A propos (Paradoxe de Russell). On ne peut pas faire n’importe quoi avec les ensembles. Par exemple,
il n’existe pas d’ensemble de tous les ensembles.

En effet, supposons par 1’absurde que I’ensemble de tous les ensembles existe ; appelons le {2. Nous
pouvons alors considérer le sous-ensemble A de €2 formé des ensembles X tels que X n’est pas un élément
de I’ensemble X :

A={XeQX ¢ X}.

Qu’en est-il alors de A ? Si A est un élément de A (A € A), alors par définition de A, A n’est pas un
élément de A (A ¢ A). Et si A n’est pas un élément de A (A ¢ A), alors par définition de A, A est un
élément de A (A € A). Aucune de ces deux options n’est donc possible.

Pour lever ce paradoxe, les mathématiciens ont introduit la notion de catégorie, mais ceci est une autre
histoire.
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Ces exercices qui ne sont pas a rendre et celles des feuilles précédentes vous préparent au devoir surveillé
du 11/10/2012.

1. Soient E, F, G des ensembles et f :  — Fetg: F — G des applications. Démontrez que si f et g
sont injectives, alors g o f est injective.

2. Soit EZ I’ensemble des nombres premiers différents de 2. On définit sur E une relation binaire R par :

V(z,y) GExE,ny(:)xTw € E.

(a) Donner un exemple de couple (z, y) tel que = et y sont en relation, puis un exemple de couple (x, y)
tel que x et y ne sont pas en relation.

(b) Larelation R est-clle une relation d’équivalence ?

3. On considere sur R la relation binaire < définie par : pour tout (x,%) dans R, < y si et seulement
si x est strictement plus petit que y. Cette relation est-elle réflexive ? Symétrique ? Antisymétrique ?
Transitive ? Totale ? Est-ce une relation d’ordre ?

4. Soit F un ensemble.

(1) Soient A et B des sous-ensembles de E ; démontrer :
(@ ADB=0<= BCFE\A< ACF\B;
(b) AUB=E<«<—= F\ACB«<= FE\BCA.
(2) Soient E, F' des ensembles. Par P(E) et P(F') on note I’ensemble de toutes les parties de £ ou

de F'respectivement. Donnez soit une preuve soit un contre-exemple a chacune des deux assertions
suivantes :

(@ P(ENF)=PE)NPF).
(b) P(EUF)=P(E)UP(F).

(3) Soient F un ensemble et P(E) I’ensemble de toutes les parties de . Démontrez qu’il n’existe pas
d’application surjective f : E — P(E).
Astuce : Pour une telle application f donnée considérer ’'ensemble Y := {z |z € E,x & f(x)} € P(E).
Est-ce que Y peut étre dans I’'image de f ?

A propos. L’hotel de Hilbert 2 Gottingen possede un nombre infini de chambres. Aujourd’hui toutes
les chambres sont occupées. Malgré cela, I’hotelier Hilbert peut toujours accueillir un nouveau client.

En effet supposons que les chambres sont numérotées par tous les nombres entiers (a partir de 1). 11
suffit que I’hotelier demande a 1’occupant de la premiere chambre de s’installer dans la seconde, a celui de



la seconde de s’installer dans la troisieme, et ainsi de suite. Les clients déja logés le restent. La premicre
chambre est libre et peut accueillir le nouveau client.

Mais I’hételier peut aussi accueillir une infinité de nouveaux clients. Pour ce faire il faut que le client
occupant la chambre numéro 1 prenne la chambre numéro 2, 1I’occupant de la numéro 2 la numéro 4, celui
de la numéro 3 la numéro 6, et ainsi de suite. Chacun occupe une chambre de numéro double de celui
de sa chambre précédente, de telle sorte que toutes les chambres de numéro impair deviennent libres. Et
puisqu’il existe une infinité de nombres impairs, I’hotelier peut accueillir une infinité de nouveaux clients.

Pour étre plus précis, il faudrait dire que 1’hotel peut toujours accueillir un ensemble dénombrable de
clients. Par contre, si tous les nombres réels arrivent et chacun veut une chambre, 1’hotel ne suffira pas car
I’ensemble des nombres réels n’est pas dénombrable (par 1I’argument de la diagonale de Cantor).

(Adapté et corrigé de : http://fr.wikipedia.org/wiki/Hbétel_de_Hilbert)
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Les exercices sont a rendre le 15/10/2012 au début du cours.

Les exercices 1, 2 et 3 sont a rédiger et a rendre. Les exercice$46 et 7 sont supplémentaires.
1. Démontrer par récurrence :

1)(2n + 1
Vn€N>0,1+22+32+...+n2:”(”+ )6( n+1)

2. SoitE un ensemble & éléments.
(a) Lobjectif de cette question est de démontrgrP (E) = 2".

i. Vérifier le résultat pourn égal a0, 1, 2 et 3.

ii. On suppose: supérieur ou €gal & On fixe un élément dansE et on noteP, 'ensemble
des parties d&' qui contiennent:, 9, I'ensemble des parties de qui ne contiennent pas
DémontrerP(E) = P,UQ,, puis queP, etQ, ontméme cardinal, égal a celuiBgE \ {z}).
Indication : donner unebijectionentreP, et P (£ \ {z}) etunebijectionentre O, et P (E \ {x}).

iii. Démontrer par récurrence surqu’on a#P(E) = 2",

iv. En utilisant la premiére question de I'exercice de la feuille 2 sur les fametiaractéristiques,
retrouver le résultat voulu.

(b) SoientFE et F' deux ensembles finis de méme cardinal

Démontrer par récurrence que I'ensemble des injectiond dtans F' est de cardinah!, ol
n!l=1-2-3-...-ns'appelle « factorielle » ou « factorielle (de) n ».

En déduire que I'ensemble des bijectionsiddans lui-méme est de cardindl
3. (a) Trouvez une application injective et non bijectfveN — N.
(b) Trouvez une application surjective et non bijectfveN — N.
Indication : regarder le cours...

4. Choisir une des variantes du principe de récurrence (autre quehiang@ment d'initialisation ») et la
démontrer.

5. Que pensez-vous de la preuve suivante ?
Assertion : Soit C' un cours avea participants. Alors tous les participant sont du méme sexe.
Preuve par récurrence.Sin = 1, 'assertion est trivialement vraie. Soit maintenéhtin cours avec
n+ 1 participants. Nous attendons jusqu’a ce qu’un des participants, aggeldnquitte le cours pour
un instant. Par hypothése de récurrencenlparticipants restants sont du méme sexépres le retour
de A, nous faisons sortir un autre participant B pour un instant. En@raypothése de récurrence,
lesn participants restants sont du méme sexe, qui doit encore.&mnc A, B et les autres participants
sont tous du méme sexe. O

6. Trouver une bijectiol x N — N.



7. SoientE, F' des ensembles finis. Démontrer :
(a) #F < #F < il existe une injection dé&’ dansF'.
(b) #F < #FE & il existe une surjection d& dansF'.

(c) SionsupposétE = #F, alors :
f bijective< f injective< f surjective.

A propos. L’ argument de la diagonale de Cantor.

On souhaite démontrer que I'ensemBlen’est pas dénombrable. En fait, nous allons démontrer que
I'ensemblel0, 1] n'est pas dénombrable (ce qui implique qui@e I'est pas non plus).
On raisonne par I'absurde en supposant {fué| est dénombrable, énuméré a l'aide d’'une suite
r = (r1,r2,73,...). Chaque terme de cette suite a une écriture décimale avec une infinité deschiffr
apres la virgule, soit :
T, = 0, ri17ri2,7i3 - - -

On construit maintenant un nombre réadans|0, 1] en considérant le-ieme chiffre aprés la virgule
der,. Le nombre réet est construit par la donnée de ses décimales suivant la regle:-gae décimale
der,, est différente de&, alors lan-ieme décimale de estl, sinon lan-ieme est 2.

Le nombrex est clairement dans I'intervallé, 1] mais ne peut pas étre dans la suitg ro, 3, . . . ),
car il n'est égal & aucun des nombres de la suite : il ne peut pas étra €gear la premiére décimale
dez est différente de celle dg, de méme pour, en considérant la deuxiéme décimale, etc.

On obtient une contradiction et on en déduit ¢ue | n'est pas dénombrable.

(Adapté de :
http ://fr.wi ki pedia. org/w ki/Argunent _de_| a_di agonal e_de_Cant or)
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Les exercices sont a rendre le 22/10/2012 au début du cours.

Les exercices 2, 3 et 5 sont a rédiger et a rendre. Les exercices 1 et 4 sont supplémentaires.

1. Soit Sy le groupe symétrique en 4 lettres. Faites la liste de ses éléments. Utilisez I’écriture en cycles.

2. Faites les calculs suivants dans le groupe S :

(@ (13)(274109) 0 (123456789 10)=272
) (12345678910)0(13)(274109)=27?
(©) (12)(34)(56)(78)(910) o (110)(23)(45)(67)(89=27?

3. Trouvez les inverses dans le groupe S1g des éléments suivants :

(@ (123456789 10),
(b) (1 3)(2741009),
(©) (12)(34) (5 6)(78)(9 10).

4. Soientn € Neto, 7 € S),. Supposons que ¢ s’écrit en cycles :

g = (a171 ar2 ... aLml)(CLQ,l azo ... a27m2) e (ar71 Ar2 ... ahmr).
Démontrer que 707! s’écrit en cycles :

7'0’7'_1 = (T<a1,1) T(al,g) e T(aLml)) (7_(0/2’1) 7—(0/2’2) . T(ag,mQ))

o (tlary) T(ar2) ... T(arm,)).

5. Soit (G, *, €) un groupe. On note I'inverse de a € G par a~*

(a) Supposons que (a * b)~t = a~! *b~! pour tout a,b € G. Montrer que G est un groupe abélien.

(b) Supposons que a? * b?> = (a * b)? pour tout a, b € G. Montrer que (i est un groupe abélien.

2

(c) Supposons que a“ = e pour tout ¢ € G Montrer que G est un groupe abélien.

Indication : Vous pouvez utiliser (b).

(d) Montrer que tout groupe de cardinal 4 est abélien.

A propos. Tous les entiers naturels sont exceptionnels !

En effet, supposons par 1’absurde que ce n’est pas le cas, c’est-a-dire qu’il existe un entier naturel non
exceptionnel. Formellement, si on appelle X le sous-ensemble de N formé des entiers non exceptionnels,
I’hypothese est que X est non vide.



D’apres la propriété de bon ordre sur N, I’ensemble X, non vide, possede un plus petit élément ; notons
le ng. Alors, ng est le plus petit entier de N qui n’est pas exceptionnel... ce qui est une propriété excep-
tionnelle ! Ainsi, ng lui-méme est exceptionnel, ce qui contredit le fait que ng appartient 2 X (ensemble
des entiers non exceptionnels).

On en déduit que tous les entiers naturels sont exceptionnels.
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Les exercices sont a rendre le 05/11/2012 au début du cours.
Feuille pour deux semaines.

Les exercices 1, 4, 5 et 6 sont a rédiger et a rendre. Les exerci@st 3 sont supplémentaires.

1. Soitn dansN>; ; on se place dans le groupe symétridiie

(a) Démontrer que toute transposition$jgs’écrit comme produit de transpositions de la foring+1)
(7 pouvant prendre toutes les valeurs entetn — 1).

(b) Démontrer ques, peut étre engendré pét 2) et(1 2 3 ... n—1 n), c'est-a-dire que tout
élément de5,, s’écrit comme un produit de ces deux éléments.

2. Cet exercice est une version abstraite de la définitiah de cours : il sS’agit de construire un groupe
(commutatif) a partir d’'un monoideommutatif etrégulier.
Soit (M, *,e) un monoide commutatif. On suppose de plus giieestrégulier, c’est-a-dire qu'il
vérifie :
Y(a,b,c) € M3, (axc=bxc=a=10).
Démontrer :

(a) Larelation binaire- définie surM x M par
(a,b) ~ (¢,d) <= axd=bxc

est une relation d’équivalence. On natd’ensemble quotient dé/ par la relation d’équivalence.

(b) Lapplication

®:GxG—G, (a,b)®(c,d):=(axc,bxd)

est bien définie.

(c) (G, ®,e) estun groupe abélien et I'inverse @e b) est(b, a).

(d) Lapplication
i:M—G, n—(n,e)

est injective et satisfaita « b) = i(a) ® i(b) pour tousa, b € M.

3. Soit Z I'ensemble quotient d& par la relation d’équivalence définie en cours. Il a été démontré que

I'application

z:Z2x2Z2—- 2, (a,b)-z(c,d):= (ac+ bd,ad+ be)

est bien définie. On peut I'écrire comme

a—b -z c—d=(ac+bd)— (ad + bec).

Posond z := (1,0) = 1 — 0. Démontrer :

(@) (Z,-z,1z) estun monoide abélien.



(b) La multiplication estistributive, c’est-a-dire

((a,0) +2 (¢, d)) -z (e, ) = ((a,0) -z (e, [)) +2 ((¢;d) -z (e, [))

pour tousa, b, ¢, d, e, f € N.

. Exercice trés important Soitn un entier naturel ; on définit si une relation binairg?,, par :
Y(a,b) € Z?, aR,b <= nla — b.

(2) Démontrer quer,, est une relation d’équivalence sir

On I'appelle la « congruence modulo». Lorsquen etb sont en relation pouR,,, on notea = b
mod n et on dit que « etb sont congrus modula ».

(b) Donner la classe d’équivalence d’un entier relatif pour la relaigpnMéme question pouR; .

. Soitn € N qui s’écrit dans le systéme décimal comme= c,.c,_; ... cico (avece; € {0,1,...,9}).
Utiliser le calcul de congruence pour démontrer :

(a) n estdivisible paB (ou9) si et seulement si la somme;_, ¢; I'est.
(b) n est divisible pai1 si et seulement si la somme’_,(—1)’c; I'est.

. Ecrire les tables d’addition et de multiplication de I'ann&a6Z.

A propos.

Charles a un méchant prof qui dit : Au cours d’'une des 6 prochaim@®h, je vais faire une «inter-

rogation surprise ». Charles se dit que le prof n'a pas bien réfléaice pa'il est impossible de faire une

telle « interrogation surprise ». Voici son argumentation :

Si Iinterrogation n'a pas été écrite pendant les 5 premiéres heures, fdarément, elle sera écrite

la 6éme heure ; ¢ca ne sera pas une surprise ! Alors, forcément, l'igégion doit étre écrite pendant une

des 5 premieres heures.

Si I'interrogation n’a pas été écrite pendant les 4 premiéres heures, fdorément, elle sera écrite

la 5éme heure ; ¢ca ne sera pas une surprise ! Alors, forcément, l'igéion doit étre écrite pendant une

des 4 premieres heures.

Continuant ainsi, I'interrogation doit forcément étre écrite la premiéreehegrqui ne serait pas une
surprise non plus. Alors, il est effectivement impossible de faire unedétierrogation surprise ».

La deuxiéme heure, le prof fait I'interrogation. Charles est trés sugplésrate complétement.
Comment est-ce possible ?
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Ces exercices qui ne sont pas a rendre et ceux des feuilles précédentes vous préparent au devoir surveillé
du 15/11/2012.

1. Calculer le plus grand commun diviseur de 384 et 90 ainsi que I’identité de Bézout. Utiliser la méthode
des matrices.

2. (a) Démontrer que I’anneau résiduel Z /517 n’est pas un anneau intégre.
(b) Calculer I’inverse de la classe 16 dans Z/517Z.

3. Soient z,y € N. Démontrer :

(a) Un plus petit commun multiple de x et y existe et il est unique.

(b) On al'identité xy = ppcm(x,y) - pged(z, y).

4. Soit b € N>o. Pour ro, r1,...,7, € {0,...,b— 1} on pose

n
m = Zribi =704 7r1b+1ob? + - b
i=0
On utilise aussi la notation (7,7,—1 ... 7r170)p pour m et on dit que 7; est le i-ieéme chiffre du dévelop-

pement b-adique de m.

Exemple : Pour b = 10, le développement 10-adique de 125 n’est rien d’autre que (125)10.

(a) Calculer les chiffres du développement 2-adique de 125.

(b) Calculer les chiffres du développement 7-adique de 125.

(c) Démontrer que tout m € N posséde un développement b-adique.
Indication : Division euclidienne par b.

(d) Démontrer que les chiftres dans le développement b-adique d’un m € N sont uniques.

5. Soit n € N. Nous définissons

+:Z/nZ X LInZ — Z/nZ, (T,§) —»T+y:=x+yYy
et
2 LInl X LInl — Z/nZ, (T,y)—T-Y:=T Y.
Démontrer : (Z/nZ,+,-,0,1) est un anneau commutatif.

Indication : Utiliser un lemme du cours pour démontrer que + et - sont bien définis (indépendants des
choix des représentants) et le fait que (Z, +, -, 0, 1) est un anneau.

A propos. I a été¢ démontré que féter son anniversaire est bon pour la santé. Des statistiquent prouvent
clairement que les personnes qui célebrent leurs anniversaires le plus de fois deviennent les plus vieilles.

Sander den Hartog (cité de C. Hesse, “Warum Mathematik gliicklich macht™)
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Les exercices sont a rendre le 19/11/2012 au début du cours.

Les exercices 1, 3, et 4 sont a rédiger et a rendre. L'exercice Zasipplémentaire.

1. (a) Calculer le dernier chiffre del™ pour toutn € N en utilisant les congruences moduia
(b) Donner et démontrer une régle facile pour le calcul des deux dewfidfres der™ en utilisant les
congruences modulo.
Indication :72 = 49, 73 = 343, 7* = 2401.
2. Nous savons du cours que tout nombre naturel 1 s’écrit comme produit fini de nombres premiers
de fagon unique a I'ordre prés. Soignt . .., p, des nombres premiers @t= p{' - - - - pSrainsi que
a :p{1 pf avece;, f; > 0pouri =1,...,r.
Exprimer la décomposition dezcd(a, b) etppem(a, b) en facteurs premiers. Démontrer la réponse.
3. SoitQ I'ensemble quotient du cours. Démontrer :

(a) Les deux applications

a b ay + bx
+:0xQ-Q 4-:=2
r Yy xry
et b b
a a
QxQ-Q —--i=—
Ty ry
sont bien définies, c’est-a-dire, leurs définitions ne dépendeniggashdix des représentgnt x)

et(b,y) des classe§ et 2.

Le cas det a déja été traité en cours.
(b) (Q,+,-,2,1) estun corps.
(c) Lapplication
n

L7 — Q, Cad

est injective eton an + m) = «(n) + ¢(m) ete(n-m) = v(n) - t(m).
4. Dans ce jeu, pris du livre « Godel, Escher, Bach » de Hofstadtes pmduisons des chaines des
symboles M, I, U selon quatre régles :
Soit x une chaine.

Régle 1 De la chaine xI faire la chaine xIU.
Exemple : MIUMI— MIUMIU

Reégle 2 De la chaine Mx faire la chaine Mxx.
Exemple : MIUMI— MIUMIIUMI

Régle 3 Remplacer Il par U.
Exemple : MIUIIIMI — MIUUMI



Régle 4 Effacer UU de la chaine.
Exemple : MIUUIMUUUI — MIIMUI

Est-ce possible d’'obtenir la chaine MU en commencant par la chaine Ml emnttiles régles ci-
dessus ?

Indication : Les quatres régles conservent la propriété suivante nibneade fois que | apparait dans
la chaine n’est pas congrwanod 3.

A propos.

La mere de Philippe et Jacques a fait un super gateau au chocolaepaleusx garcons. La derniére
fois les gargons se sont bagarrés pour avoir le morceau qui semblais igrand. Pour éviter que la méme
chose se reproduise, la mére demande a Philippe de couper le gatean ehdielaisser ensuite son frere
Jacques choisir un des deux morceaux. Comme ¢a aucun des deuxsgaggpeut étre mécontent : ni
Jacques, parce qu'il a pu choisir le morceau qui lui semble le plus grarhilippe, parce que c’est lui
qui a pu couper le gateau en deux morceaux de taille égale.
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Les exercices sont a rendre le 26/11/2012 au début du cours.

Les exercices 2, 3, 4 et 5 sont a rédiger et a rendre. L'exercice tesupplémentaire.

1. SoientX un ensemble non vide etun élément dand’, fixé. On définit une applicationde X x X
dansX par:V(z,y) € X x X,z xy = e.
(a) Lopérationx est-elle associative ?
(b) L'opérationx est-elle commutative ?
(c) AtonVz € X,z xx =e€?
(d) On suppose dans cette question giex) est un groupe (donc on suppose que I'élément neutre
existe, sans le préciser encore).
(1) Démontrer que I'élément neutre du groupé *) este.
(2) Démontrer queX = {e} (C'est-a-direVz € X,z = e).
2. Faites la liste compléte de tous les sous-groupes deesquels sont cycliques ? Donner un générateur
pour tout sous-groupe cyclique.
3. Montrer que les groupes suivants sont cycliques. Donner unajéné

(@) (z/6Z2,+,0)

(b) (Z/10Z,+,0)
(C) ((Z/6Z)X7 7T)

4. Soit(G,*,e) un groupe. Leentrede G est définicommeZ(G) :={g € G |Vh € G: gxh = h*g}.
Démontrer queZ(G) est un sous-groupe de.

5. Soient(G, , e) un groupe et;, Hy deux sous-groupes d&. Démontrer I'équivalence des deux as-
sertions suivantes :

() Hy U Hs estun sous-groupe de.
(II) H, € HyouHy C H;.

A propos. « Je suis content de ne pas aimer les asperges. Car, si j'aimais lesasjgedgvrais en manger,
mais je les déteste. »

Lewis Carrol (cité de C. Hesse : Warum Mathematik glticklich macht)
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Les exercices sont a rendre le 03/12/2012 au début du cours.

Tous les exercices sont a rendre.
1. Soit(G,*,e) un groupe. Pouk € G on définit
o,:G—G, g—hxgxh™ L

(&) Montrer que pour tout € G l'applicationo;, est un morphisme de groupes.
(b) Montrer ques,, est bijectif en donnant un inverse.

2. Soientn € N> et(S,, 0, (1)) le groupe symétrique. On rappelle que I'applicatiigneou signature
est définie par
sgn: S, — {+1,-1}, 7+ H M
1<i<j<n 0T
Démontrer que c'est un homomorphisme de groupes.
3. Le noyau est degn est notéA,, et appelé Igroupe alterné
Faire la liste de tous les éléments du grodpe
4. Vous connaissez certainement le jeu représenté dans I'image. Urtaasipte en le déplacement du
trou d’une case a droite, a gauche, en haut ou en bas.

Position initiale Position finale

1 2 b3 s 1 W2 3 s

ST ST T A

9 |10 11|12 S 110 || 11| 12

13 || 14 | 15 13 | 15| 14
S |

(a) Supposons qu’au début le trou est en bas a droite comme dans l'image.
Démontrer : Si apres coups le trou se trouve aussi en bas a droite, al@st pair.
Indication : Il peut aider de colorer le tableau comme un jeu d’échec.

(b) Montrer gu'il estimpossible d’obtenir la position finale (ci-dessusjuidipde la position initiale.
Indication : UtiliserS5, le sighe d’'une permutation et (a).

A propos. Concernant les déductions logiques...

"Hering ist gut. Schlagsahne ist gut.
Wie gut muss erst Hering mit Schlagsahne sein -!"
Kurt Tucholsky, zitiert nach : Thiele, Mathematische Beweise.

Traduction belge libre : "Les gauffres sont bonnes. Les frites somtds.
Comment les gauffres aux frites doivent étre bonnes !"
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Ces exercices qui ne sont pas a reretreeux des feuilles précédentes vous préparent au devoir surveillé
du 13/12/2012.

1. Soient(G, x, e) un groupe eff < G un sous-groupe. Démontrer :
La relation définie par
g1~ g e gl xgp €H
est une relation d’équivalence.
2. Soit(G, *,e) un groupe. Pouk € G on définit

o, :G—G, g hxgxh™ %

Un résultat de la feuille 10 dit que pour tout e G l'application o}, est un automorphisme d&

(c’est-a-dire un isomorphisme €&, x, ) dans(G, *, €)).

(a) Démontrer que I'application

v: G — Aut(G)
h +— oy,
est un morphisme de groupes.

(b) Un automorphisme : G — G est appeléntérieur s'il existeh € G tel que pour touy € G on a
o(g) = hx g% h~! (cCest-a-direc = ). On posdnn(G) := {0 € Aut(G) | o est intérieur}.
Démontrer qudnn(G) est un sous-groupe deut(G).

3. Montrer que tout groupe de cardirragst cyclique.
4. SoientG un groupe etd < G un sous-groupe. Sot' = G \ H le complément d&f dansG.

Démontrer (C) = G.

5. Soitn € N>;. Faites la liste de tous les sous-groupe$ZleZ, +,0).
6. SoitG un groupe fini ety < G, Hy < G des sous-groupes detels queH; C H,. Démontrer ;

(G . Hl) == (G . HQ) . (H2 . Hl)

A propos.

Le théoreme de Lagrange affirme notamment : pour un groupé-fidiordre n, pour tout sous-
groupeH de G d'ordred, d est un diviseur de. La « réciproque » du théoréme de Lagrange n’est pas
toujours vraie : pour un groupe fid¥ d’ordren etd un diviseur den, il n’existe pas toujours de sous-
groupe deGG d’ordre d. Par exemple : le groupd, (d’ordre 12) n’a pas de sous-groupe d’ordée le
groupeA; (d’ordre60) n’a pas de sous-groupe d’ordrg. Vous pouvez essayer de le démontrer!
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Les exercices sont a rendre le 17/12/2012 au début du cours.

4.

Tous les exercices sont a rédiger et a rendre.
On continue I'exercice 2(b) de la feuille 11. Démontrer :

(@) Le noyau de I'applicatiop : G — Aut(G) est le centreZ(G) (voir la feuille 9).

(b) Z(G) est un sous-groupe normal de

(c) G/Z(G) estisomorphe &nn(G) (c’est-a-dire qu'il existe un isomorphisme de groupes entre ces
deux groupes).

SoitH un sous-groupe deZ, +, 0). Démontrer qu’il exister € N tel queH = nZ.

Indication : Regarder 'ensemblé N N~ , considérer son plus petit élément (s’il existe) et utiliser la
division euclidienne.

. SoitG un groupe.

(a) Démontrer : SG est cyclique efd < G est un sous-groupe (automatiquement normattast
abélien), alors le quotierd¥/ H est aussi cyclique.

(b) Démontrer : SG est cyclique, alors tout sous-grouflede G est aussi cyclique.

Indication : Il y a plusieurs manieres de démontrer cette assertion. Lstrla suivante : Soient
a,b € Z etd = pged(a, b). Sig?, g® € H, alorsg? € H.

(c) Trouver un exemple d’'un grougenon-cyclique et d’'un sous-groupe normiéki G tels queH et
G/H sont cycliques.

(a) Soien{G,x,e) et(H,o,¢) des groupes. On définit I'application :
(GXH) X (GXH)—>G><H, (gl,hl)'(gg,hg) ::(gl*gg,hlohg).

Démontrer quéG x H, -, (e, €)) est un groupe.
(b) Démontrer qué./27Z x 7./27 est un groupe d’ordré qui n’est pas cyclique.
(c) Démontrer qué/27Z x 7./3Z est un groupe d’ordré qui est cyclique.

A propos : Le probléme de Syracuse

On prend un nombre entier positif. S'il est pair on le divise pasinon on le multiplie paB et on

lui ajoutel. On répéte ensuite cette opération avec le nouveau nombre obtenu. i@stii'en obtiendra
toujours le nombre 1 aprés un certain nombre d'étapes ?

Cette conjecture a un énoncé trés simple mais se révéle étre incroyablemefitiaée. Paul Erék a

dit & propos de cette conjecture : « Les mathématiques ne sont pas edtesgpur de tels problemes. »
Il a offert d’ailleurs $500 a celui qui prouverait ou réfuterait cettajecture.
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Ces exercices qui ne sont pas a renanes aident a mieux comprendre les sous-groupes normaux.

1. SoientG un groupe H < G un sous-groupe €Y < G un sous-groupe normal.
Démontrer qued N N est un sous-groupe normal @&

2. SoientG un groupeH < G un sous-groupe &Y < G un sous-groupe normal.
SoitHN :={hn|he€ Hne N} etNH :={nh|ne€ N,h € H}.
Démontrer :HN = NH et HN est un sous-groupe de.

3. Soient& un groupe H < G un sous-groupe ¥ < GG un sous-groupe normal.
SoitHN := {hn | h € H,n € N}, comme dans I'exercice précédent.

(a) Démontrer N est un sous-groupe normal dev.

(b) On suppose en plus que est aussi un sous-groupe normalkde
Démontrer :H N est un sous-groupe normal de

A propos : Le paradoxe de Monty Hall

Vous étes le candidat a un jeu télévisé et le présentateur vous proposeisie votre prix. On vous
place devant trois portes fermées. Derriére I'une de ces portes ge togadeau merveilleux (la démons-
tration de I’hypothése de Riemann par exemple) mais les deux autres pocteseeat rien d’'intéressant...
Vous choisissez une porte. Une fois cela fait le présentateur ouvrparteenon intéressante parmi les
deux portes restantes (exercice : une telle porte existe!). On voussgropaintenant de changer votre
choix, quelle est la stratégie optimale ?



