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Préface

Ce cours est la suite du cours Algebre 1 enseigné au semestre d0h@&PA13. Il consiste en deux
parties majeures : un traitement approfondi des anneaux ; des compléntatggbre linéaire d’'un
point de vue plus général (et plus abstrait). Ce cours sert égalememe préparation au cours
Algebre 3 en semestre d’hiver 2013/2014 qui introduit la théorie de Ggloisous permettra de
démontrer la constructibilité ou inconstructibilité a la regle et au compas de eepiaiblemes de
I’Antiquité et I'impossibilité de résoudre I'équation générale de degré au niqias radicaux.

Littérature

Voici quelques références : ces livres devraient étre ou devemiomitdes dans la bibliotheque au
Kirchberg pendant le semestre en cours.

Lelong-Ferrand, Arnaudié€ours de mathématiques, Tome 1, Algélranod. Ce livre est trés
complet et trés détaillé. On peut I'utiliser comme ouvrage de référence.

Siegfried Bosch Algebra(en allemand), Springer-Verlag. Ce livre est trés complet et bien lisible.
Serge Lang Algebra(en anglais), Springer-Verlag. C’est comme une encyclopédie debiage
on y trouve beaucoup de sujets rassemblés, écrits de fagcon concise.

Siegfried BoschLineare AlgebraSpringer-Verlag.

Jens Carsten Jantzen, Joachim Schwerftigebra

Christian Karpfinger, Kurt Meyberdlgebra : Gruppen - Ringe - KorpeBpektrum Akademischer
Verlag.

Gerd Fischel_ehrbuch der Algebra : Mit lebendigen Beispielen, ausfuhrlichen Ertéamigen und
zahlreichen BildernVieweg+Teubner Verlag.

Gerd Fischellineare Algebra : Eine Einfihrung fur Studienanfangdieweg+Teubner Verlag.
Gerd Fischer, Florian Quirindg.ernbuch Lineare Algebra und Analytische Geometrie : Das Wich-
tigste ausfihrlich fir das Lehramts- und Bachelorstudi®pringer Vieweg.

Perrin.Cours d'algébreEllipses.

Guin, HausbergeAlgebre |. Groupes, corps et théorie de Gal&PP Sciences.

Fresnel Algébre des matricegiermann.

Tauvel Algebre

CombesAlgébre et géométrie
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1 Structures fondamentales

Nous commencons le cours par un rappel des structures apprisemestreeprécédent ainsi que
I'introduction de quelques nouvelles structures comme les homomorphisnmediax et les idéaux.

Groupes, anneaux, corps, modules, espaces vectoriels

Définition 1.1. Un ensemblé&r avec un élément € G et muni d'une applicationldi interne, loi de

groupg
x:GxG—=G

est appelé ugroupe (group, Gruppes)

Associativité : V g1, 92,93 € G : (g1 * g2) * g3 = g1 * (92 * g3),
Elémentneutre: Vg€ G:exg=gxe=get

Existence d’inverse :Vge G3he G:hxg=gxh=e.

Données (G, *, e).
Un groupe(G, *, e) est appel&€ommutatifou abéliensi

Commutativité : Vg1,g92 € G : g1 % go = g2 * g1.

Exemple 1.2.— (Z,+,0) est un groupe abélien.
— Le groupe symétriques,,, o, (1)) est un groupe non-abélien dés que> 3 (voir Algébre 1).

00 0
00 -0

— On noteMat,, (R) les matrices réelles d’ordre (pourn € N). Alors, (Mat, (R), +, <: - :))
00 - 0

est un groupe abélien. On écrira auggpour I'élément neutre de ce groupe.
— On note

GL,(R) := {M € Mat,(R) | M estinversiblef = {M € Mat,(R) | det(M) # 0},
10 0
01 -

appeléle groupe général linéairdlors, (GL,,(R), o, ) est un groupe ou est la multi-

plication des matrices (voir le cours d’algebre linéaire 1). On écrira adsgsour I'élément neutre
de ce groupe. Ce groupe n’est pas abélien dés:xgque 1. Trouvez vous-méme un exemple de
matrices qui ne commutent pas!

Définition 1.3. Un ensembled avec deux éléments (pas nécessairement distincts) muni de deux ap-
plications
+4:AXxA—A et 4:AxA—- A
est appel@nneau (Ringsi
Groupe additif: (A, +4,04) estun groupe abélien,
Associativité : Ya,b,ce A: (a-b)-c=a-(b-c),

Elémentneutre: Vac A:14-a=a-14 =aet
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Distributivité : Pour tousa, b,c € A:
a-4(b+ac)=(a-4b)+4a(a-ac)
et
(a4ab)-ac=(a-ac)+a(b-ac).

Données (A, +,-,04, 14) (nous écrirond) = 04 et1 = 14 dans la suite).
Un anneau A4, +,-,04, 1 4) est appel&€ommutatifsi

Commutativité : Va, b€ A: a-b=10b-a.
Dans la littérature ce que nous appelamsieauest souvent appek&nneau unitairegpour souligner

I'existence d’'un élément neutre pour la multiplication. La plupart des amndais ce cours seront
commutatifs.

Exemple 1.4.— (Z,+,-,0,1) est un anneau commutatif.
00 - 0 10 - 0
00 - 0 01 - 0

— (Mat,(R), 4+, 0, <: - :> , (: . :>) est un anneau. Il n’est pas commutatif dés gue 2.
006 - 0 00 - 1

Définition-Lemme 1.5(Algébre 1, 5.8) Soit(A, +,-,0,1) un anneau. Un élémente A est appelé
unités’il existev € A tel queuv = vu = 1. Une unité est donc un élément inversible dans le monoide
(A, -, 1).

L'ensemble des unités deest notéd*. (A*, -, 1) est un groupe (abélien si 'anneau est commutatif).
Il s’appellegroupe des unités dé.

Définition 1.6. Soit(A, +,-,0,1) un anneau (commutatif). On I'appel®rps (commutatifyi
— tout0 # a € A estune unité pour la multiplication (c’est-a-dird,* = A\ {0}) et

—0#1.

Remarque 1.7. Traductions :

— Anglais :field veut dire « corps commutatif ».

— Anglais :skew fieldveut dire « corps non-commutatif ».

— Allemand :Kdrperveut dire « corps commutatif ».

— Allemand :Schiefkérpeneut dire « corps non-commutatif ».

— Neéerlandais lichaamveut dire « corps commutatif ».

— Flamand :veld veut dire « corps commutatif ».

Donc, dans les langues différentes du francais il semble que tout csrpsi®matiquement commu-
tatif.

Dans ce cours nous supposons aussi que tout corps est comntifiteDonc nous utilisons le mot
« corps » pour signifier « corps commutatif ».

Exemple 1.8.— (Q, +,-,0,1) estun corps.

- (R, +,-,0,1) est un corps.

- (Z,+,-,0,1) n'est pas un corps.

— Soitp un nombre premieif, := (Z/pZ,+,-,0,1) est un corps fini & éléments (voir Algébre 1,
5.32).
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Définition 1.9. Soit K = (K, +,-,0,1) un corps (commutatif!). Un groupe abéliéi, +,0) muni
d’'une application (« multiplication scalaire »)

K xV -V

est appelé&-espace vectoriell(-vector spacek -Vektorraum)si
- VYoeV: lv=u,

- VYae K,Vo,weV: a(v+w)=av+aw,

- Va,be K,YveV: (a+b)v=av+buvet

- VYa,be K,YveV: (a-b).v=a.(bv).

Données (V,+, .,0).

Remarque 1.10.0n peut faire la méme définition avec un anneau commutatif au lieu d'urscorp
Dans ce cas on parle d'uA-moduleou plus précisément d’'uA-module a gaucheOn ne les traitera
pas dans ce cours, mais ils joueront un réle important dans le courarn@dative Algebra » dans le
Master of Mathematics.

0
Exemple 1.11.— (R"™, +, ., <:

)) est unR-espace vectoriel. Nous écrivons ausgiour le vecteur
0

Zéro. .
0
- (Q", +,., <:>) est unQ-espace vectoriel.
0
000
— (Mat,(R), +, ., <: - :>) est unR-espace vectoriel.
00 - 0

Homomorphismes

Les homomaorphismes sont des applications qui préservent toutes lagretsu©n connait déja les
homomorphismes de groupes : ils préservent la loi de groupe et I'éléreatrenOn introduira les
homomorphismes d’anneaux (qui préservent les deux opérationginsi que les éléments neutres)
et les homomorphismes d’espaces vectoriels (qui préservent I'addaiomjltiplication scalaire et
I'élément neutre).

Définition 1.12. Soient(G, x, e) et (H, o, €) deux groupes. Une application
p:G—H
est appelé¢éhomo)morphisme de groupsipour toutg,, go € G on a

©(g1 % g2) = »(91) © (g2)-

Exemple 1.13.— ¢ : Z — Z, n — 2n, définit un homomorphisme de groupes(#e+, 0) dans
lui-méme.

— Le déterminantlet : GL,(R) — R* définit un homomorphisme de groupes@e, (R) dans le
groupe des unités de (qui est égal &R \ {0} car R est un corps).
Si la loi de groupe ainsi que I'élément neutre sont clairs, on les sugp(oomme fait dans cet
exemple).
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— Pour des propriétés importantes voir Algebre 1, 7.20.
Définition 1.14. Soient(4,+,-,0,1) et (A4’,+',/,0’,1") deux anneaux. Une application
p: A— A

est appelé¢homo)morphisme d’anneaisx
— ¢ est un homomorphisme de groupeq de+,0) dans(A’, +',0), c’est-a-dire

Va,be A: pla+b) =p(a)+ ¢(b),
—VabeA: pla-b)=p(a) p(b)et
- p(1)=1.
Si A et A’ sont des corps, on parle aussi d’anmomorphisme de corps
Remarque 1.15.Pour un homomorphisme de groupes c’est une conséquence delita®(comme
on I'a vu) que I'élément neutre est envoyé sur I'élément neutre. &are, pour un homomorphisme
d’anneaux,p(1) = 1’ n'est en général pas une conséquence des deux premieresépéspipar
exemple, ’lhomomorphisme qui envoie tout élémen@sdrifie les deux premiéres propriétés).

Exemple 1.16.— L'inclusiony : Z — Q, n +— T est un homomorphisme d’anneaux.

a0 0
0a - 0
— L'inclusiony : R — Mat, (R), a — ( : a _

00 a

) est un homomorphisme d’anneaux (Exercice sur

la feuille 2).
— Soitn € Nyo. L'applicationZ — Z/nZ, a — a = a + nZ, est un homomorphisme d’anneaux
(Exercice sur la feuille 1).

Définition 1.17. SoientA et B des anneaux ep : A — B un homomorphisme d’anneaux. On
supposed commutatif. Alors, on appelle3, ¢) une A-algebresi pour touta € A et toutb € Bon a

pla) - b="b-p(a).
Ce que nous appelons « algébre » s’appelle souvent plus préciseaigélbke associative (unitaire) ».

Exemple 1.18.Soientn € Nsq, (K,+,-,0,1) un corps (commutatif!) ep : K — Mat,(K),

a0 - 0
Oa -~ 0

a— <: - :>.Alors,(Matn(K),go) est unek -algébre (Exercice sur la feuille 2).
00 - a

Définition 1.19. SoientK un corps e/, W deuxK -espaces vectoriels. Une applicatipn V' — W
est appelédomomorphisme d& -espaces vectorietsu applicationk -linéairesi
— @ est un homomorphisme de groupesidansiV, c’est-a-dire
Vo, v € Vi (v +v2) = o(v1) + p(v2) et
—VYae K,VveV: glav)=a.p).

Exemple 1.20.SoientK un corps etV = K", W = K™ avecn,m € Nsg. Alors, toute matrice

dig di2 - din

da1 do2 - don T . . ., .
D= .. € Mat,, xn (K) définit une applicatiors -linéaire

d'rr;,,l dn‘t,? dn;,,n

diy di2 - din

X1 xr1
2 da,1 do2 - don T2
V=W, : = . .. . : )

m,1 dm,2 dm,n
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donnée par la multiplication de la matrice et du vecteur.

Un théoréme important d’'algébre linéaire (que nous allons (re)déraomans la deuxiéme partie
du cours) dit que — aprés choix de bases — toute application linéaire égiement donnée par une
matrice.

Définition 1.21. Si un homomorphisme (de groupes, d’anneaux ou d’'espacesietitest bijectif,
on parle d’'unisomorphisme

Dans la littérature on trouve aussi les matsonomorphismegour un homomorphisme injectif, et
épimorphismeour un homomorphisme surjectif.

Sous-objets

Définition 1.22. Soient(G, x, e) un groupe etd C G un sous-ensemblé! est appeléous-groupe
deG (notationH < G) si

—e€H,

— pourtousa,b € H onaa b € H (donc,x se restreint en une applicatioad x H — H), et

— pour touta € H, l'inversea™! € H.

Un sous-groupdd < G est appeléormal(notation : H < G) si

Vhe HVgeG: g thge H.

Exemple 1.23.— SiG est abélien, tout sous-groupgé < G est normal (Algeébre 1, 8.8).
— Soity : G1 — G2 un homomorphisme de groupes. Alorsnégyau dep

ker(p) :={g € G1 | ¢(9) = 1g,} I G4

(ou1g, estl'élément neutre d@s) est un sous-groupe normal d& etl'image dey

im(p) :=={g € G2 | 3g1 € G1: p(g1) = g} < G2
est un sous-groupe (pas nécéssairement normalj.d@lgebre 1, 7.20, 8.10).

Définition 1.24. Soit A un anneau commutatif. Un sous-ensemBleC A est appeléous-anneau
deAsi

— (B, +,0) est un sous-groupe del, +, 0) (alors, pour touth;, b2 € B, on ab; — b € B),

— pour toutb1, by € Bonab; - by € B et

- 1leB.

Un sous-ensemblEC A est appelédéal deA (notation : I < A) si

— (I,+,0) est un sous-groupe del, +, 0) (alors, pour toutiy, iy € I, 0n ai; — i € I) et

— pour tout; € I ettouta € Aonaa-i€ 1.

Remarque 1.25.Si A n'est pas commutatif, la définition que nous avons donnée est celléddah
a gauchell est évident comment définir les idéaux a droite (remplace € Apari-a € A
dans la derniére condition) ; on a aussi la notion d’'idéal bilatére. Dans@ars nous allons utiliser
uniquement les idéaux pour les anneaux commutatifs, comme dans laaéfirecédente.
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Exemple 1.26.Soity : A; — Ay un homomorphisme d’anneaux. Alorsnleyau dep
ker(p) :={a € Ay [ p(a) =0} < Ay
est un idéal ded; etl'image dey
im(p):={a€ Ay | Ja; € A1 : p(a1) =a} C Ay
est un sous-anneau (pas nécéssairement un idéal) d&xercice sur la feuille 1).

Définition 1.27. SoientK un corps el un K-espace vectoriel. Un sous-ensemiieC V' est appelé
sous#-espace (vectoriel) d& (notation :W < V) si

— (W, +,0) est un sous-groupe d&’, +, 0) (alors, pour toutw;, we € W, on aw; — wy € W),

— pour touta € K ettoutw € W onaa.w € W.

Exemple 1.28.— V = Q2. Alors,IWW := {(%) | a € Q} est un sougy-espace dé)?.
— SoientK un corps etp : V7 — V5 un homomorphisme d&-espaces vectoriels. Alors, f@yau
dey
ker(p) :={veVi|p(v) =0} <V

est un souds-espace dé/ etl'image dep
im(@) = {U eV, | Jv e Vi (p(vl) = ’U} C Vs

est un souds -espace dé’; (Exercice sur la feuille 1).

2 Quotients

Dans cette section nous traitons les quotients pour les différentes staliotuoeuites/rappelées dans
la section précédente. C’est-a-dire que nous commencons par rdppamiastruction dans le cas des
groupes, puis on passera aux anneaux et finalement on traiterades&spctoriels.

Quotients de groupes

On rappelle d’abord les conventions sur les groupes introduites aiedsemestre :

— Nous ne devons jamais oublier gu’un groupe est un trifgleb, ) ou G est 'ensemble des élé-
ments de, o désigne la loi de groupe (loi interne) eest I'élément neutre. On peut évidemment
choisir n'importe quel symbole. Des symboles souvent utilisés pour la loiaepg sont, +, x,

*, 0, mais on pourrait aussi choisel | eMul ti pli cati on.

— Souvent on n'a pas envie d’écrire le triplet et on n’écrit gGeo) ou bien «G pour la loio ».
Dans ce cas, on écrit souvan ou justee pour I'élément neutre. Normalement, une confusion
est impossible car il n'y a qu’un seul élément neutre dans le groupe (camria démontré en
Algébre 1).

— Si la loi de groupe est un symbole qui rappelle la multiplication comme *, o, ®, on écrit
souventl pour I'élément neutre ; dans ce cas on ngté l'inverse d’un élément; du groupe. Par
contre, si le symbole rappelle I'addition comne &, I'élément neutre s’écrid (au lieu del, car
l'égalité 1 + 1 = 1 serait trop bizarre) etg est I'inverse dgy. La notation additive est en général
réservée aux groupes commutatifs.
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— Si nous écrivons « Soiff un groupe » sans spécifier ni la loi de groupe ni I'élément neutre, on
utilise un symbole multiplicatif comme x (selon votre et notre goGt) pour la loi de groupd et
pour I'élément neutre.

Soitn € N>;. On considére le group@ = (Z, +,0) et son sous-groupl = nZ = {nm | m € Z}

(qui est normal, ce qui va étre implicitement utilisé plus bas). Par la divisididerme toutm € 7

s’écrit de fagon unique comme

m=qn-—+r
avecq € Z etun «reste ® < r < n — 1. Poura, b € Z les assertions suivantes sont équivalentes :
() aetbontle méme reste dans la division euclidiennempar
(i) acb+nZ={b+nm|meZl};
(i) a—benz;
(iv) n|(a—0);
(V) a=b mod n.
La derniére équivalence est une définition (voir Algébre 10 Sir < n — 1, I'ensembler + nZ

est I'ensemble de tous les entiers relatifs qui @mebmme reste dans la division euclidienne par
Comme tout entiem a un entier entré etn — 1 comme reste, nous avons la réunion disjointe

n—1

Z= |_|(r+nZ).

r=0
Dans le contexte d’'un groupe général, la généralisation abstraite dé megide est contenue dans
la définition-lemme suivante, déja traitée en Algébre 1.

Définition-Lemme 2.1. SoitG un groupe efd < G un sous-groupe. La relation définie par
gi~Hge & glgpeH

est une relation d’équivalence.
Les classes d’équivalence sont de la forme

gH ={g-h|heH}

et elles s’appellentlasses & gauche désuivantH . L'ensemble de ces classes est n@jdd .
Donc, on a

-G= UgHeG/H g,

- g HNgH = ? S gfng % H,
g1H = goH sigilgs € H.

Un élémeny, € g1 H est appelé umeprésentande la classgj; H. On a alorsg1 H = g2 H.

Démonstration.La vérification que c’est une relation d’équivalence était un exeraicalgebre 1.
Le reste est une conséquence valable pour toutes les relations dléquad. O
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Donc,r + nZ est la classe a gauche gdelansZ suivantnZ etZ/nZ est 'ensemble de ces classes.
Nous continuons en rappelant la structure de groupg/a..
Observation fondamentale :Soienta, a’, b, b’ € Z tels que

a=d modn et b=b modn.

Alors,
a+b=d +b modn.

(Bien que cette observation soit si fondamentale pour ce qui suit, lagerugst trés facile : comme
n| (' —a)etn | (V) —b),il existec,d € Z tels qued’ = a + cn et = b+ dn;donca’ + b =
a+ b+ (c+ d)n etndivise(a’ + V') — (a + b).) Un petit exemple :

(3=23 mod 10 et 9=-51 mod10) = 12=-28=2 mod 10.

Nous écrivons aus$i pour la classe a gauche+ nZ. Le but est de définir une loi de groupe sur
I'ensemble des classes a gauche ; pour que la distinction avec I'additidhsait bien claire, nous
notons la nouvelle loi de groupe parpour I'instant (plus tard on va seulement écrirg:

@ : Z/nZ x L/nZ — Z/nZ.

Il faut donc définir ce qu’on veut comprendre par la somma@ de (a + nZ) etb = (b + nZ); il

ne s'agit pas de la somme de deux entiers, mais d’'une somme dedsembles d’entieisComme
@ doit étre une application, nous avons besoin d'une régle qui a dewsestiamnées associe une
troisieme classeC’est ici que I'observation fondamentale intervient ; elle donne :

Soienta et a’ deux représentants de la méme classe, c’'est-aallitenZ = a + nZz;
soientb etd’ aussi dans la méme clasgé i+ nZ = b + nZ.

Alorsa’ + V' eta + b représentent aussi la méme clasg€ :+ V') + nZ = (a + b) + nZ.

Cela veut dire la classe(a + b) + nZ ne dépend que de la clasdea et de la_classeleb. Ceci nous
donne la définition recherchée :

a®db=(a+nZ)® (b+nZ):=(a+b)+nZ=(a+b).
Voici la version abstraite de ce qui précéde (déja traité, Algébre 1, Brbp).

Proposition 2.2. Soit(G, -, 1) un groupe etV < G un sous-groupe normal.

(a) Soientg1N = goN,hiN = haN € G/N des classes dé&' suivantN. Alors, (g1h1)N =
(g2h2)N.
(b) (a) permet de définir I'application

x:G/N xG/N — G/N, (gN,hN)w— gN *hN :=(gh)N.
(c) (G/N,*, N) est un groupe, appelguotient deiz par N.

(d) Lapplication
7m:G— G/N, g+~ gN

est un homomorphisme de groupes surjectif, appegction naturelleOn aker(m) = N.
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Rappelons une proposition importante (Algébre 1, Prop. 8.14) :

Proposition 2.3. SoitG un groupe etV < G un sous-groupe normal et: G — G/N la projection
naturelle.

(a) L'application
® : {sous-groupes d&/N} — {sous-groupes d€ qui contiennentV},

donnée parl — 7~ !(H) est bijective. L'inverse d@ estU — w(U).
(b) SoientH;, H, < G/N deux sous-groupes. Alors

H CHy, & ®H)C®(H,).
(c) SoitH < G/N un sous-groupe. Alors
H<4G/N & &H)<G.
Nous rappelons aussi le premier théoréme d’isomorphisme (Algébrefd., R1d) :

Théoréme 2.4(1er théoréme d’isomorphisme/Homomorphiesa&ity : G — H un homomor-
phisme de groupe. SaN := ker(¢) son noyau.

(a) Pourtoutg € G ettoutn € N on ap(gn) = ¢(g). Donc pour toutgy, g» € gN onap(g1) =
©(g2). Donc I'imagep(g) ne dépend que de la clasgd’ deg suivant/V .

(b) (a) nous permet de définir I'application
?:G/N — H, gNw—=g(gN):=e(g)

C’est un homomorphisme injectif de groupes. DgncG/N — im(p) est un isomorphisme de
groupes.

Quotients d’anneaux

On continue I'exemple d&./nZ. On veut maintenant le munir d’'une structure d’anneau. Comme
ci-dessus, nous avons uabservation fondamentalea faire : soient, a’, b,V € Z tels que

a=d modn et b=V modn,

alors,
a-b=d - modn.

(La preuve en est aussi trés facile : commé (' — a) etn | (b — ), il existec,d € Z tels que
o' =a+cneth =b+ dn; donc

a't! = (a+cn)(b+dn) = ab+ n(ad + be + cdn) ;
ainsi,n divisea’t’ — ab.) Un petit exemple :

(3=13 mod 10 et 6=-4 mod10) = 18=-52=8 mod 10.
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Le but maintenant est de définir une multiplication sur I'ensemble des clagseghe ; pour que la
distinction avec la multiplication d& soit bien claire, nous notons la nouvelle loi papour I'instant
(plus tard on va seulement écrije

® : Z/nZ x L/nZ — Z/nZ.

Il faut donc définir ce qu’on veut comprendre par le produitide (a +nZ) eth = (b+nZ); comme
pour le cas dep il ne s’agit pas d’'un produit de deux entiers, mais d’'un produit de dmsembles
d’entiers! Comme ® doit étre une application, nous avons besoin d’'une régle qui a deweslas
données associe une troisiéme clagsele fait comme avant en utilisant I'observation fondamentale
qui nous donne :

Soienta et a’ deux représentants de la méme classe, c'est-aatlitenZ = a + nZz;
soientb etd’ aussi dans la méme clasge - nZ = b + nZ.

Alors a'b’ etab représentent aussi la méme clasg®’:+ nZ = ab + n’Z.

Cela veut dire 1a classeab + nZ ne dépend que de la clasde a et de la_classele b. Ceci nous
permet de faire la définition recherchée :

a®b=(a+nZ)® (b+nZ):=ab+nZ = ab.

Nous passons maintenant au cas d’un anneau commutatif gédéeral-, 0, 1) pour généraliser ce
qui précede. Soif un sous-groupe de4, +, 0). Nous allons maintenant voir quedoit étre un idéal
pour pouvoir construire le quotiert/, mais nous ne le supposons pas encore.

Comme(A, +,0) est un groupe abélien, le sous-groupe. A est normal. On considére le groupe
quotient(A/I,®,0+ I) qui résulte de la proposition 2.2 et notre but est de définir une multiplication

®: A/l x AT — A/l

telle que(A/I,®,®,0+ 1,1+ 1) estun anneau. Pour ceci on veut imiter 'observation fondamentale.
Soienta, d’,b, b’ € Atels que
d—a€cl et b —-bel.

Il existe donci, j € I tels qued’ = a + i etd’ = b+ j; donc
a'b = (a+i)(b+j) = ab+ aj + bi +ij.
Nous voulons't’ — ab € I. Ceci est clairement satisfait Biest un idéal! Donc supposons cela. On

I'appligue comme avant :

Soienta eta’ deux représentants de la méme classe, c'est-aztirel = a + I ; soient
b ett aussi dans lamémeclassé I = b+ 1.

Alors a'b’ etab représentent aussi la méme clasg®’.+ I = ab + I.

Cela veut dire la classead + I ne dépend que de la clasdea et de la classeleb. Ceci nous permet
de faire la définition recherchée :

(a+1)®@b+I):=ab+1.

Plus précisément nous avons la proposition suivante :
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Proposition 2.5. Soient(A, +, -,0, 1) un anneau commutatif ét < A un idéal. Avec les définitions
ci-dessus nous avons :

(@ (A/I,®,®,0+ I,1+ I)estunanneau commutatif, appéddneau) quotient de par!.

(b) L'application
m:A—A/l, a—a+1

est un homomorphisme d’anneaux surjectif, appetgection naturelleOn aker(7) = I.

Démonstration.Exercice. Vous pouvez (et devrez) utiliser que nous savons déja paaposition 2.5
que(A/I,®,0+ I) estun groupe abélien. O

Exemple 2.6. Le plus important exemple que nous connaissons pour l'instard st ; noter que
nZ est un idéal d&.!

Remarque 2.7. Si 'anneau n’est pas commutatif, on peut quand-méme construiguatient si
I'idéal I est bilatére. On ne le fera pas dans ce cours.

Proposition 2.8. Soit A un anneau ef < A unidéal etr : A — A/I la projection naturelle. Alors,
I'application
o : {idéaux ded/I} — {idéaux deA qui contiennenf },

donnée par/ — 7~ !(J) est bijective. L'inverse d@ estK +— 7(K).
Démonstration.Exercice. On peut utiliser les résultats de la proposition 2.3. Ol

Théoréme 2.9(1er théoreme d’isomorphisme/Homomorphiesa&jity : A — B un homomor-
phisme d’anneaux commutatifs. Sdit:= ker(y) son noyau. L'application

p:A/N - B, a+N—pla+ N):=p(a)
provenant du cas des groupes (théoréme 2.4) est un isomorphianmdux.

Démonstration.On sait déja quée est un isomorphisme de groupes. Donc il suffit de démontrer que
c’est un homomorphisme d’anneaux :

—P(1+N)=p(1) =1.

—P(@a+N)@(b+N))=p(a-b+ N) =¢(a-b) =pa) ¢b) =p(a+N) b+ N).

Quotients d’espaces vectoriels

Proposition 2.10. SoientK un corps,(V, +, ., 0) un K-espace vectoriel)/ < V un sousk-espace
vectoriel et(V/W, 4+, W) le quotient du groupéV, +, 0) par son sous-groupg’.

(a) Alors pour toutz € K ettoutv € V, la classer.v + W ne dépend que de la classe- W. Donc,
on peut définir I'application

S K xV/W =V/W, (a,v+W)—av+W.

(b) (V/W,+,.,0+ W) est unk -espace vectoriel, appetgiotient deV’ parV'.
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(c) L'application
7 V-V/W, vev+W

estK-linéaire et surjective de noyater(r) = W ; elle est appeléprojection naturelle
Démonstration.Exercice sur la feuille 3. Ol

Théoréme 2.11(1er théoréme d’'isomorphisme/HomomorphiesaB)ientK un corps etp : V' —
W un homomorphisme d’espaces vectoriels. 8oit= ker(y) son noyau. L'application

B:V/IN =W, v+ N5+ N) = p)
provenant du cas des groupes (théoreme 2.4) est un isomorphisspackes vectoriels.

Démonstration.On sait déja que est un isomorphisme de groupes. Donc il suffit de démontrer que
la multiplication scalaire est respectée :

Pla.(v+ N)) =p(av+ N) = p(a.v) = a.p(v) = a.p(v + N)

pour touta € K ettoutv € V. O

Plus de théorémes d’isomorphisme pour les groupes

Lemme 2.12. SoientG un groupe,H < G un sous-groupe eV < G un sous-groupe normal.
SoitHN :={hn|he€ H,ne N}.Alors:

(a) H N N estun sous-groupe normal dé.

(b) HN = NH := {nh | h € H,n € N}

(c) HN estun sous-groupe de.

(d) N estun sous-groupe normal déN .

(e) SiH est aussi un sous-groupe normal@ealors HN est un sous-groupe normal d&
Démonstration.C’était un exercice sur la feuille 13 d’Algébre 1. O

Proposition 2.13 (Deuxiéme théoréme d’isomorphismegoientG un groupe,H < G un sous-
groupe etN < G un sous-groupe normal. Alors, 'homomorphisme naturel de greupe

¢o:H— HN — HN/N, hw— hN
«induit » (par le théoréme d’'isomorphisme 2.4) l'isomorphisme de grsup
%:H/(HNN)— HN/N, h(HNN)— hN.

Démonstration.Noter d’abord que le lemme 2.12 nous assure que tout est bien définmaihor-
phismey est visiblement surjectif et son noyau est composé des élémentd tels quehN = N,
donch € HN N, montranter(y) = H N N. L'existence dep résulte donc d’une application directe
du théoréme d’isomorphisme 2.4. O
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Proposition 2.14(Troisieme théoreme d’isomorphisme§oientG un groupe,H, N <1 G des sous-
groupes normaux tels qu€ C H. Alors, I'homomorphisme naturel de groupes

¢:G/N - G/H, gNw— gH
«induit » (par le théoréme d’isomorphisme 2.4) I'isomorphisme de grsup
@:(G/N)/(H/N) — G/H, gN(H/N)— gH.

Démonstration.L’homomorphismep est visiblement surjectif et son noyau est composé des éléments
gN € G/N telsquegH = H,doncg € H,doncgN € H/N, montranter(p) = H/N. L'existence
dep résulte donc d’'une application directe du théoréme d’'isomorphisme 2.4. Ol

Plus de théoremes d’isomorphisme pour les anneaux

Lemme 2.15. Soient4 un anneau commutatif ét J, K < A des idéaux. Alors :
(@) I NnJestunidéal ded.

(b)y I+J:={i+j|iel,je J}estunidéal del.

(€) I-J:={>_,ije|reN,igel, j,e J}estunidéal ded.

d I+J=J+1.

e (I-J)-K=1-(J-K).

I (J+K)=I1-J+1-K.

Démonstration.Exercice sur la feuille 3. O

Lemme 2.16. SoientA un anneau commutatif3 < A un sous-anneau &t J < A des idéaux.
Alors :

(@) BN 1 estunidéal de3.

(b) B+1:={b+i]|be B,ic I}estunsous-anneau de

(c) I estunidéal deB + I.

Démonstration.C’est clair ! O

Proposition 2.17 (Deuxiéme théoréme d’isomorphismegoientA un anneau,B < A un sous-
anneau el < A un idéal. Alors, ’lhomomorphisme naturel d'anneaux

¢0:B— (B+I)/I, b—b+1,
«induit» (par le théoréme d’'isomorphisme 2.9) I'isomorphisme d’aorea
?:B/(BNI)— (B+I)/I, b+ (BNI)—b+1.

Démonstration.Noter d’abord que le lemme 2.16 nous assure que tout est bien définmaihor-
phismey est visiblement surjectif et son noyau est composé des éléments tels queb + I = 1,
doncb € B N I, montrantker(p) = B N I. L'existence dep résulte donc d’une application directe
du théoréme d’isomorphisme 2.9. Ol
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Proposition 2.18(Troisieme théoréme d’isomorphisme§oientA un anneau ef, J < A des idéaux
tels queJ C I. Alors, ’'homomorphisme naturel d’anneaux
p:A/J—A/l, a+J—a+]
«induit» (par le théoréme d’'isomorphisme 2.9) l'isomorphisme d’aorea
v (A/)/I)T)— AL, a+J+(I)])—a+]I.

Démonstration.L’homomorphismep est visiblement surjectif et son noyau est composé des éléments
a+J e A/Jtelsquen+ I = I,donca € I, donca+J € I/J, montranter(y) = I/J. Lexistence
dep résulte donc d’'une application directe du théoreme d’isomorphisme 2.9. Ol

Plus de théoremes d’isomorphisme pour les espaces vectadsie

Proposition 2.19(Deuxiéme théoréme d’'isomorphisme&oientK un corps efl’, W desK-espaces
vectoriels. Alors, I'hnomomorphismi€-linéaire

o: Vo (V4+W)W, viov+ W,
« induit » (par le théoréme d’'isomorphisme 2.11) I'isomorphidiiéinéaire
o:V/(VnW)—= V+W)/W, v+(VNW)—ov+ W
Démonstration.Exercice sur la feuille 3. O

Proposition 2.20(Troisieme théoréme d’isomorphismegoientK” un corps efl” un K-espace vec-
toriel etW; C W5 deux sousk -espaces d& . Alors, 'homomorphismé -linéaire

0: VW = V/ Wy, v+ Wi v+ W,
«induit » (par le théoréme d’'isomorphisme 2.11) I'isomorphidiiiéinéaire
7 (V/Wh)/(We/W1) — V/Wa, v+ Wi+ (Wa/Wi)— v+ Wa.

Démonstration.Par le troisieme théoréeme d’isomorphisme pour groupes 2.14 I'applicatest un
isomorphisme de groupes. Donc il suffit de démontrer qu’elle est compatibela multiplication
scalaire :

P(z.(v+ Wi+ (We/W1))) = B(z.v+ Wi + (W /Wh)) =
oo+ W) =zwv+We =x.(v+Ws) =z.p(v+ Wo) =z.0(v+ W + (Wy/WW7))

pour toutr € K ettoutv € V. O
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3 Compléments de la théorie des groupes

On commence par rappeler des définitions et propositions déja démons&mastre précédent. Soit
G un groupe. L'ordre ou le cardinal d& est son nombre d’éléments (Siest infini, alors on dit que
son ordre est infini). Pour un élément G on définitl'ordre de g (notation :ord(g)) comme le plus
petit entier positif,. > 0 tel queg™ = 1, I'élément neutre (si un tet n’existe pas, alors on dit que
ord(g) = o0). Rappelons la définition dg* pour toutn € Z :

1 sin =0,
g-g ... g sin > 0,
n _ ) N———
9 = n-fois
glogt-....g7t sin<o.
|n|-fois

Exemple 3.1.— Dans tout groupe, I'ordre de I'élément neutre &t c’est le seul élément d’ordie
— Les ordres des éléments du groupe symétrigjusont les suivants :

ord ((1)) =1, ord ((12)) =2, ord((13)) =2,
ord ((23)) =2, ord((123)) =3, ord((132)) =3.

— Les ordres des éléments @&/6Z, +, 0) sont les suivants :
ord(0) =1, ord(1) =6, ord(2) =3, ord(3) =2, ord(4) =3, ord(5) = 6.
DoncZ/6Z est un groupe cyclique qui peut étre engendrépau’ = —1.
— Dans(Z,+,0), l'ordre de tout0 # m € Z est infini (carnm # 0 pour toutn € N).

Soit G encore un groupe gt € G un élément d’ordre fini := ord(g). Alors, le noyau de I'homo-
morphisme de groupes
0:7Z—G, m—g"

est égal anZ. Donc par le premier théoreme d’isomorphisme 2.4 on obtient I'isomorphisme de
groupes
©:Z/nZ —im(p) CG, m— g™

Rappelons aussi la notatidpy, . . ., g,) pour le sous-groupe d& engendré pag,...,g, € G. Ce
sous-groupe est I'ensemble de tous les élémen€s glei s’écrivent comme produit fini de

gla"'agrvg;17"'ﬂg;1

ou on peut utiliser les éléments plusieurs (ou aucune) fois et dans @nquelconque. En particulier,
(g) est'ensembld ¢™ | m € Z}. Donc siord(g) = n < oo, alors

P L/nL—(g), m—g"

est un isomorphisme de groupes. Cela montre qu’a isomorphisme prescopégyclique d’ordre.
est de la formé&./nZ. En plus, nous trouvons

ord(g) = #(g),

en mots : I'ordre du sous-groupe engendrégast égal a I'ordre deg.
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Théoréme 3.2(Lagrange, théoréme 8.6 d’Algébre HoientG un groupe etd < G un sous-groupe.
Alors :
#G = (G:H)-#H.

On déduit du théoréme de Lagrange la divisibilité

ord(g) | #G

pour tout groupe finiG et toutg € G. En conséquence, nous trouvons aussi le « petit Fermat de la
théorie des groupes »

g#G =1.
Nous voulons maintenant classifier tous les groupes de cardirfalPour ceci nous avons encore
besoin d’énoncer un lemme du semestre précédent.

Lemme 3.3(Lemme 9.9 d’Algébre 1) SoientG un groupe abélien fini efl;, H, < H deux sous-
groupes de~.

(&) SiH; N Hy = {1}, alors, l'application¢ : H; x Hy — G donné par(hi, ha) — hihg €st un
homomorphisme de groupes injectif.

(b) Sipged(#H:,#H2)=1,alorsH; N Hy = {1}

Exemple 3.4.Nous faisons la liste de tous les groupes d’ordr& a isomorphisme pres.

— Le seul groupe d’ordré est le groupe trivial ; son seul élément est I'élément neutre.

- n =2,3,5,7. Comme tout groupe d’ordre premier est cyclique, il en suit que leggeupe d'ordre
n aisomorphisme prés egl/nZ.

— n = 4 : Nous connaissons deux groupes d'ordre Z/4AZ et 7 /27 x 7./27 qui ne sont pas
isomorphes (le premier est cyclique et le deuxiéme non-cyclique)a@amontrer qu’il n'y en a
pas plus; on en déduira notamment que tout groupe d’otdest abélien.

Soit G un groupe d’ordre4 qui n’est pas cyclique (s'il est cyclique, il est isomorph& alZ).
On choisita # b deux €léments d& qui ne sont pas I'élément neutre. Oroal(a) | #G, donc
ord(a) = 2, car s'il était 4, le groupe serait cyclique engendré parLe méme argument montre
ord(b) = 2. 0n a(a) N (b) = {1}. Soitc := ab. Il est clair quec # 1, a, b. Par le méme argument
ba # 1,a,b, donce = ba. DoncG est abélien. Par le lemme 3.3 (a) hous obtenons(glie< (b)
estisomorphe &. DoncG = Z /27 x Z/2Z.

— n = 6. Nous connaissons deux groupes d’ordreZ/67Z et S3 qui ne sont pas isomorphes (par
exemple : le premier est abélien et le deuxiéme non-abélien). On vanttémgu'il N’y en a pas
plus.

SoitG un groupe d’ordre qui n'est pas cyclique (s'il est cyclique, il est isomorph#/&7Z).

Soitg € G différent de I'élément neutre. Comme l'ordre g@st un diviseur dé et strictement
plus petit ques (sinon le groupe serait cyclique engendré garon aord(g) = 2 ouord(g) = 3.
On veut démontrer qu'il existe b € G tels queord(a) = 3 etord(b) = 2.

Si tout élément non-neutre deé était d’ordre 2, GG serait abélien par I'exercice 5 de la feuille 5
d’Algébre 1. En choisissarit; # b, d’'ordre 2, le lemme 3.3 (a) nous donne une injectipn
(b1) x (b2) — G. L'image deg serait un sous-groupe d’ordre mais4 { 6, c’est une contradiction
avec le théoréme de Lagrange 3.2.
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Soit donca un élément d’ordre3. On choisith ¢ (a) =: H. CommeG = H U bH, il en suit que
b? € H oub? € bH. La deuxiéme possibilité est impossible (sih@erait dansH). Doncb? € H.
Doncord(b?) estl ou3. Le dernier cas méneraitérd(b) = 6 qui est exclu. Donord(b) = 2.
Notons quexb # 1,a,a?,b. On a aussiu®b # 1,a,a?,b,ab. DoncG = {1,a,a? b,ab,a®b}. Si

ba = ab, alors G serait abélien et dans ce casd(ab) = 6 et le groupe serait cyclique ce que nous
supposons ne pas étre le cas. La seule autre possiblité esta?b.

DansS; nous posons! := (1 2 3) etB := (1 2). Nous définissons : S3 — G par ¢(id) = 1,
#(A) = a, p(A%) = a?, ¢(B) = b, p(AB) = ab, et¢(A%B) = a?b. C’est clairement une bijection.
Que c’est un homomorphisme est une conséquenceldd) = 3, ord(B) = 2 et BA = A%B qui
est facilement vérifié.

Sans démonstration on énonce la classification des groupes abélien® dimitypi nous avons du
temps a la fin du cours, on démontrera ce théoréme.

Théoréme 3.5(Classification des groupes abéliens de type.fiBpit G un groupe abélien de type
fini (c’est-a-dire ques peut étre engendré par un nombre fini d’éléments). Alors, il existeidigues
r,s € N etdes uniqued;, ds, . ..,ds € N>y tels que

—d1|d2‘-'-‘dset

-~ G=EZL" XZ/AWZ X L]doZ % - -+ X L]dsZ.

Exemple 3.6.On obtient du théoréme 3.5 qu’a isomorphisme prés il n'existe que deupes abé-
liens de cardinall2, en 'occurenceZ /127 et 7, /27, x Z]6Z.

4 Polynbmes

Convention : a partir de maintenant tout anneau est supposé comutatif, sauf si le contraire est
explicitement mentionné.

Nous avons déja utilisé des polynémes car ils sont connus de I'école etidhidtanalyse. Maintenant
nous allons en donner un traitement plus rigoureux.

Définition 4.1. Soit A un anneau (commutatif!).

— Unpolynéme a coefficients dans(pour la variableX) est une « somme formell&"_, a; X" ou
n € Netayg,...,a, € A.
Ici, X n’est qu’un symbole. Nous pouvons le remplacer par tout autre sampbar exempld’, z,
t, T, etc.

— (Définition plus formelle ;) Upolynéme a coefficients dansest une application : N — A telle
qu’il existen € N tel que pour touin > n on aa(m) = 0.
Sia est une telle application, nous écrivops; , a(i)X*.

— Nous notonsi[X] I'ensemble de tous les polyndmes a coefficients dapsur la variable X .

- Soitf(X) =31 ,a;X* € A[X]. Ledegréde f (notation :deg( f)) est I'entierm maximal tel que
am # 0. Sif = 0, alors on poseleg(f) = —oco. On appelleay X¢ avecd = deg(f) le mondéme
dominantde f. On appellef unitairesi ageg(r) = 1.
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— Soientf(X) = Y iLja: X" etg(X) = Y7, b; X’ deux éléments dd[X]. Nous définissons la
sommede ces deux polynédmes comme :

max(n,m)

FX)+9(X)= > (ai+b)X,

=0
ou on suppose; = 0sii > netb; = 0Sij > m.
— Soientf(X) = Y il X" etg(X) = 37, b; X" deux éléments dd[X]. Nous définissons le
produitde ces deux polyndmes comme :

n+m k
f(X)-g9(X) = Z <Zaibk—i> X",

k=0 \i=0
ou on suppose; = 0sii > netb; =0sij > m.

Remarque 4.2.1l faut bien faire la différence entre un polyndme et la fonction qu'il reprée : par
exemple pourd = o, les polynémeg (X) = X etg(X) = X3 sont différents, maisf(b) = b =
g(b) pour toutb € Fy, donc vus comme des fonctidis— Iy ils sont égaux !

Proposition 4.3. Soit A un anneau (commutatif!). Alor6A[X], +, -, 0, 1) est un anneau commutatif.

Démonstration.La vérification est facile. On ne la fera pas. O

Lemme 4.4. Soient4 un anneau ef, g € A[X].

(@) deg(f + g) < max(deg(f),deg(g)) et deg(fg) < deg(f) + deg(g).
(b) Soientf(X) = 3" ;a; X" etg(X) = Y7L, b; X’ ot on suppose = deg(f) etm = deg(g). Si
an € A oub,, € A%, alorsdeg(fg) = deg(f) + deg(g).

Démonstration.(a) C'est évident de la définition de la somme et du produit de deux polysdviats,

notez que sif = 0 nous devons faire le calceioo + deg(g) = —oo; donc, nous calculons avec le
symboleco d’une fagcon naive (sans en donner un traitement formel).
(b) Par hypothése on@,b,, # 0. Donc,a,,b,, X" "™ est le monéme dominant de- g. O

On rappelle la définition d’anneau intégre.

Définition 4.5 (Algébre 1, Définition 5.11) Soit A un anneau.

Un élément € A est appeléliviseur de zéra'il existeb € A\ {0} tel quea - b = 0.

Un anneaud est appeléntégresi 0 est le seul diviseur de zére=( pour tout0 # a,b € A on a

a-b#0).

Exemple 4.6.— Tout corps est un anneau intégre 1S ab aveca # 0, alors0 = =10 = a~lab =
b.

— Z/nZ pourn € N>, est un anneau integre si et seulement sist un nombre premier.
Raison : Sin n’est pas un nombre premier, alors= ab aveca > 1 etb > 1; doncab = 1 = 0,
maisa # 0 # b. SiZ/nZ n'est pas un anneau intégre, alors, il exidte< a,b < n — 1 tels que
ab = 0, doncn | ab, maisn { a etn 1 b, montrant que: n’est pas un nombre premier (par le lemme
5.33 d’'Algebre 1).
En plus, on rappelle qué&/nZ est un corps si et seulementrsiest un nombre premier (comme
nous I'avons vu : Algébre 1, Cor. 5.32).
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Proposition 4.7. SoientA un anneau intégre et, g € A[X]. Alorsdeg(fg) = deg(f) + deg(g).

Démonstration.C’est une conséquence directe de la démonstration du lemme 4.4(b). O

Corollaire 4.8. Soit A un anneau intégre. Alor§A[X])* = A*, c’est-a-dire que les seules unités
de A[X] sont les polyndmes constants ou la constante est une unité de

Démonstration.ll est clair que les polyndmes constants ol la constante est une unitéagpar-
tiennent a(A[X])*. Soit f(X) = Y. ;a; X" un polyndme de degré dans(A[X])*. Alors par
définition il existeg(X) = 3" b; X" (on supposen = deg(g)) tel quef(X)g(X) = 1 (polyndme
constant). Par la proposition 4.7 nous obtenoasn = 0. Commen, m > 0 (il est clair quef etg ne
sont pas égaux au polyndme const@nton en concluk = m = 0, alorsf(X) = ag etg(X) = bo.
L'égalité 1 = agby montref = ag € A*. O

Théoreme 4.9(Division euclidienne) SoientA un anneau ety = Z?:o b;X* € A[X] un polyndme
de degré&l > 0. On supposé, € A* (cette hypothése n'est pas nécessairg sist un corps).
Alors, pour tout polyndm¢ € A[X] il existe des uniques polynémes: € A[X]| tels que

f=qg+r et deg(r)<d.

Démonstration.Soit f(X) = Y"1 ,a;X* € A[X] de degrén.

Existence :Nous montrons I'existence par récurrencesubin < d, on pose; = 0etr = fetona
terminé. Supposons domc> d et que I'existence est déja connue pour tous les polynébmes de degré
strictement plus petit que. On pose

A(X) = F(X) = an - by X" (X)),

C’est un polyndme de degré au plus— 1 parce que nous avons annulé le coefficient devaht
Alors, par hypothése de récurrence il exigter; € A[X] tels quef; = q1g + 1 etdeg(ry) < d.
Donc

FX) = fi(X) + anby ' g(X) X" = ¢(X)g(X) + r1(X)
ol g(X) == q1(X) + azb; ' X"~ et nous avons démontré I'existence.
Unicité : Supposong = qg + r = qig + r1 avecq, q1,r,r1 € A[X] etdeg(r),deg(r1) < d. Alors
9(¢q—q1) =71 —1r.Siqg = q,alorsr = r; eton aterminé. Sj # ¢, alorsdeg(q — q1) > 0 et par le
lemme 4.4(b) on trouvdeg(g(q — q1)) > deg(g) = d = deg(r; — r). La derniére égalité contredit
lemme 4.4, dong # g1 ne peut pas apparaitre. O

Exemple 4.10.Exemple d’un calcul d’une division euclidienne au tableau...

Nous allons voir dans la section prochaine que la division euclidiennepgsoet de généraliser I'al-
gorithme d’Euclide pour le calcul d'un pgcd. Ici on continue d’abordye propriété trés importante
de 'anneau des polynémes qui s’appelle aussi « propriété univesselle

Proposition 4.11. SoientA, B des anneauxpy : A — B un homomorphisme d’anneauxtet B.
Alors il existe un unigue homomorphisme d’anneaux

®: A[X] > B

qui a les propriétés
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- ®(X)=0bet
— ®(a) = ¢(a) pour touta € A.
Dans ce cas nous avons pofi= Y1 a; X"

n

®(f) = Z ‘P(ai)bi'

i=0
En particulier,im(®) = ®(A[X]) C B est un sous-anneau.

Démonstration.Unicité : Si un tel® existe, il doit satisfaire

n n n
() " aiX’) =) (a)(X) =D p(ai)’
1=0 1=0 =0
par les propriétés des homomorphismes d’anneaux. Donc, si Unégiste, il est nécessairement
unique.
Existence :On définit

pour tout polyndme>_"" ,a; X’ € A[X]. Nous devons montrer qu'avec cette définitibrest un
homomorphisme d’anneaux :
- P(1) =p(1) =1.
= O(f+9) = O(Tig X'+ X7 ¢ X7) = ®(EG (a4 ¢) XT) = TG (a4 )b’
=Y imo Pla)b' + 370 ()t = (3000 ailX') + (3071, ¢ X7) = @(f) + 2(g).
- O(f-9) = ®((TipaiX") - (Lo i X7)) = (3T (i aic—i) X*)
= Yo e(Cig aick—i)VF = (Sig elai)b’) - (g ole))V)
= Q3o aiX’) - (3071, ¢ X)) = ©(f) - 2(g).
La derniére assertion provient juste du fait général que I'image de tyabimorphisme d’anneaux
est un sous-anneau. O

Exemple 4.12.Soiti = /—1 € C. Soity : Q — C l'identité a — a (on voit tout nombre rationnel
comme un nombre complexe). La proposition 4.11 nous donne

©:QX]=C, o(f) =D ai*= > (~D)"ap+i( Y () ).
k=0 k=0, pair k=0, impair

Alors, im(®) = {a + b | a,b € Q} est un sous-anneau d& qu’on noteQ[i]. C’'est méme un
sous-corps d€, car tout élément non nul posséde un inverse :

a . b )_1
2+ a2+

(a+ib) - (

On peut remplacef) par Z pour obtenir I'anneau intégré&[i] = {a + ib | a,b € Z} C C (qui n’est
pas un corps, mais un anneau euclidien — voir la prochaine section).



5 ANNEAUX EUCLIDIENS 24

5 Anneaux euclidiens

Nous connaissons deux anneaux dans lesquels il existe une divislaienne : les entiers relatifs et
I'anneau des polyndémes a coefficients dans un corps. Donc, cesdreaux — qui de loin semblent
étre trés différents — ont cette propriété importante en commun.

Dans cette section nous allons faire une étape importante d’abstractios fonmalisons l'idée de
la division euclidienne et nous prenons l'idée abstraite comme base paifididn d’une nouvelle
classe d’'anneaux : les anneaux euclidiens.

Nous allons aussi voir que dans les anneaux euclidiens, (I'analoguialgerithme d’Euclide nous
permet de calculer des plus grands diviseurs communs, des plus petits rmudtplenuns, et des
identités de Bézout.

Nous comparons maintenant la division euclidienne daasK [X] ou K est un corps.

Z K[X]

Pour touta,b € Z, b # 0 Pour touta, b € K[X],b # 0
Jdq,r € Z1.Q. dgq,r € K[X] t.q.
a=0bqg+ret a=0bg+ret

Ir| < o deg(r) < deg(b)

Nous avons pris la définitiodeg(0) = —oo pour que la formuleleg(fg) = deg(f) + deg(g) soit
toujours correcte (si les coefficients sont dans un anneau intégra oarps). On pourrait trouver
cette convention génante ; on peut s’en passer par I'équivalence :

deg(r) < deg(b) < (r = 0 ou deg(r) < deg(d)) .

On peut donc remplacer la derniere régle pour obtenir :

Z K[X]

Pour touta,b € Z, b # 0 Pour touta, b € K[X],b # 0
Jdq,r € Z1t.Q. dgq,r € K[X] t.q.
a=bq+ret a=bq+ret

(r=0oulr| < b)) (r =0oudeg(r) < deg(b))

Nous voyons que toutes les régles sont les mémes sauf une partie deidaedéu’est-ce que la
valeur absolue d’un entier et le degré d'un polyndme ont en commun ? ri€aas les deux des
«mesures de taille » ! On peut et doit étre plus précis :

Z

K[X]

Pour tout) # r € Z
|r| est un nombre naturel

Pour toutd # r € K[X]
deg(r) est un nombre naturel

Donc,| - | (pour A := Z) etdeg (pour A := K[X]) sont des applications de la forme A\ {0} —
N>¢. Nous ajoutons la formalisation dans une troisieme colonne.
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A K[X] A

Pour touta, b € Z,b # 0 Pour touta, b € K[X],b# 0 | Pourtouta,b € A,b # 0
dq,r € Z1.q. dgq,r € K[X] t.q. dq,r € At.q.
a=0bqg+ret a=>bg+ret a=0bg+ret
(r=0oulr| < |b) (r =0oudeg(r) < deg(b)) (r=00ud(r) <dé(b))

La formalisation dans la troisieme colonne devient notre définition d'un anmeclidien :

Définition 5.1. Soit A un anneau intégred est appel@nneau euclidier’il existe une application
d:A\{0} = Nxg
telle que pour tout,, b € A avech # 0 il existeq, r € A qui satisfont
a=>bg+r et (r=00ud(r) <db)).

Exemple 5.2.— Z est un anneau euclidien avétn) := |n| pourn € Z \ {0}.

— K[X] (pour K un corps) est un anneau euclidien avg¢) := deg(f) pour f € K[X]\ {0}.

- 2Z[i] == {a+1ib € C | a,b € Z} est un anneau euclidien avé¢a + ib) := a> + b> pour
a+1ib € Z[i] \ {0} (exercice).

Rappelons la définition du plus grand diviseur commun da(slgébre 1, déf. 5.23) :

Définition 5.3. Soientd € Z etxz,y € Z. On appelled un plus grand diviseur commun de y
(notation :d = pged(z,y)) Si

—d|zetd|yet

— pourtoute € Zona((e | zete|y) = e|d).

En fait, on a fait un trés petit changement : en Algébreus avons imposé quk(et e) soit dansN.
Comme on veut faire une généralisation aux anneaux généraux, ouhpgseutiliserN. Avec la
définition ci-dessus} et —4 sont tous les deux des plus grands diviseurs commurssedd 2. En
fait, si d est un plus grand commun diviseur de deux entiers, aldrBest aussi. Donc le plus grand
diviseur commun de deux entiers n’est pas unique : si I'on a un, on oliaetrte en multipliant le
premier par l'unité—1.

Nous généralisons maintenant la définition du plus grand diviseur commsuivemt mot a mot la
définition 5.3.

Définition 5.4. Soit A un anneau et soient, =,y € A. On appelled un plus grand diviseur commun
dex,y (notation :pged(x, y)) Si

—d|zetd|yet

— pourtoute € Aona((e|zete|y)=e|d).

On définit également le plus petit multiple commun dans un anneau générakenart la définition
dansZ (Algebre 1, déf. 5.27, encore, en remplaciimarZ).

Définition 5.5. Soientm € A etx,y € A. On appellem un plus petit multiple commun de, y
(notation :ppcm(z, y)) Si
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— x| mety|met
— pourtoutn € Aona((x | nety|n)=m]|n).

Attention! Dans un anneau quelconque, ni pgced ni ppcm n'existengéegérgl! Par contre pouf
nous avons démontré — a I'aide de I'algorithme d’Euclide, donc du faiZgest un anneau euclidien
— (Algebre 1, prop. 5.24) que un/le pgcd (et aussi un/le ppcm) existeutsugd qu'il y a toujours une
identité de Bézout. La méme chose est vraie pour tous les anneaux euclidiemse on va le voir
tout de suite.

D’abord encore une nouvelle définition pour bien exprimer la relation ef#ox pgcd des mémes
nombres.

Définition 5.6. SoitA un anneau intégre. On appelleb € A associés'’il existeu € A* (une unité)
tel quea = ub. Notation :a ~ b.

Exemple 5.7. Comme les seules unités Aesontl et —1, le seul élément d& qui est associé a un
élémenty € Z est—n.

Lemme 5.8. Etre associés définit une relation d’équivalence sur 'anndau

Démonstration.Réflexivité Soita € A. Alorsa ~ a cara =1 - a.

Symétrie Soienta,b € A tels quea ~ b. Il existeu € A* tel quea = ub. Donchb = u~'a, donc
b~ a.

Transitivité Soienta, b, c € A tels quea ~ b etb ~ c. Il existeu,v € A* tels quea = ub etb = vc.
Donca = uvc eta ~ ccaruv € A*.
O

Proposition 5.9. SoientA un anneau intégre et, b € A deux éléments.

(@) Sia|betb|a,alorsa ~ b.

(b) Tous les pgcd de etb sont associés. Plus précisementdsi € A sont tous les deux un plus
grand diviseur commun deetb, alorsd ~ e. Nous écrivongged(a, b) ~ d.

(c) Tous les ppcm de etb sont associés. Plus précisementysin € A sont tous les deux un plus
petit multiple commun de etb, alorsm ~ n. Nous écrivongpcm(a, b) ~ n.

Démonstration.(a) Il exister, s € A tels quea = rb etb = sa. Donca = rsa et0 = a(1 — rs). En

utilisant le fait queA est intégre, on conclut— rs = 0, doncrs = 1, doncr, s € A*, donca ~ b.

(b) et (c) sont une conséquence directe de (a) et de la deuxiemedealdieléfinition du pgcd/ppcm.
O

Théoréme 5.10(Algorithme d’Euclide, identité de BézoutSoit A un anneau euclidien (avet
comme dans la définition 5.1). Alors, pour tauth € A, un plus grand commun diviseur ~
pged(a, b) existe et il existe, s € A tels que

d = ra + sb.

Démonstration.On montre que I'algorithme d’Euclide donne le résultat.
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— Préparation On pose

xog=a, xr1 =b sid(a) > d(b),
x9g=0b, r1 =a Ssinon.

On pose ausdB; = (§ 9).
— Sixzy; = 0, onarréte et on posel := x.
Siz1 # 0, on fait la division euclidienne

Tro = 1q1 + T2 ol q1,x2 € Atels C]UE(a?Q =0ou 5(%2) < 5($1))

Onposed; := (% 1), By := A1 By.
Ona(z}) = A1 (z) = B1(z)-

— Size = 0, onarréte et on posel := x;.
Size # 0, on fait la division euclidienne

x1 = x2q2 +x3 OUge,x3 € Atelsque(zs =0o0ud(x3) < d(x2)).

On pOSGAQ = (732 (1]), By := A3 Bj.
Ona(33) = A2(z}) = B2 ()

— Sizg = 0, onarréte et on posel := xs.
Sizs # 0, on fait la division euclidienne

To = x3q3 + T4 OUgsz, 14 € Atels que(a:4 =0ou 5($4) < 5(%3))

On poseds := (% ), By := A3Bs.
Ona(z;) = A3(z5) = Bs ()

— Siz, = 0, 0narréte et on posel := x,,_1.
Siz, # 0, on fait la division euclidienne

Tp—1 = TnQn + Tpy1 OUQGn, Tpy1 € Atels que(z,41 = 00Ud(xpt1) < 0(xy)).

On posed,, := (~
Ona(“st')=A, («

Il est clair que I'algorithme ci-dessus (c’est I'algorithme d’Euclide 'yste car

(zn) < 0(xp_1) < -+ <d(x2) < d(x1)

sont des nombres naturels.
Supposons que l'algorithme termine awgc= 0. Donc,d = x,,_1. Nous avons par construction :

() = () = B (3) = (29) (33) = (smt8),

montrant
d = rxy + sxo.
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Noter que le déterminant dg; est —1 pour touti, doncdet(B,_;) = (—1)""!. Alors C :=
(—1)"( * ) estlinverse deB,_;. Donc

T T d(—1)™
(5) = CBr (2) = (9) = (S00)
montrantd | x; etd | zo. Ceci montre qué est un pgcd de etz;. O

Corollaire 5.11. SoientA un anneau euclidien et b, d, y € A.
(@) Sid ~ pged(a,b), alors1 ~ pged(4, %).

(b) Sil ~ pged(a,b) eta | y etb |y, alorsabd | y.

(c) Unppcm(a, b) existe et on a

b
ppcem(a, b) ~ % oud ~ pged(a, b).

Démonstration.(a) L'identité de Bézout divisée pdrnous donne la relation

1=r2 + sé.
d d
Donc tout diviseur d€; etg divise aussil, montrant que est un plus grand commun diviseur ge
etl.
(b) On part de I'identité de Bézout
1 =ra+ sb.

Commeu | y, il existeu € A tel quey = ua. Multiplier la derniére égalité pardonne
ry = ura = u(l — sb) = u — sbu,

donc
u = ry + sbu.

Commeb | y, on obtient | u, donc il existev € A tel queu = vb. Alors, nous avong = ua = v(ab).
(c) Soitz := %b. Il suffit de vérifier la définition :
—-r= a%, donca | x.
-z =%, donch | z.
— Soity € Atelquea | yetb | y. Alors 4 | Y et? | ¥ Par (a) nous avons ~ pged(%, ).
Utilisant (b) on en conclub | ¥, doncz = % | .
]

Définition 5.12. Soit A un anneau commutatif.
— Soientuy, ..., a, € A. Onnote(ay, ..., a,) 'idéal engendré pad,,...,ay :

(al,”_7an) ;:Aa1+--~+Aan = {Zria”rl,...,T‘nEA}.

=1

— Unidéall < A est appelérincipals’il existea € A tel quel = (a).
— Un anneau intégrel est appel@nneau principadi tout idéal deA est un idéal principal.
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Exemple 5.13.— Soitn € Z. AlorsnZ = (n) =

— DansZ nous avons I'égalit¢2,3) = (1) = Z.
Raison: «C» estclair «O»:1=3—-2 € (2,3).

— (2,X) QZ[X] n'est pas un idéal principal (Exercice).

{nm | m € Z} estun idéal principal d&.

Lemme 5.14. SoientA un anneau et, b € A.
@ (a) S(b)=bla
(b) (a) = (b) & a ~ b (a etb sont associés)

Démonstration.(a) Si(a) C (b), alors il existec € A tel quea = ¢b, alorsb | a. Sib | a, alors il
existec € A tel quea = cb, alors(a) C (b).

(b) Par (a){a) = (b) équivautag | betd | a). Donca ~ b. Sia ~ b, alors il existe une unité € A*
tel quea = ub, alors(a) = (ub) = (b). O

Théoréeme 5.15.Tout anneau euclidien est principal.

Démonstration.SoientA un anneau euclidien (podj et I < A un idéal. Nous allons montrer que
est un idéal principal. Si = {0}, on al = (0), et est principal ( est le générateur).
Supposons donE # (0). Alors, 'ensemble

(5(6) |iel,i#0} CN

est non vide et posséde donc un plus petit élémant pour un0 # a € I. Commea € I, 0n a
I'inclusion (a) C I. Nous allons démontrer l'autre.
Soitz € I. La division euclidienne donne

z=qa+rolg,re Atelsque(r =00oud(r) < d(a)).

Mais,r € I carr = x —qa € I. Alors, soitr = 0, soitd(r) > §(a). Comme la derniére possibilité est
exclue,ona = 0, doncz = ga € (a). Celamontrd C (a), doncl = (a) estun idéal principal. (]

Exemple 5.16.— Z est un anneau principal.
— K[X] est un anneau principal 9k’ est un corps.
— Tout corps est un anneau principal. En fait, tout idé@} # I < K estégal 1) = K.
Raison : Soif) # i € I. CommekK est un corps; posséde un inverse!. Doncl = i~'i € I,
alors(1) € I,donc(1) = 1.
— Z[X] n’est pas un anneau principal car par exemfe X') n’est pas un idéal principal.
Proposition 5.17. SoientA un anneau principal et, b, d, m € A.
(@) d ~ pged(a,b) < (d) = (a,b).
(b) m ~ ppem(a, b) < (m) = (a) N (b).
Démonstration.(a) «=-» : Commed est unpged(a, b) il exister, s € A tels qued = ra + sb, donc
d € (a,b) etalors(d) C (a,b). Commed | a, on a quex € (d). Commed | b, on a aussb € (d),
donc(a, b) C (d), alors(d) = (a,b).
«<=»:Commeqa,b € (d) on ad | a etd | b. Cela montre qué est un diviseur commun deet b.
Comme(d) = (a,b) il exister, s € A tels qued = ra+ sb. Donc tout diviseur commun deetb doit
diviserd. Donc par définitionl est unpged(a, b).
(b) La vérification pour lepcm est trés similaire a celle pour pezcd. O
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6 Anneaux factoriels

Dans la définition 5.13 d’Algébre 1 nous avons défini un nombre premiameunp € Z>, dont

les seuls diviseurs positifs sohtet p. Cela est équivalent a ce quene s'écrive pas comme produit

p = absaufsia € {1,-1} = Z* oub € {1,—1} = Z*. On pourrait alors dire (et on le dira aussi —
voir la prochaine définition) que est irréductible dans le sens qu’il ne se factorise pas de fagon non
triviale.

Nous avons aussi donné la caractérisation suivante qu'anZs, est un nombre premier dans le
corollaire 5.32 d’Algébre 1 :

p est premier= si p divise un produitzb aveca, b € Z, alorsp | a oup | b.

Nous allons utiliser cette caractérisation comme notre définition d’élément prdarierun anneau
intégre quelconque.

Définition 6.1. SoitA un anneau intégre ét# p € A\ A*.
— p est ditirréductiblesi I'assertion suivante est vraie :

Sip = abaveca,b € A, alorsa € A* oub € A*.
— p est dit(élément) premiesi I'assertion suivante est vraie :
Sip divise un produitub aveca,b € A, alorsp | aoup | b.

Remarque 6.2.

— Par définition une unité (c’est-a-dire un élément d&') n’est ni premier ni irréductible. Ainsi, par
exemple]l et —1 ne sont jamais ni premier ni irréductible.

— On définit ci-dessus deux notions a priori différentes : élément prezhiélément irréductible.
Dans certains anneaux (voire plus bas), ces deux notions sont lesspéraipas toujours

Exemple 6.3.

— Soitu € A* une unité. S # p € A\ A* est premier, alorap est aussi premier. 8i#£ p € A\ A
est irréductible, alorsup est aussi irréductible.

— En Algebre 1 nous avons donc vu que pow Z>» on a I'équivalence

n est premier< n est irréductible.

Nous allons redémontrer cette équivalence dans le contexte des areedigliens tout de sulite.
PourA=Zet0 #neZ\{-1,1} =7Z\ Z*, on a quen est premier si et seulement|sj est un
nombre premier (dans le sens d’Algebre 1). Autrement dit,siZ > est un nombre premier, alors
n et —n sont des éléments premiers de 'ann&au

D’abord un petit lemme.

Lemme 6.4. Soit A un anneau integre ét # p € A\ A* premier. Sip divise un produiti;as - - - ay,
(avecay,...,a, € Aetn € N), alors il existei € {1,...,n} tel quep | a;.

Démonstration.C’est une récurrence simple. Paur= 1, I'assertion est triviale. Pout = 2 c’est
précisement la définition. Supposons le résultat démontré pourl > 1. Du fait quep divise
(a1 ...an—1)-a, onconclut par la définitiop | a; . ..a,—1 oup | a,,. Dans le dernier cas nous avons
terminé ¢( = n); dans le premier cas, par I'hypothése de récurrence il existd1,...,n — 1} tel
quep | a; et nous avons aussi termineé. O
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Dans I'exemple d€Z nous avons vu que les éléments premiers et les éléments irréductibles sont
les mémes. En général cela n’est pas vrai, mais nous avons toujours I'impligagotout élément
premier est irréductible :

Proposition 6.5. Soit A un anneau intégre €t # p € A\ A* premier. Alorsp est irréductible.

Démonstration.Soienta, b € A tels quep = ab. Celaimplique que diviseab. Commep est premier,
par définitionp | a oup | b. Quitte a échanger etb, sans perte de généralité nous suppogons.
Donc il existec € A tel quea = pc. Nous obtenong = ab = pbe, alors0 = p(1 — bc). CommeA
estintégre, on & = be, alorsb € A*. Nous avons donc veérifié queest irréductible. O

Dans un anneau principal nous avons I'équivalence de « premierisrétiuctible » :

Proposition 6.6. Soit A un anneau principal e # p € A\ A*. Alors
p est premier< p est irréductible.

Démonstration.

«=-»: Proposition 6.5.

«<«=»: Soienta,b € Atel quep | ab. Il existec € A tel queab = pc. Supposons qug ne divise
pasa (sinon, nous avons déja terminé). Il existec A tel que

(p) S (p,a) = (m),

ou nous avons utilisé le fait qué est principal en écrivant I'idédp, «) comme idéal principal. Donc
p € (m) etalorsm | p: il existen € A tel quep = mn. Maintenant nous utilisons queest
irréductible :m € A* oun € A*. Sin € A%, alors(p) = (m) ce qui est exclu. Dong» € A*.
Alors 1 = m~'m € (m) = (p,a). Il existe doncr, s € A tels quel = rp + sa. On multiplie cette
égalité parm pour obtenirb = prb + abs = prb + pcs = p(rb + ¢s). Doncp | b, comme il fallait
montrer pour conclure queest premier. O

Un des théorémes principaux sardémontré en Algébre 1 est le « théoréme principal de la théorie
élémentaire des nombres » : Tout enfiesz n € 7Z s’écrit de fagon unique (& numérotation pres)
comme produit fini de nombres premiers.

Nous allons retrouver ce théoréme ici dans la formulati@hest un anneau factoriel » qui sera une
conséquence de : « tout anneau principal est un anneau facté@imobtenir ce résultat il nous faut
quelques préparations. D'abord la définition.

Définition 6.7. Un anneau intégrel est appel@nneau factoriedi tout0 # a € A\ A* s’écritcomme
produit fini d’éléments premiers, c’est-a-dire qu'il existes N etpy,...,p, € A\ A* premiers tels
quea = p1 -p2---Pp.

Proposition 6.8. Soit A un anneau factoriel € £ p € A\ A*. Alors

p est premier< p est irréductible.
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Démonstration.

«=-»: Proposition 6.5.

«<«=>» : Par la définition des anneaux factoriels, il existe N etp;,...,p, € A\ A* premiers tels
quep = p1 - p2 - - - pu. Le fait quep est irréductible impligue = 1 etp = p;, doncp est premier. [

Proposition 6.9. Soit A un anneau intégre. Soit un ensemble de représentants des éléments irré-
ductibles deA a association prés. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) A est factoriel.

(i) Pour tout0 # a € A il existe une unique unité € A*, un uniquen € N> et des uniques
p1,-..,pn € P (al'ordre prés) tels que

a=uU-p1-p2--:Pn-

Démonstration.

« (i) = (ii) » : Pour cette partie nous utiliserons qu’un élément est irréductiblesgildément s'il est
premier (proposition 6.8).

Existence Soit0 # a € A. Comme on suppose donc qdeest factoriel, il existe: € N>, et des
éléments premiers,, . .., p/, tels quex = p) - pl, - - - p/,. Comme tout élément premier est irréductible
(proposition 6.5) eP est un ensemble de représentants des éléments irréductibles a assoation p
il existeuy, ..., u, € A* tels quep; := w;p}, € P. Posanty = uj ' -uy ' ---u; ' € A* on obtient
a=1u-pi-p2---ppquiestde laforme requise.

Unicité : On fait une récurrence. Nous démontrons l'unicité poublesa € A pouvant s’écrire avec

au maximumn éléments d® : a = u - p1 - p2 - - - pn. ON suppose donc donnée une deuxieme écriture

de cette forme :
G=U-P1-P2° "Pn=0V"q1°G2" " qm

avecu,v € A, n,meNetpy,....pn,q1,...,qm € P.

Casn=0:Onaalorss =u=v-q1-q - qn. COmme un nombre premier n’est pas une unité, on
am = 0 et l'unicité est claire.

Supposons l'assertion démontrée paur- 1 > 0, on va la démontrer pout. Commep,, divise
u-p1-p2 - Py, il S’en suit quep,, divisev - g1 - ¢2 - - - ¢,- Maintenant on utilise qug,, est un nombre
premier et le lemme 6.4 pour obtenir yire {1,...,m} tel quep, | ¢;. Commeg; est irréductible,

on ap, ~ g;, doncp,, = g; carp,,q; € P. On considere maintenant

U PP Pal =V Q@2 @it Q1 .
n

Cela nous permet d'utiliser I'hnypothése de récurrence qui nous dorné = m — 1 (doncn = m),

u = v et une bijectiony’ : {1,...,n — 1} — {1,...,m} \ {j} telle quep; = q,(; pour tout
i €{1,...,n—1}. Nous définissons la bijection: {1,...,n} — {1,...,m} parlarégles(n) = j
eto(i) = o'(i) pourl < i < n— 1 qui posséde la propriétg; = q,(;) pour touti € {1,...,n}. Cela
achéve la démonstration de I'unicité.

« (i) = (i) » : Il suffit de démontrer que tout élément irréductible: p € A\ A* est premier. Quitte
a multiplierp par une unité (ce qui ne change pas la propriété d'étre premier ou nqeEud supposer
p € P. Soient dongy, h € A deux €léments tels que| gh. Il existe alorsr € A tel quepr = gh.
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Onag =u-p1--ppe€th=v-q1--qs €r = w-¥l1---f; avecu,v,w € A*, n,s,t € N et
PlyeeesPrsqly---5qs, 81, ..., 0 € P. L’égallté

p'r‘:w.p.gl-..gt:(u-v)-pl-..pn-ql:ttqs:gh

combinée avec I'unicité de I'écriture de (ii) implique quest égal &; pour uni € {1,...,n} ou a
g; pourunj € {1,...,s}. Donc,p divise g oup divise h. Cela montre qug est premier. O

Lemme 6.10. SoientA un anneau principal et,, € A pourn € N tels que

(a1) C (az) C (az) € -+ C (an) € (aps1) C ...

Alors il existeN € N tel que pour tout: > N on a(a,) = (ay). On dit que la chaine d’idéaux
devient stationnaire. En langage de I'algébre commutatif on dit que touaun principal est « noe-
thérien ».

Déemonstration.Soit I = | J,,cn(an).

Nous montrons d’abord queest un idéal ded : Soientz,y € I etr € A. Il existei,j € N tel que
x € (a;) ety € (a;). Soitk = max(i, j). Alorsz, y € (ax). Donca—y € (ax) C I etrz € (a;) C 1,
montrant/ < A.

CommeA est principal, il existe: € A tel quel = (a). Commel! est la réunion de tous lés,, ) il
existeN € Ntel quea € (an). Alors

I'=(a) C (an) C (an41) € (an42) S - C 1
et la preuve est terminée. -

Lemme 6.11. Soit A un anneau principal. Alors tout # a € A\ A* est divisible par un élément
irréductible dansA.

Démonstration.Supposons que c’est faux et qua’est pas divisible par un élément irréductible (en

particulier,a n'est pas lui-méme irréductible).

— Alorsa = a1b; aveca;, by € A\ A* qui ne sont pas divisibles par un élément irréductible. On a
(a) € (ar).

— Alorsa; = agby avecay, ba € A\ A* qui ne sont pas divisibles par un élément irréductible. On a
(a) € (a1) € (a2).

— Alorsas = agbs avecas, by € A\ A* qui ne sont pas divisibles par un élément irréductible. On a
(a) € (a1) € (az) € (as)-

Continuant ainsi nous obtenons une suite croissante d’idéaux quiste' @as par le lemme 6.10[]
Théoréme 6.12.Tout anneau principal est factoriel.

Démonstration.La preuve est similaire a la preuve précédente. Par la proposition 6.6édtridian
d’anneau factoriel, il suffit de montrer que tdut# a € A s’écrit comme produit fini d’éléments
irreductibles.
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— Sia ¢ A*, parlelemme 6.11 il existé # a; € A\ A~ irréductible eth; € A tels quea = a;b;.
Donc(a) € (by).

— Siby ¢ A*, par lelemme 6.11 il existé # a; € A\ A* irréductible e, € A tels queb; = agbs.
DOHC((Z) - (bl) - (bz) eta = ajasbs.

— Siby & A*, par le lemme 6.11 il existé # a3 € A\ A* irréductible et; € A tels queby = agbs.
DOI’]C(a) g (bl) g (bg) g (bg) eta = a1a2a3b3.

Par le lemme 6.10, il existe € N tel queb,, € A*. A ce moment-laon a = ajas - - an_1(anby).
La preuve est terminée cayb,, est aussi irréductible. O

Corollaire 6.13. Pour un anneaw nous avons les implications :
A est euclidien=- A est principal= A est factoriel = A est intégre.

Démonstration.Nous avons tout démontré dans les théorémes 6.12 et 5.15. O

7 Compléments de la théorie des anneaux

Définition 7.1. Soit A un anneau.
— Unidéall < A, I # A est appeléremiersi I'assertion suivante suf est vraie :

A chaque fois que - b € T aveca,b € A, alorsa € T oub € I.
— Unidéall < A, I # A est appelénaximalsi le seul idéal/ <1 A tel quel C J estJ = A.

Lemme 7.2. Soit A un anneau. Alors A est integre= (0) est un idéal premier.

Démonstration.Exercice. O

La définition est motivée par l'interprétation suivante :

Proposition 7.3. SoientA un anneau intégre ét # p € A\ A*.
(@) (p) < A est (unidéal) premiet p est (un élément) premier.
(b) (p) < A est (un idéal) maximak- p est (un élément) irréductible.

Démonstration.(a) Il suffit de se rappelery | ab < ab € (p).
(b) Soitp = ab aveca,b € A. Doncp | a, donc(p) C (a) < A. La maximalité ddp) implique : soit
(p) = (a) (dans ce caé € A*), soit(a) = A (dans ce cas € A*). Alors p est irréductible. O

Limplication inverse de (b) n’est pas vraie en général, mais elle est vatalple les anneaux princi-
paux :

Proposition 7.4. SoientA un anneau principal e # p € A\ A*. Alors :
(p) < A est (un idéal) maximak p est (un élément) irréductible.

Démonstration.Par (b) de la proposition 7.3 il suffit de démontrete. Soitp donc irréductible et
soitJ < A un idéal tel quep) C J etJ # A. Comme I'anneau est principal, onJa= (j) pour un
j € J. CommeJ n'est pasA, I'élément; n’est pas inversible dans. L'inclusion (p) C (j) implique
J | p, doncp = jb pour unb € A. Commep est irréductible, alors € A* et alors(p) = (j) = J,
montrant quep) est un idéal maximal. O
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La théorie des idéaux premiers et maximaux dans un anneau principahestés simple :

Proposition 7.5. Soit A un anneau principal.
(a) Lesidéaux premiers dé sont(0) et les idéaux principaux engendrés par les éléments premiers.

(b) On suppose ici qud n’est pas un corps. Les idéaux maximauxAlsont les idéaux principaux
engendrés par les éléments premiers.

Démonstration.Tout idéal est principal et par la proposition 6.8 un élénflegtp € A\ A* estirré-
ductible si et seulement s’il est premier. Les propositions 7.3(a) et Giglassurent des équivalences :

(p) premier < p irréductible < (p) maximal.

Il suffit donc de regarder les idéax) aveca = 0 oua € A*. Sia € A%, alors(a) = A et donc(a)
ne peut ni étre maximal ni premier car la définition exfge # A. Finalement on étudi€)) = {0}.
C’est un idéal premier cad est intégre par le lemme 7.2. 4in’est pas un corps, alors il existe
0#a€ A\ A%, donc(0) C (a) € A, alors(0) nest pas maximal. O

Proposition 7.6. SoientA un anneau ef <1 A, I # A un idéal.
(a) I estpremier= A/I estintégre.
(b) I est maximak= A/I estun corps.

(c) I est maximak I est premier.

Démonstration.(a) «=-» : Supposonga + I)(b+ 1) =0+ I. Alorsab+ I = 0+ I, doncab € I.
Commel est premierg € I oub € I. En conséquence,+ I =0+ I oub+ I =0+ I. Nous avons
montré que le seul diviseur de zéro dahd est0 + I, alors,A/I est intégre.

«<=» . Supposons queb € 1. Alors0 + I =ab+ 1 = (a+ I)(b+I). CommeA/I estintegre, on
aa+I=0+Toub+1I=0+1,donca € I oub € I.Cela montre qué est un idéal premier.

(b) «= » : Soita + I # 0+ I. On doit montrer que: + I est inversible. Comme + I # 0 + I,
onaa ¢ I. SoitJ = (I,a), I'idéal engendré pau et I. DoncI C (I,a). La maximalité de/
impligue J = A. Doncl € J,doncl = ¢ + ra pour uni € I etunr € R. En conséquence
1+I=ra+1=(a+I)(r+I),etnousavons trouvé l'inverse.

«<=»: On veut montrer qué est maximal. Soit dond < A un idéal tel qud C J. Soita € J \ I.
Commea ¢ I, 'élémenta + I de A/I posséde un inverse+ I = (a + I)(b + I). La relation
1e€ab+ 1 C JmontreJ = A etdonc la maximalité dé.

(c) I maximal= A/I corps= A/I anneau intégre> I est premier. O

En Algébre 1 nous avons introduit les ensembles d'un point de vue intuitibretrigoureux. Un
traitement strict ne peut se faire que dans un cours de logigue a un mdoeavancé (un tel cours
n'est pas offert a I'UL en ce moment — vous pouvez regarder desslipour plus de détails). Dans
la théorie des ensembles il y a un axiome important : « 'axiome du chbiRans la théorie des
ensembles on montre le « lemme de Zorn » qui dit que I'axiome du choix esténtia I'assertion
suivante.

Iaxiome du choix : SoitX un ensemble dont les éléments sont des ensembles non vides. Alasseilume fonction
f définie surX qui a chaquell € X associe un élément dd. Une telle fonction est appelée « fonction du choix ».
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Axiome 7.7(Lemme de Zorn) SoitS un ensemble non-vide gtune relation d’ordre suiS.2 On fait
I'hypothése suivante : Tout sous-ensenible S qui est totalement ordonA@osseéde un majorafit.
Alors, S contient un élément maximal.

Pour montrer comment appliquer le lemme de Zorn nous démontrons d’almroldespace vectoriel
posséde une base. Sivous avez vu cette assertion dans votre'atmdisre linéaire, alors c’était pour
des espaces vectoriels de dimension finie car le cas général est eufetdént a I'axiome du choix

(et donc au lemme de Zorn).

Proposition 7.8. Soit K un corps ef” # {0} un K-espace vectoriel. Alord/ posseéde un&-base.

Démonstration.On rappelle quelques notions d’algébre linéaire. Un sous-ensembtg finiV” est
appeléK-linéairement indépendarsi la seule combinaison linéaife = dec; agg avecay, € K

est celle o, = 0 pour toutg € G. Plus généralement, un sous-ensemble pas nécessairement fini
G C V est appelé-linéairement indépendassit tout sous-ensemble fili C G estK-linéairement
indépendant. Un sous-ensemidleC V' est appelé un& -bases'il est K-linéairement indépendant

et engendréd’ .

On veut utiliser le lemme de Zorn 7.7. Soit

:= {G C V sous-ensembleG estK-linéairement indépendaht

L'ensembleS est non-vide calG = {v} estK-linéairement indépendant pour touit# v € V.
L'inclusion d’ensembles « » définit une relation d’ordre suf (c’est évident — voir Algébre 1).

On vérifie que I'hypothése du lemme de Zorn est satisfaite :55@it.S un sous-ensemble totalement
ordonné. On doit produire un majorafitc .S pourT’. On posel := |, G. Il est clair queG C £
pour toutG € T. Il faut montrer quel € S, donc queF estK -linéairement indépendant. Séit C £

un sous-ensemble de cardimalOn montre par récurrence engu'’il existe G € T tel queH C G.
L'assertion est claire pout = 1. Supposons-la démontrée pour- 1 et écrivonsH = H' U {h}. Il
existeG’, G € T tels queH' C G’ (par I'hypothése de récurrence car le cardinaFeestn — 1) et

h € G (par le cas» = 1). Par le fait quel” est totalement ordonné, ontaC G’ ou G’ C G. Dans
les deux cas on obtient qu# est un sous-ensemble deou deG’. CommeH est un sous-ensemble
fini d’'un ensemble qui esk-linéairement indépendanf] I'est aussi. DoncF est K-linéairement
indépendant.

Le lemme de Zorn nous donne un élément maxitha S. On montre ques est unei-base dé/. En
tant qu’élément d&, B estK-linéairement indépendant. Il faut démontrer qeiengendrd/. Sup-
posons que cela ne soit pas le cas et premand” qui ne s’écrit pas comme combinaiséflinéaire
des éléments dari3. Alors I'ensemble := BU{v} est aussK-linéairement indépendant, car toute

20n rappelle que par définition les trois points suivants sont satisfaits :
— s < spourtouts € S.

— Sis <tett < spours,t €S, alorss = t.

— Sis<tett <wupours,t,u € S, alorss < u.

3T est totalement ordonné iest ordonné et pour tout couplet € T on as < ¢t out < s.

4g € S est un majorant pouf sit < g pour toutt € T

5m € S est maximal si pour tout € S tel quem < sonam = s.

bC’est-a-dire : tout élément € V s'écrit commev = > a;g; avecn € N, as, ..., a, € K etgi,...,gn € G.



7 COMPLEMENTS DE LA THEORIE DES ANNEAUX 37

combinaisonk -linéaire0 = av + Y " ; a;b; avecn € N, a, a4, ...,a, € K etby,...,b, € B avec
a # 0 donnerait la contradiction =} | =%b; (noter quea = 0 correspond a une combinaison
K-linéaire dansB qui estK-linéairement indépendant). MaiB, C G € S contredit la maximalité

=

deB. O

Dans cette section nous nous intéressons a I'existence des idéaux ma}¥foauba démontrer nous
avons aussi besoin du lemme de Zorn.

Proposition 7.9. Soit A # {0} un anneau. Alorsi posséde un idéal maximal.

Démonstration.On utilise encore le lemme de Zorn 7.7. Soit
S:={I<Aidéal| I # A}.

L'ensembleS est non-vide caf0) € S. Linclusion d’ensembles & » définit encore une relation
d’ordre surs.

On vérifie que I'hypothése du lemme de Zorn est satisfaite :55@it.S un sous-ensemble totalement
ordonné. On doit produire un majorafitc S pourT'. On pose encor& = | J;. I. Il faut démontrer
queE estun idéal ded différent deA. Soientz,y € E eta € A. Il existel,, I, € T tels quer € I,
ety € I,. CommeT est totalement ordonné, on séjt C I, oul, C I,. Soit] = I, U I, alors
I =1I,0ul =1, Alorsz,y € I. Comme c’'est un idéal, ona—y € I C EF etax € I C E.
Cela montre qué?’ est un idéal. Pour montréf # A on suppose le contraire. Dans ce tas E.
Alors il existel € T tel quel € I. Mais cela impliquel = A, une contradiction. Don& est bien un
majorant poufl'.

Le lemme de Zorn nous produit un élément maximat S. Par définition c’est un idéal maximal [

Corollaire 7.10. SoitA # {0} un anneau.
(a) Toutidéall < A, I # A est contenu dans un idéal maximal.

(b) Toutz € A\ A* est contenu dans un idéal maximal.

Démonstration.(a) Soitw : A — A/I la projection naturelle qui envoie sura + I. Par la propo-
sition 7.9 il existe un idéal maximah € A/I. Soit M := 7—!(m) I'image réciproque den par .
Autrement dit,M est le noyau de ’homomorphisme d’anneaux composéd = A/I proj. natrelle
(A/I)/m. Comme cet homomorphisme est surjectif, le théoréme d’isomorphisme donne Fisomo
phisme d’anneau : A/M — (A/I)/m. Puisquem est maximal, par la proposition 7(6!/1)/m

est un corps, dond /M est un corps, dong/ est maximal.

(b) Utiliser (a) aved = (x). O

On finit cette section par la définition du corps des fractions d’'un annge@grénqui généralise de
facon directe la construction des nombres rationnels donnée en Algébédirditon 6.1 et proposi-
tion 6.2).

Définition-Lemme 7.11. Soit A un anneau intégre. Sut x (A \ {0}) on définit une relation

(a,z) ~ (b,y) & ay = bx.
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C’est une relation d’équivalence.

La classe déa, z) est formee de tous lds, y) tel queay = bz, ce qui justifie la notatior§ pour la
classe(a, ).

L'ensemble quotient est nokac(A).

Démonstration.Exercice. O

Proposition 7.12. Soit K := Frac(A) 'ensemble quotient de la définition-lemme 7.11.

(a) Les deux applications

LExK K Yt awtbe
r oy xry
et b b
K x K — K, g-f:za—
r 'y Ty

sont bien définies, c’est-a-dire que leurs définitions ne dépendsmtgsachoix des représentants
(a,z) et(b,y) des classe§ et ”.

(b) (K.+,-,2,1)estun corps.

(c) L'application

a

1:A—- K, aw 1
estinjective et on @(a + b) = t(a) + ¢(b) ete(a - b) = v(a) - 1(b) pour tousa, b € K.

Démonstration.Exercice. O
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Ces exercices sont a rendre le 26/02/2013 au début du cours. iéud/antre vous présentera un des
exercices lors du cours du 05/03/2013.

1. Soit (K,+,-,0,1) un corps (commutatif!). On écritlat, (K) pour les matrices d’ordre (pour
n € N) a coefficients dan£.

00 - 0
00 - 0

(a) Démontrer quéMat,,(K),+, ., <: - :>) est unk-espace vectoriel.
00 - 0

(b) Donner une base de cet espace vectoriel.
(c) On note

GL,(K) := {M € Mat,(K) | M estinversible = {M € Mat,,(K) | det(M) # 0},

appelée groupe général linéaire
Pourn = 2 et K = Fy = Z /27 calculer le cardinal du groupg@Ls (Fs).
Est-ce que c’est un groupe abélien ?

2. Soitn € N5o. Démontrer que I'applicatiod — Z/nZ, a — @ = a + nZ, est un homomorphisme
d’'anneaux.

3. Propriétés des noyaux et des images :
(&) Soity : G — H un homomorphisme de groupes.
Montrez queker(p) est un sous-groupe normal deet queim(y) est un sous-groupe deé.
Donnez un exemple aitn(p) est normal et un exemple ani(¢) n'est pas normal.
(b) Soity : A — B un homomorphisme d’anneaux.
Montrez queker(p) est un idéal del et queim(p) est un sous-anneau de
(c) SoitK un corps (commutatif!) ep : V- — W un homomorphisme d& -espaces vectoriels.

Démontrer quéker(yp) est un souds -espace vectoriel d& et queim(y) est un souds’-espace
vectoriel delV.

A propos. Le concept moderne et abstrait de groupe se développa a travérsmuli§f champs des mathé-
matiques.

La motivation originelle de la théorie des groupes fut la recherche deios@uales équations polyno-
miales de degré supérieur a quatre. Au XIXe siécle, le mathématicien fréhgaiste Galois, dévelop-
pant des travaux précédents de Paolo Ruffini et Joseph-Louiahgegrdonna un critére de résolubilité
d’équations polynomiales particuliéres en termes de groupe de symétriersl@deimes. Les éléments
d’'un tel groupe (appelé groupe de Galois) correspondent a certagmenutations des racines. Les idées
de Galois furent méconnues par ses contemporains et publiées seudetiienposthume. Des groupes



de permutations plus généraux furent étudiés par Augustin Louis Catutchyr Cayley, dans un article
de 1854, donna la premiére définition abstraite d’un groupe fini.

La géométrie fut le second domaine dans lequel les groupes furennsyisggement utilisés, en parti-
culier dans le programme d’Erlangen de Felix Klein, en 1872. Aprés gneuleelles géométries, comme
la géométrie hyperbolique et la géométrie projective, eurent émergé, Kiksa la théorie des groupes
pour les organiser en un systéme cohérent. En prolongeant cesSd@bsis Lie posa les fondations de
I'étude des groupes de Lie en 1884.

Le troisieme domaine qui contribua a la théorie des groupes fut la théorirodasres. Certaines
structures de groupe abélien ont été implicitement utilisées par Carl Frigglaighs dans ses Disquisi-
tiones Arithmeticae (1798), et plus explicitement par Leopold Kroneckel &7, Ernst Kummer mena
les premieres tentatives de preuve du dernier théoreme de Fermat ailgwoybminant en développant
une factorisation des groupes en nombres premiers.

La convergence de ces différentes sources en une théorie dgegraniforme commencga avec le
Traité des substitutions et des équations algébriques (1870) de Camibe.Jdfalther von Dyck (1882)
donna le premier énoncé moderne de la définition d’'un groupe abstragnfdarXXe siécle, les groupes
gagnérent une grande reconnaissance avec les travaux de Rdi@iearg Frobenius et William Burnside,
qui travaillérent sur la théorie des représentations d’'un groupe finiétaithdes représentations modu-
laires de Richard Brauer et les articles de Issai Schur. La théorigolasas de Lie, et plus généralement
des groupes localement compacts fut développée par Hermann Weyl,dflan @t beaucoup d’autres.
Son aspect algébrique, la théorie des groupes algébriques, futabotdiformée par Claude Chevalley,
ala fin des années 1930, puis par le travail essentiel d’Armand Baratqties Tits.

Source http ://fr.wikipedia.org/wiki/Groupe_(mathématiques)
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Ces exercices sont a rendre le 05/03/2013 au début du cours. néud/antre vous présentera un des
exercices lors du cours du 12/03/2013.

a0 - 0
1. Soientn € Ny, (K,+,-,0,1) un corps (commutatif!) ep : K — Mat,(K), a — <Oa 0)
Démontrer quéMat,,(K), ¢) est unek -algébre. v
Noter la correction dans la définition donnée au cours.
2. Soient(A, +,-,0, 1) un anneau commutatif ét<J A un idéal. Dans le cours nous avons démontré :
Soienta, b € A. La classenb + I ne dépend que de la classer I et de la classé + 1.
Ceci nous a permis de faire la définitign+ 1) @ (b+ 1) := ab+ I.
Démontrer :
(@ (A/1,®,®,0+ 1,1+ I) estun anneau commutatif.
Indication : Vous pouvez (et devrez) utiliser que nous savons déjgdylle @, 0+ 1) est un groupe
abélien.

(b) Lapplication « projection naturelle »
T:A—A/l, a—a+1

est un homomorphisme d’anneaux surjectif de ndyagr) = I.
3. SoitA unanneau ef < A unidéal etr : A — A/I la projection naturelle de I'exercice précédent.
Démontrer : L'application

® : {idéaux ded/I} — {idéaux deA qui contiennent },

donnée pad — 7~ !(J) est bijective. L'inverse dé@ estK — 7(K).
Indication : On peut utiliser les résultats de la proposition correspondantdgs groupes.

A propos. L'étude des corps et des anneaux trouve son origine dans I'école atlenda XIXe siécle.
Elle est développée par les mathématiciens Kummer, Dedekind, Kronediliast. Elle nait de I'étude
des équations algébriques, des nombres algébriques et de la rectench démonstration du grand
théoréme de Fermat. Elle conduira & un développement important de 'atpgi¥eale et de la géométrie
algébrique.

Dans le Xe Supplément de sa seconde édition des Lecons sur la théonendeies de Dirichlet,
en 1871, Dedekind considére, & c6té de la notion de corps (Kérpmihdau des entiers d’un corps de
nombres algébriques ; il introduira un peu plus tard d’autres annealagpelle ordres (Ordnung). Mais
c’est David Hilbert qui emploie le terme d’anneau (Ring) pour définir deegtitoujours a I'époque un
anneau commutatif unitaire, dans son Rapport sur les nombres (Zahipeech897 pour la Deutsche
Mathematiker-Vereinigung.

Source http ://fr.w ki pedia.org/w ki/Anneau_unitaire
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Ces exercices sont a rendre le 12/03/2013 au début du cours. iéud/antre vous présentera un des
exercices lors du cours du 19/03/2013.

1. (a) Vérifier la construction de quotients d’espaces vectoriels, ae@te, démontrer la proposition
2.10 du cours.

(b) SoitV = R?, le R-espace vectoriel « standard » de dimengio8oitW = ((1)) le sous-espace
deW engendré par le vecteqt ).
Donner une base de I'espace vectoriel quotiénit”. Démontrer votre réponse.

(c) Démontrer le deuxiéme théoréme d’isomorphisme pour les espaceselsctBoientK” un corps
etV, W desK-espaces vectoriels. Alors, I'application

P V/(VAW) = (V+W)/W, v+ (VNW)—ov+W

est un isomorphism&’-linéaire.
2. Soient4 un anneau commutatif ét J, K <1 A des idéaux. Démontrer :

(@) I NnJestunidéal ded.
(b) I+J:={i+j|iel,je J}estunidéal del.
(€) I-J:={>)_jieje|reN,igel, j € J}estunidéal del.
d I+J=J+1.
e (I-J)-K=1-(J-K).
I (J+K)=1-J+1" K.
3. Calculer I'ordre de tout élément du grouf#®/12Z, +, 0).

A propos. La théorie des corps (commutatifs) se développe tout au long du XIXe s@cigaralléle et
de facon intimement liée avec la théorie des groupes, la théorie des amdaigebre linéaire. Jusqu'a
cette époque, I'algébre s’identifie a la théorie des équations polynomialedeatr résolution. C’est dans
ce contexte qu’apparaissent les premiéres notions de théorie desa@mpdes travaux de Niels Abel et
ceux d’Evariste Galois, méme si la structure n’est pas identifiée explicitement.

Avec la naissance de I'étude des nombres algébriques, motivée paot&Enmes de nature arithmé-
tique, il est devenu nécessaire de préciser explicitement la structuoegde en paralléle avec les notions
d’entier algébrique, et d’anneau. C’est dans ce contexte que lawwe corps est introduite indépen-
damment (et de facons assez différentes) par Richard DedekindpbldeKronecker. Le vocabulaire
actuel vient de de Dedekind qui définit un corps (Kdrper en allemdedt [a raison pour laquelle un
corps quelconque est souvent nommé K) comme un sous-ensemble desoéabs ou complexes stable
par addition, soustraction, multiplication et division.



En 1893 Heinrich Weber donne la premiére véritable axiomatisation des @mmsnutatifs), dans
un article dont le but est de donner une présentation générale de letdédbalois. L'axiomatisation
des théories mathématiques en est encore a ses balbutiements et Webefnmaiblieien sir utilise)
I'associativité de la multiplication.

En 1910, Ernst Steinitz établit la théorie axiomatique des corps dans un méomoia¢eur de I'algebre
moderne.

Légeérement adapté déttp ://fr.w ki pedi a. org/wi ki / Corps_comut ati f
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Ces exercices sont a rendre le 19/03/2013 au début du cours. héud/antre vous présentera un des
exercices lors du cours du 26/03/2013.

1. Dans cet exercice, vous allez démontrer le « théoreme chinois ».
(&) Pour s’échauffer... Soient= 11 etm = 15.
(1) Trouverr,s € Zt.q.1 = rn + ms.
(2) Utiliser (1) pour calculet:, y € Z t.q.

=0 mod (n) et x=1 mod (m)
y=1 mod (n) et y=0 mod (m)

(3) Utiliser (2) pour calculet € Z t.q.
z=2 mod (n) et z=7 mod (m).

Montrer ensuite que peut étre choisi t.qp < z < nm = 165 et que ce choix est unique.
(b) Maintenant en général... Soientm € N-; avecpged(n,m) = 1.
(1) Montrer I'existence de, y € Z t.q.

=0 mod (n) et x=1 mod (m)

y=1 mod (n) et y=0 mod (m)
(2) Soienta,b € Z. Déduire de (1) I'existence dec Z t.q.
z=a mod (n) et z=b mod (m).

Montrer ensuite que peut étre choisi t.qp < z < nm et que ce choix est unique.

(c) Maintenant la version abstraite...Soient eneare. € N+, avecpged(n, m) = 1. Démontrer que
I’lhomomorphisme de groupes

¢: 7 — L/nZxL/mZ, a— (a+nZ,a+mZ)

est surjectif et que son noyau est égalaZ. Puis, déduire du premier théoréme d’isomorphisme
queg¢ induit un isomorphisme : Z/nmZ — Z/nZ x Z./mZ.

(d) Finalement, décrire en une phrase pourquoi I'isomorphigrde (c) est en effet une version abs-
traite de (b).

A propos. La forme originale du « théoréme chinois », contenue dans un livre du matb&mahinois
Qin Jiushao publié en 1247, est un résultat concernant les systéemesgtaances. Selon Zachariou, le
théoréme des restes chinois aurait été découvert antérieurement Gaedss Mais on trouve trace d’'un
probléme analogue dans le livre de Sun Zi, le Sunzi suanjing datantedsiéitle :



Combien I'armée de Han Xing comporte-t-elle de soldats si, rangés par eslohreste

deux soldats, rangés par 5 colonnes, il reste trois soldats et, rangéspl@nnes, il reste
deux soldats ?

On peut penser que les Chinois, férus de calculs astronomiques jp@sentéressés par des concor-
dances de calendrier et qu’ils aient été amenés tres tot a s'intéressegaastions du type :

Dans combien de jours la pleine lune tombera-t-elle au solstice d’hiver ?

Si la question se pose alors qu'il reste 6 jours avant le solstice d’hiv&joairs avant la pleine lune,
la question se traduit par :

Existe-t-il un entier x tel que le reste de la division de x par 365 donne 6 efste de la
division de x par 28 donne 37

La résolution proposée par Sun Zi pour le probléme des soldats estdatsui

Multiplie le reste de la division par 3, c'est-a-dire 2, par 70, ajoute lui lelpitadu reste de
la division par 5, c’est-a-dire 3, avec 21 puis ajoute le produit du resta division par 7,
c’est-a-dire 2 par 15. Tant que le nombre est plus grand que 10%, 166

Enfin, un probléme concernant des pirates et un trésor, tres fréquermitdégour illustrer le théoreme
des restes chinois :

Une bande de 17 pirates possede un trésor constitué de piéces dialediéleur. lls pro-
jettent de se les partager également, et de donner le reste au cuisiniés.dbeioi-ci rece-
vrait alors 3 piéces. Mais les pirates se querellent, et six d’entre etxusEs Un nouveau
partage donnerait au cuisinier 4 piéces. Dans un naufrage ultégels s trésor, six pirates
et le cuisinier sont sauvés, et le partage donnerait alors 5 pieéces cbaternier. Quelle est la
fortune minimale que peut espérer le cuisinier s'il décide d’empoisonnesie des pirates ?

Légérement adapté de :

http ://fr.wikipedia.org/wiki/Théoréme_des_restes_ch inois
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Ces exercices sont a rendre le 26/03/2013 au début du cours. iéud/antre vous présentera un des
exercices lors du cours du 09/04/2013.

1. (a) Dans l'annead = Z/6Z, trouver deux diviseurs de zéuocetb dont la somme est une unité.

(b) Dans l'anneawl = Z /67, trouver deux polynémeg, g € A[X] tels que

deg(f(X)g(X)) < deg(f(X)) + deg(g9(X)).

2. Soitf(X) = X2+ 1 € R[X] et soity : R[X] — C l'unique homomorphisme d’anneaux tel que
o(X)=1i=+—1etp(x) =z pourz € R. Démontrer :

(a) f € ker(y).
(b) F(X) = (X —i)(X +3).
(c) Sig € ker(y) C R[X], alorsg(—i) = 0.
Indication : Utiliser la conjugaison complexe.
(d) Sig € ker(y), alorsf(X) diviseg(X).
(&) ker(p) = f(X)R[X] = {f(X)g(X) | g € RIX]}.
(f) Le théoréme d’isomorphisme donne un isomorphigmeR[X|/(f(X)R[X]) — C.

A propos. Alice, une vieille dame qui a du mal a se déplacer, veut envoyer I'histoisadée qu'elle a
rédigée pendant deux ans, a son ami d’enfance Robert qui hahit&/dik et qu’elle n’a pas vu depuis
soixante ans. Comme elle ne peut pas aller a la poste elle-méme, elle devrait sonfhistoire a sa fille
Gwendoline. Mais I'histoire de sa vie contient bien des passages quedBlivenne doit pas connaitre.
Connaissant sa fille, elle sait qu’elle ouvrirait la lettre dés qu’elle en darpissibilité. Elle réfléchit un
peu et elle trouve une idée : Elle met I'histoire de sa vie dans une boite etlfebu#ie avec un cadenas
dont elle seule a la clé. Puis, elle demande a sa fille de porter la boite a la pbstéespédier a Robert
qui la recoit une semaine aprés. Comme Robert n'a pas la clé du caderiagas acces a I'histoire
d’Alice. Lui aussi il réfléchit... Deux semaines plus tard, il a lu I'histoireGetendoline ne la connait
toujours pas.

Comment Alice et Robert ont-ils fait ?

Ceci est une version duo key protocol de Shamir.
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Ces exercices sont a rendre le 09/04/2013 au début du cours. néud/antre vous présentera un des
exercices lors du cours du 16/04/2013.

1. Soientf(X) = X° +4X* +4X% +4X?2 +4X +3,9(X) = X? +2X — 3 € Q[X]. A laide
de l'algorithme d’Euclide, calculez le pgced (unitairéd)X) de f(X) et g(X) et représentez-le en
combinaisorQ[X]-linéaire :

d(X) = a(X) f(X) 4+ b(X)g(X).

2. Soitb € N9 (la «base »). Pout € N etag, ay,...,ar € {0,1,2,...,b— 1} nous considérons I'entier
positif

l
n:i= Z a; b’
i=0

gue nous notons aussiy as_1 ... aj ap)y. Nous disons quéuy as_1 ... aj ag), €St ledéveloppement
b-adique den.

Exemple : Poub = 10 nous avong327)9 = 327. Pourb = 2 nous avong1101), = 13.

(@) Quel nombre naturel est représenté par le développeettique(9821),9 ?

(b) Quel nombre naturel est représenté par le développerreatiue(1361); ?

(c) Quel nombre naturel est représenté par le développelvatiiue(1100101), ?

(d) Calculer le développemefitadique del 99.

(e) Calculer le développemeradique del 99.

(f) Soitb € N>o. Démontrer que tout € N peut étre eécrit comme = (agas—1 ... aj ap), avec des
uniques/ € N etag, a1,...,a; € {0,1,2,...,b— 1} tels quea, # 0.
MOn : Division euclidienne.

A propos. La premiére référence ayant influencé le monde mathématique sur la quiEstaulivision
euclidienne est le livre VII, des Eléments d’Euclide datant d’environ @@ avant J.-C.. On y trouve
la premiere définition théorique de la division et I'étude de ses conséegieGette branche des mathé-
matiques prend le nom d’Arithmétique. Elle traite essentiellement des questidastpur les nombres
entiers.

Certains mathématiciens comme Diophante d’Alexandrie puis, bien plus tand &&Fermat com-
prennent la richesse de cette branche des mathématiques. lIs établistguesg résultats comme le petit
théoréme de Fermat et formulent des conjectures comme le théoréme desadésxde Fermat ou le
grand théoreme de Fermat. Un outil théorique important est I'analyse alesgiés du reste de la division
euclidienne des membres d’'une égalité d’entiers.

Citéde:http ://fr.w ki pedi a. org/ wi ki / Anneau_eucl i di en
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Ces exercices sont a rendre le 16/04/2013 au début du cours.

1. Trouver un générateur pour chacun des idéaux principauxgsiva
(@) (7,3) <2,
(b) (7,—84) < Z,
(©) (11)N(91,39) < Z,
(d) (X3 +17X%+29X, X% +2X) <Q[X].
2. Démontrer que I'idég(2, X') deZ[X] (c’est-a-dire, I'idéal d&Z[ X | engendré pak et X') n’est pas un
idéal principal.
3. Notonsi = v/—1 € C. SoitZ]i] 'ensemble{a + ib € C | a,b € Z}, appelé leentiers de Gaull
(a) Démontrer qué&[i] est un sous-anneau e
(b) Soits : Z[i] — C l'application donnée pat + bi +— a® + b> = (a + ib)(a — ib) = |a + ib|?.
Démontrer qué|i] est un anneau euclidien pour la fonctitin

Indication : Pour obtenir la division euclidienne de- bi parc + id # 0, choisissez + i f € Z]i]
«prés » du quotiert e C.

A propos. Les entiers de GauR ont été découverts alors que Gaul recherchelutien & la question
des congruences des carrés étudiée dans un premier temps par Fatendorealise la notion de résidu
quadratique et conjecture la solution, c’est-a-dire la loi de réciprocaéirqtique. Legendre reprend le
théoreme et propose une preuve incompleéte et insuffisante.

A l'age de 18 ans, GauR démontre le théoréme. La démonstration est pubiséeris plus tard. Il
considére cette loi comme le joyau de I'arithmétique, I'appelant méme le « théoiénse Bour résoudre
cette question, il découvre un ensemble : celui des entiers qui portertemain son nom. lIs bénéficient
des mémes propriétés arithmétiques que les entiers relatifs. On y trouve lardatiglidienne, I'équi-
valent du lemme d’Euclide, de I'identité de Bézout, des hombres premierstbédreme fondamental
de l'arithmétique. A l'aide de cette structure, il redémontre le théoréme descderés conjecturé par
Fermat et démontré par Euler et ouvre la voie de I'arithmétique modulaire.

L'étude de ce type de structure est alors largement développée paattesmaticiens comme Dedekind
ou Hilbert et prend le nom de théorie des anneaux.

Adaptéde http ://fr.w ki pedi a. org/wi ki/Entier_de_Gauss
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Ces exercices qui ne sont pas a rendre vous préparent au dewveitlé du 23/04/2013.

1. Soitb € N> (la « base »). Pout€ N etag, aq,...,a0 € {0,1,2,...,b—1} nous considérons I'entier
positif

14
n = E a;b
=0

gue nous notons aussiy as—1 ... aj ap)y. Nous disons quéuy as—1 ... aj ag), €St ledéveloppement
b-adique den.

(@) Quel nombre naturel est représenté par le développevetitjue(10010111)9 ?

(b) Calculer le développemeptadique de361.

2. Soientf(X) = X64+4X24+7X+3,g(X) = X2+ X —3 € Q[X]. Alaide de I'algorithme d’Euclide,
calculez le pgcd (unitaire)(X) de f(X) etg(X) et représentez-le en combinais@pX]-linéaire :

d(X) = a(X)f(X) 4+ b(X)g(X).

3. (a) SoitK un corps. Combien d'idéaux posséee? Dresser la liste compléte des idéauxide
(b) SoientK un corps,A un anneau différent df0} ety : K — A un homomorphisme d’anneaux.
Démontrer :p est injectif.
4. Soit A un anneau commutatif. Un élémente A est appeléilpotents’il existen € N t.q. 2" = 0.
Démontrer :
(@) Six € A estnilpotent, alor$ + x est une unité dand.
Indication : Somme géométrique.
(b) Siz € A estnilpotent etr € A* est une unité, alorg + = est aussi une unité daus
Indication : Utiliser (a).

(c) (Exercice supplémentaire) SoitX) = a, X" + ap, 1 X" 1 + -+ + a1 X +ap € A[X] un
polynéme. Alors :

f(X) estune unité dand[X| < ag € A etay,...,a, sont nilpotents dand.

Indication : < : Utiliser (b). = : Par récurrence (pour > 1) : Sib,, X™ + - - - + by est I'inverse
de f(X), montrer par récurrence (suy quea’*'b,,_, = 0 et en déduire que,, est nilpotent;
ensuite, utiliser (b) pour réduire le degré.
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Ces exercices sont a rendre le 30/04/2013 au début du cours. iéud/antre vous présentera un des
exercices lors du cours du 07/05/2013.

1. SoitFy = Z/27Z le corps a deux éléments. On considére le polyn@ie) = X2 + X + 1 € Fo[X].
(a) Démontrez qug (X ) est un élément irréductible d&[X].
(b) SoitR :=Fo[X]/(f(X)). Faites une liste des éléments@éil y en a 4).

(c) Nous savons quR est un anneau commutatif. Ecrivez la table d’addition et la table de multiplica-
tion de R. Déduisez quer est un corps a 4 éléments.

(d) (Exercice supplémentaire) Trouvez un corps a 16 éléments et pa a@7 éléments. (N'écrivez
pas les tables d’addition et de multiplication!)

2. Nous savons qué[i| = {a + bi € C | a,b € Z} est un anneau euclidien, donc un anneau principal.
On al'égalité2 = (1 +4)(1 — 7). Démontrer :
(@) 1+ etl—isontassociés daiFi|.
(b) 1+ 4 estirréductible danZ[i] (donc premier par la proposition 6.6 du cours).

Ces calculs ont donné la factorisationZlen éléments premiers daig].
3. Considérons I'annedfi\/—5] = {a + by/—5 € C| a,b € Z}. On a'égalité

6=2-3=(1++v-5)(1—+V-5).

(a) Démontrer qué et —1 sont les seules unités dahs,/—>5].
(b) Déduire qud + /5, 1 — /=5, 2 et3 ne sont pas associés deux a deux d&Ré—5).
(c) Démontrer qué + /5, 1 — /=5, 2 et3 sont irréductibles dari&[/—5].

Ces calculs montrent qugé ne s’écrit pas de fagon unique comme produit d’éléments irréductibles
(donc, dans la terminologie a introduire dans le colifg,—5] n’est pas un anneau factoriel).

A propos. Pour le loisir mathématiques : des BD gratuites sur :
http://ww. savoi r-sans-fronti eres. com
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Ces exercices sont a rendre le 07/05/2013 au début du cours. iéud/antre vous présentera un des
exercices lors du cours du 14/05/2013.

1. SoientA un anneau ef < A un idéal. Démontrer : S'il existe une unitéc A* telle queu € I, alors
1= A.

2. Dans cet exercice vous allez construiredeps des fractions d’'un anneau intégrel. La construction
est une généralisation directe de la construction des nombres rati@agdartir des entiers relatis
(voir Algébre 1, 6.1 et 6.2).

Soit A un anneau intégre. Sur x (A \ {0}) on définit une relation
(a,z) ~ (b,y) < ay = bz.

(a) Démontrer : C’est une relation d’équivalence et la classe de) est formée de tous lé$, y) tels
queay = bzx.

On utilisera la notatior§ pour la classéa, z). Lensemble quotient est nok&ac(A). Pour la suite
on poseK := Frac(A).

(b) Démontrer : Les deux applications

b b
FEXK K, Y4l W0

zy

et -
KxK -k 2.2.=2%2

vy ay

sont bien définies, c’est-a-dire que leurs définitions ne dépendsitgsachoix des représentants
(a,x) et(b,y) des classe§ et 2.

(c) Démontrer (K, +, -, %, %) est un corps, c’est leorps des fractionsde A.
(d) Démontrer : L'application
t:A—- K, a— %

estinjective eton a(a + b) = «(a) + ¢(b) etie(a-b) = ¢(a) - 1(b) pour tousa, b € K.

A propos. Dix mathématiciens honnétes et sincéres sont assis I'un derriére 'autaeatea ce que le
premier ne voie personne d’autre, le deuxieme ne voie que le premier, Iérreiae voie que le premier
et le deuxiéme, etc. On leur met des chapeaux rouges ou jaunes. rieersonoit la couleur de son
chapeau. Dés qu’un des mathématiciens connait la couleur de sonwhéged la dire. On leur donne
I'information qu’il y a au moins un chapeau de chaque couleur.

Est-ce que le premier mathématicien connaitra la couleur de son chapeau ?
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Ces exercices sont a rendre le 14/05/2013 au début du cours. L’'un/une d’entre vous présentera un des
exercices lors du cours du 21/05/2013.

1. (a) Soient K un corps et f € K[X] un polyndme de degré 2 ou 3. Démontrer 1’équivalence :
f estirréductible < f(a) # 0 pour tout a € K.

(b) Dresser la liste complete de tous les polynomes irréductibles de Fo[ X] de degré 1,2, 3.

(c) Donner un exemple qui montre que 1’équivalence dans (a) n’est pas vraie pour les polyndmes de
degré > 4.

(d) Nous savons que Fo[X] est un anneau factoriel. Calculer la factorisation en polyndmes irréductibles
de X8+ X"+ X +1 € Fy[X].

2. Cet exercice utilise le corps des fractions introduit sur la feuille 10.

(a) Soit K un corps commutatif. On pose A := K[X] (on sait que c’est un anneau inteégre) et
K(X) := Frac(K[X]); K(X) est appelé le corps des fractions rationnelles (a une indéterminée).
Démontrer que toute classe d’équivalence (f(X),g(X)) dans K(X) a un unique représentant
(a(X),b(X)) avec pged(a(X),b(X)) = 1 et b(X) # 0 unitaire.

Calculer ce représentant dans I’exemple (X2 4+ 2X + 1,1 — X?) = % € Q(X).

(b) Soient K un corps et A C K un sous-anneau. Démontrer que A est un anneau intégre et que le

corps des fractions de A est contenu dans K.

Indication : écrire un homomorphisme naturel Frac(A) — K.

(c) Trouver un anneau A t.q. Z C A C Q et déterminer Frac(A).

A propos. Une illustration de I’ Axiome du choix due a Bertrand Russell

Bertrand Russell disait a propos de I’axiome du choix : Pour choisir une chaussette plutdt que I’autre
pour chaque paire d’une collection infinie, on a besoin de 1’axiome du choix. Mais pour les chaussures, ce
n’est pas la peine.

Explication :

e Quand on dispose d’une paire de chaussettes quelconque, on n’a aucun moyen a priori de distinguer
une chaussette de 1’autre, ce sont des objets a priori identiques et méme si chaque matin on arrive a
choisir celle qu’on va mettre en premier, on serait bien en peine de trouver un procédé général qui
nous permette de renouveler I’exploit éternellement.

e Pour les chaussures, il existe un moyen de choisir qui marche tout le temps (une fonction de choix
naturelle) : choisir toujours la chaussure gauche (ou droite) puisqu’il y a toujours une chaussure
gauche et une chaussure droite.

Citéde: http://fr.wikipedia.org/wiki/Axiome_du_choix
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Ces exercices sont a rendre le 21/05/2013 au début du cours. iéud/antre vous présentera un des
exercices lors du cours du 28/05/2013.

1. SoitA un anneau. Démontrer :

A estintégre= (0) est un idéal premier.

2. Lesquels des idéaux suivants sont premiers, lesquels sont maxibémaohtrer les réponses.

(@) (3) <

(b) (7) N ( )<z

(©) (289 255) QZ

(d) (X*+1) <Q[X]

(e) (X*+1) aC[X]

(M (X*+1) QFs[X]

(@ (X?+1) aF7[X]

(h) (0)<Z/57Z

(0) < Z/537Z
) (X?-1,X2+ X +1) <Q[X]

(k) (X2 + X +1,2) 9 Z[X].

. (a) Soienp un nombre premier ef(X) = Z?:o a; X* € Z[X] un polyndme unitaire de dege Soit
I = (p, f(X))I'idéal deZ[X] engendré pap et f(X).

On notef(X) = Zfzoaﬁ-X" € F,[X] la réduction def modulop (ol @; est la classe de;
modulop). En utilisant 'application « réduction des coefficients moduoZ[ X | — F,[X] suivie
par I'application « projection ¥,[X] — F,[X]/(f(X)) et le premier théoréme d'isomorphisme,
démontrer qué[X]/I estisomorphe &,[X]/(f(X)).

(b) On suppose de plus qyéX) est un élément irréductible d&,[X]. Déduisez de (a) que l'idéal
I = (p, f(X)) < Z[X] estun idéal maximal.

(c) (Exercice supplémentaire) Sdit< Z[X] un idéal maximal. Démontrer qu'’il existe un nombre
premierp et un polynéme unitairgf(X) € Z[X] t.g. I = (p, f(X)) et f(X) est un élément
irréductible deF,[X].

Indication : Démontrer d’abord que le cori§X|]/I est de caractéristique > 0. Déduire quel
contient le nombre premier. Utiliser ensuite que le cors{X]/I estisomorphe &,[X]/(f(X))
pour un certain polyndme irréductibf§ X) € F,[X], carF,[X] est un anneau principal. Fina-
lement, démontrer qué = (p, f(X)) ou f(X) est n'importe quel polyndme unitaire daAgX |
dont la réduction modulp estf(X).

(I)

A propos. D’aprés mon expérience, les démonstrations ol entrent en jeu des mpdinest étre abré-
gées de moitié si I'on expulse les matrices.
(Emil Artin, Algébre géométrique, Chapitre 1)



