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Motivation

On aimerait connaitre G = Gal(Q|Q)...
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Motivation

On aimerait connaitre G = Gal(Q|Q)...
C’est difficile ! Mais...

Chaque forme modulaire f =" -, anq"

(propre pour les opérateurs de Hecke et normalisée),
disons de poids £ et de niveau N, nous donne une
representation galoisienne impaire et semi-simple

pr: Gg — GLa(Fp)

t.g. ps et non-ramifiee en dehors de Np
et 'arithmeétique de p, est refletée dans les @; pour chaque

premier [+ Np pour une application fixe = : Z —» F,,.
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Chaqgue représentation galoisienne impaire, irréductible
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Motivation

Chaque représentation galoisienne impaire, irreductible
Gg — GLQ(IETP)
provient d’une forme modulaire comme ci-dessus.

Il y a des formules pour le niveau N et le poids .

Si on sait calculer les coefficients a;, on sait :
calculer des proprietés des p; et

verifier la conjecture de Serre.
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Motivation

Notons : La representation p; ne dépend que de la réduction

a; des coefficients, c.a.d. de la réduction de la forme
modulaire !
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Notons : La representation p; ne dépend que de la réduction

a; des coefficients, c.a.d. de la réduction de la forme
modulaire !

Il y a une théorie en géometrie algebrigue de formes

modulaires sur le corps F, (Sipt N) :
les formes modulaires de Katz.
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Motivation

Notons : La representation p; ne dépend que de la réduction

a; des coefficients, c.a.d. de la réduction de la forme
modulaire !

Il y a une théorie en géometrie algebrigue de formes

modulaires sur le corps F, (Sipt N) :
les formes modulaires de Katz.

On voudrait faire le calcul des @; directement sur I, et pas
en caractéeristigue zéro !
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La courbe modulaire Y (1)

SLo(Z)\H =Y (1) LN { Courbes elliptiques / C }/ =

T — C/(ZT + 7Z)

Domaine fondamental (Y (1)):




La courbe modulaire Y;(N)

[y(N) = {(?0) € SLa(Z) | (“5) = ({*) mod N}.




La courbe modulaire Y;(N)

[y(N) = {(?0) € SLa(Z) | (“5) = ({*) mod N}.

T(N\H=Yi(N) <  {(E/C,P)}/=

T —  (C/(Zt+7Z),1/N)
#® [ courbe elliptique sur C et
® P ¢ FE pointdordre V.




La courbe modulaire Y;(N)

[y(N) = {(?0) € SLa(Z) | (“5) = ({*) mod N}.
DN\H=Yi(N) <% {(B/C,P)}/ =
T —  (C/(ZT+7Z),1/N)
#® F courbe elliptique sur C et
® P c E pointdordre N.

Exemple Y;(5):

Genus: 0

1] 0.456
1
12 widths: 1, 5, 5, 1
ive index)
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Courbes modulaires sur?

Pour N > 5 il y a une courbe projective et lisse sur Z|[1/N]|
X1(N)z[1/n]

avec partie ouverte Y1(N)z /n 1.0 Y1(N)zq,n(C) estla
courbe analytique ci-dessus.

On peut faire des changements de base pour chaque
Z|1/N]-algebre R.
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Correspondances de Hecke

T; pour Y1 (N)(C):

(E.PC)e Y1.0(N > (E,P,CY)

/AN

(E,P) € Yl > (E/C,,P




Correspondances de Hecke

T; pour Y1 (N)(C):

EPCz€Y1()Nl EPCZ

/AN

(E,P) € Yl > (E/C,,P

Ces correspondances peuvent étre définies sur Yi(N)g.
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Correspondances de Hecke

T; pour Y1 (N)(C):

EPCz€Y1()NZ EPCZ

/AN

(E,P) € Yl > (E/C,,P
Ces correspondances peuvent étre définies sur Yi(N)g.
Via I'image reciprogue de 3, suivie par I'application trace le

long de o« on obtient des opérateurs de Hecke sur des
groupes de cohomologie.
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Formes modulaires de Katz surRk

Il existe une courbe eIIiptiqueOuniverseIIe

B T =Y (N)g.
SOlt ng(N)R — O*QEEDW/Y;L(N)R'
On définit 'espace des formes modulaires de Katz

(parabolique) S, (I'1(N), R) de poids k et de niveau N
comme le sous-module de

k
f S HO(Y].(N)R7£%UIHV/Y1(N)R)
dont les ¢g-développements n'ont que des termes positifs
(on les obtient a I'aide de la courbe de Tate).
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Formes modulaires de Katz surRk

Il existe une courbe eIIiptiqueOuniverseIIe

B "Y1 (N)g.
SOlt ng(N)R — O*QEEMV/Y;L(N)R'

On définit 'espace des formes modulaires de Katz
(parabolique) S (I'1(N), R) de poids k et de niveau N
comme le sous-module de

IS HO(Yl(N)RvggﬁniV/lﬁ(N)R)

dont les ¢g-développements n'ont que des termes positifs
(on les obtient a I'aide de la courbe de Tate).

La correspondance de Hecke 7; sur Y;(/N)r donne
I'opérateur de Hecke usuel pour les formes modulaires
(c.a.d. méme action sur les ¢-développements).
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Formes modulaires de Katz surf,

Pour R = C : holomorphe = Katz.

Chaque réduction d’'une forme modulaire holomorphe (dont
le ¢-développement standard est dans Z) est une forme
modulaire de Katz sur F,,.
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Pour R = C : holomorphe = Katz.

Chaque réduction d’'une forme modulaire holomorphe (dont
le ¢-développement standard est dans Z) est une forme
modulaire de Katz sur F,,.

Pour I';(N) avec N > 5 et poids k£ > 2 chaque forme de
Katz sur IF, peut étre relevée a une forme holomorphe.
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Formes modulaires de Katz surf,

Pour R = C : holomorphe = Katz.

Chaque réduction d’'une forme modulaire holomorphe (dont
le ¢-développement standard est dans Z) est une forme
modulaire de Katz sur F,,.

Pour I';(N) avec N > 5 et poids k£ > 2 chaque forme de
Katz sur IF, peut étre relevée a une forme holomorphe.

Pour le poids k£ = 1 il y a plus de formes de Katz sur [, que
de formes holomorphes.

Dans le contexte de la conjecture de Serre les formes de
poids 1 sont associées aux représentations qui sont
non-ramifiees en p.
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Vue d’ensemble
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Vue d’ensemble

Symboles modulaires

Algebres de Hecke

Courbes modulaires

Representations

Formes modulaires A
galoisiennes
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Eichler-Shimura

On dénote par C|.X, Y]._s les polynOmes homogenes de
degré k — 2 (sur C). Ecrivons I' = T';(N).

L'isomorphisme d’Eichler-Shimura :

Sk(ra (C) N2 Sk(ra (C) = H[%ar(rv (C[Xv Y]k 2)
=~ Hpor(Yi(N)(C),"CLX, Y]—2").
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Eichler-Shimura

On dénote par C|.X, Y]._s les polynOmes homogenes de
degré k — 2 (sur C). Ecrivons I' = T';(N).

L'isomorphisme d’Eichler-Shimura :

Sk(rv (C) 8% Sk(rv CC) = Héar(rv (C[Xa Y]k—Z)
=~ Hper(Y1(N)(C),"CLX, Y]k—2").

Les correspondances de Hecke donnent des opérateurs de
Hecke sur les deux cotés.

Lisomorphisme d’Eichler-Shimura est compatible avec
I'action de Hecke.
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Eichler-Shimura

On dénote par C|.X, Y]._s les polynOmes homogenes de
degré k — 2 (sur C). Ecrivons I' = T';(N).

L'isomorphisme d’Eichler-Shimura :

Sk(rv (C) 8% Sk(rv CC) = Héar(rv (C[Xa Y]k—Z)
=~ Hper(Y1(N)(C),"CLX, Y]k—2").

Les correspondances de Hecke donnent des opérateurs de
Hecke sur les deux cotés.

Lisomorphisme d’Eichler-Shimura est compatible avec
I'action de Hecke.

En général, Eichler-Shimura est faux avec Z, ou F, au lieu
de C.
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Cohomologie de groupes

Lemme de Shapiro :
HYT, V) =~ HY(PSLy(Z), Homr (PSLs(Z), V)).
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Cohomologie de groupes

Lemme de Shapiro :
HY(T, V) =2 HY(PSLy(Z), Homr (PSLy(Z),V)).

Soiento = (°') et7 = (') dans PSLy(Z).

On a PSLy(Z) = (o) * (T).




Cohomologie de groupes

Lemme de Shapiro :
HY(T, V) =2 HY(PSLy(Z), Homr (PSLy(Z),V)).

Soiento = (°') et7 = (') dans PSLy(Z).
On a PSLy(Z) = (o) * (T).
Posons M = Homp(PSLa(Z), V).

La suite exacte de Mayer-Vietoris donne :

0 — M=) s Ao g M M — HY(PSLo(Z), M) — 0.
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Symboles modulaires

Alors,
HYT, RIX,Y]p_2) = M/ (M) + M),

On a M = R[['\PSLy(Z)] ®r R[X,Y])_o.
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Symboles modulaires

Alors,
HYT,RIX,Y]p_0) = M/(M'9) + M),

On a M = R[['\PSLy(Z)] ®r R[X,Y])_o.

On appelle ce module le module des symboles modulaires
(en présentation de Manin) de poids k et de niveau N sur
'anneau R.

Hpo(T, R[X,Y];—2) correspond a un certain sous-espace :
le noyeau de I'application de bord.
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|’algebre de Hecke

Soit Ty I'algebre de Hecke sur Si(T', R),
c.a.d. R[Tl, 1o, .. ] C End(Sk(F, R))




|’algebre de Hecke

Soit Ty I'algebre de Hecke sur Si(T', R),
c.a.d. R[Tl, 1o, .. ] C End(Sk(F, R))

Eichler-Shimura : Si.(T', C) & Si(T,C) = Hp, (T, C[X, Y]i_2).

(a) Hpar(T',C[X,Y]_2) €st un Tc-module fidéle.
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|’algebre de Hecke

Soit Ty I'algebre de Hecke sur Si(T', R),
c.a.d. R[Tl, 1o, .. ] C El’ld(Sk(F, R))

Eichler-Shimura : Si.(T', C) & Si(T,C) = Hp, (T, C[X, Y]i_2).

(a) Hpar(T',C[X,Y]_2) €st un Tc-module fidéle.
(b) Hpar(T',C[X,Y])_2) €St un Te-module libre de rang 2.
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Calcul des formes modulaires

Si
(a) Hpa(T', R[X,Y];_2) €stun Tr-module fidele et

(b) 'lhomomorphisme
HomR(TR, R) — Sk(Fl(N), R), f — anl f(Tn)qn
est un isomorphisme (formes modulaires holomorphes,
de Katz si N inversible dans R), c.a.d. que les
g-développements caracterisent les formes modulaires,

alors le calcul de S, (I'1(N), R) se fait en n’utilisant que de
I'algebre linéaire sur R.
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Calcul des formes modulaires

Si
(a) Hpa(T', R[X,Y];_2) €stun Tr-module fidele et

(b) 'lhomomorphisme
HomR(TR, R) — Sk(Fl(N), R), f — anl f(Tn)qn
est un isomorphisme (formes modulaires holomorphes,
de Katz si N inversible dans R), c.a.d. que les
g-développements caracterisent les formes modulaires,

alors le calcul de S, (I'1(N), R) se fait en n’utilisant que de
I'algebre linéaire sur R.

En fait, Ty est determiné par les opérateurs 77, ...,Tg avec
. k 1
B la borne de Sturm : B = N?g; [[;v(1 — ).
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Questions

(a) Est-ce que Hp, (T, Fy[X,Y]j_2) est un T, -module
fidele?

(b) Est-ce que Hp, (T, F,[X,Y];_2) est un Tg, -module libre
de rang 27
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Questions

(a) Est-ce que Hp, (T, Fy[X,Y]j_2) est un T, -module
fidele?

(b) Est-ce que Hp, (T, F,[X,Y];_2) est un Tg, -module libre
de rang 2?

# (b) implique (a).

# (b) est vrai localement aux formes modulaires
p-ordinaires et p-distinguées (Wiles, Hida, Emerton,
Pollack, Weston).

® (b) estvraisi k <p-—1vialathéorie de Hodge p-adique
(Faltings, Fontaine, Messing, Edixhoven).

#® (a)estvraipourp=2etk <p+1=3(Edixhoven).
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Questions

(a) Est-ce que Hp, (T, Fy[X,Y]j_2) est un T, -module
fidele?

(b) Est-ce que Hp, (T, F,[X,Y];_2) est un Tg, -module libre
de rang 27

# (a) et (b) sont faux en géeneral pour les formes

modulaires non-ordinaires de poids k > p + 2.

# Pas de contre-exemple a (a) connu pour les formes
modulaires avec 2 < k£ < p + 1.
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Questions

(a) Est-ce que Hp, (T, Fy[X,Y]j_2) est un T, -module
fidele?

(b) Est-ce que Hp, (T, F,[X,Y];_2) est un Tg, -module libre
de rang 27

# (a) et (b) sont faux en géeneral pour les formes
modulaires non-ordinaires de poids k > p + 2.

# Pas de contre-exemple a (a) connu pour les formes
modulaires avec 2 < k£ < p + 1.

Théoréme: (@) est vrai pour les formes modulaires ordinaires
SI2<k<p+1.
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Formes modulaires de poids 1

Corollaire: Les formes modulaires de poids un sur F,
peuvent étre calculées via les symboles modulaires sur F,
de poids p et de niveau N.
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Formes modulaires de poids 1

Corollaire: Les formes modulaires de poids un sur F,

peuvent étre calculées via les symboles modulaires sur F,
de poids p et de niveau N.

Evidemment, Eichler-Shimura ne s’applique que pour k& > 2
directement.
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Formes modulaires de poids 1

Corollaire: Les formes modulaires de poids un sur F,
peuvent étre calculées via les symboles modulaires sur F,
de poids p et de niveau N.

Evidemment, Eichler-Shimura ne s’applique que pour k& > 2
directement.

Frobenius : S1(T'1(N),F,) — S,(T1(N),F))

Limage de Frobenius, c'est les formes f = -, a,¢" de
poids p t.q. a,, = 0 Si p 1 n.
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L'idée du théoreme

Le poids 3 < k£ < p pour le niveau N (pour p1 N) est en
rapport avec le poids 2 pour le niveau Np.
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L'idée du théoreme

Le poids 3 < k£ < p pour le niveau N (pour p1 N) est en
rapport avec le poids 2 pour le niveau Np.

Par exemple, soit f € Sy(Np, GNX];_Q,Z) une forme propre.
Ici, x,, c’est le caractere cyclotomique et ey : (Z/NZ)* — 7"
Ona:

® (v)nf =en(x)f resp.

® (z)pf =x; (@)f
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L'idée du théoreme

Le poids 3 < k£ < p pour le niveau N (pour p1 N) est en
rapport avec le poids 2 pour le niveau Np.

Par exemple, soit f € Sy(Np, eNX’;—z,Z) une forme propre.
Ici, x,, c’est le caractere cyclotomique et ey : (Z/NZ)* — 7"
Ona:
® (v)nf =en(x)f resp.
® (z)pf =x; (@)f

k—1

Alors, py ale déterminant exxy ?x, = enxp
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L'idée du théoreme

Le poids 3 < k£ < p pour le niveau N (pour p1 N) est en
rapport avec le poids 2 pour le niveau Np.

Par exemple, soit f € Sy(Np, eNX’;—Q,Z) une forme propre.

Ici, x,, c’est le caractere cyclotomique et ey : (Z/NZ)* — 7"
Ona:

® (v)nf =en(x)f resp.
® (z)pf =xp 2(2)f.

Alors, p; a le déterminant exy* =2y, = eyxt1,

le méme qu’ont les représentations galoisiennes pour le
poids & et le niveau N sur F,,.
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Niveau Np

Problemes:

® X (Np) n'estlisse et projective que sur Z[1/Np].
Changement de base vers F, est impossible.
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Niveau Np

Problemes:

® X (Np) n'estlisse et projective que sur Z[1/Np].
Changement de base vers F, est impossible.

# lln'y a pas de "bonne" théorie de formes modulaires
sur [F, en niveau Np.

En particulier,
{f € S3(Np,C) | ¢ — développement dans Z} ® Z,
n'est pas bien : cela n'est pas invariant sous w,.
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Niveau Np

Problemes:

® X (Np) n'estlisse et projective que sur Z[1/Np].
Changement de base vers F, est impossible.

# lln'y a pas de "bonne" théorie de formes modulaires
sur [F, en niveau Np.

En particulier,

{f € S3(Np,C) | ¢ — développement dans Z} ® Z,
n'est pas bien : cela n'est pas invariant sous w,.

# Une différente structure intégrale est nécessaire !
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Niveau Np - géometrie modyp

Solution: (Deligne-Rapoport, Katz-Mazur, Gross)
Solent K := Q,((p) et O = O = Z,|(p).

X1(Np) aun modele régulier et stable X» sur O :
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Niveau Np - géometrie modyp

Solution: (Deligne-Rapoport, Katz-Mazur, Gross)
Solent K := Q,((p) et O = O = Z,|(p).

X1(Np) aun modele régulier et stable X» sur O :
® X = Xl(Np)K

® Xy, se compose de deux courbes lisses (les courbes

d’'lgusa [;(N) et E1(/N)) qui se coupent
transversalement dans les points supersinguliers.
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Niveau Np - géometrie modyp

Solution: (Deligne-Rapoport, Katz-Mazur, Gross)
Solent K := Q,((p) et O = O = Z,|(p).

X1(Np) aun modele régulier et stable X» sur O :
9o XK — Xl(Np)K
® Xy, se compose de deux courbes lisses (les courbes

d’'lgusa [;(N) et E1(/N)) qui se coupent
transversalement dans les points supersinguliers.

Soit (2,0 le faisceau des formes différentielles regulieres :
c’est le faisceau dualisant de X — Spec(O); il est inversible.
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Niveau Np - géometrie modyp

Solution: (Deligne-Rapoport, Katz-Mazur, Gross)
Solent K := Q,((p) et O = O = Z,|(p).

X1(Np) aun modele régulier et stable X» sur O :
® X = Xl(Np)K

® Xy, se compose de deux courbes lisses (les courbes
d’'lgusa [;(N) et E1(/N)) qui se coupent
transversalement dans les points supersinguliers.

Soit (2,0 le faisceau des formes différentielles regulieres :
c’est le faisceau dualisant de X — Spec(O); il est inversible.

La structure intégrale désirée, c'est L := H’(Xp, Qx/0).
Ona: L=LQF,= HO(XFP,QXFP/FP).
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Niveau Np - géometrie modyp

Notations:
® (.)(k—2) c'estle sous-espace sur lequel (/), agit
comme y; (1) = IF 72,

® ()[k — 2] signifie que T; agit comme [*—21;.

Théoréme (Serre): Pour 3 <k <pona:
L(k —2) = Sp(T1(N),Fp) & Spra—k(F1(N), Fp) [k — 2.
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Niveau Np - géometrie modyp

Notations:
® (.)(k—2) c'estle sous-espace sur lequel (/), agit
comme y; (1) = IF 72,

® ()[k — 2] signifie que T; agit comme [*—2Tj.
Théoréme (Serre): Pour 3 <k <pona:

f(k —2) = Sp(I'(N),Fp) @ Sp+3—k(F1(N)a Fp) |k —2].

On a deux g-développements ; un sur chaque composante
de X .
p
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Niveau Np - géometrie modyp

Notations:
® (.)(k—2) c'estle sous-espace sur lequel (/), agit
comme y; (1) = IF 72,

® ()[k — 2] signifie que T; agit comme [*—2Tj.
Théoréme (Serre): Pour 3 <k <pona:

f(k —2) = Sp(I'(N),Fp) @ Sp+3—k(F1(N)a Fp) |k —2].

On a deux g-développements ; un sur chaque composante
de X .
p

On perd la dualité avec I'algebre de Hecke !
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Niveau Np - géometrie complexe

Onavu: L(k —2).
Question : HY(T'1(Np),F,)(k —2) = ?
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Niveau Np - géometrie complexe

Onavu: L(k —2).
Question : HY(T'1(Np),F,)(k —2) = ?

Le lemme de Shapiro implique :
Héar(rl(Np)a Fp) = Héar(rl(N)a HomFl(Np) (FplL1(N)], Fp)).

Les IF),[SLa(IF)))]-modules simples sont IF,,| X, Y];_o pour
2< k<p+1.

Question : Decomposition de Homy, () (Fp[I'1(N)],F,) en
F,[SLa(F,)]-modules simples ?
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Niveau Np - géometrie complexe

Via I'évaluation des polyndmes on obtient

T:={P € F,[X,Y]/(X? = X,Y? = Y) | £((0,0)) = 0}
A Homp, (v, (Fp[T1(N)], Fp).
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Niveau Np - géometrie complexe

Via I'évaluation des polyndmes on obtient
I:={PelFpX,Y]/(X? - X,Y?-Y) | f((0,0)) = 0}
& Homr, (vp) (Fp[[1(N)], Fy).

(l)p sur Hog(T1(N),Z) par T — Z, f — ((u,v) — f(lu,lv)).

OnaZ=@ UsavecUy={fcT|f(z)=1(x)}

Accouplement parfait
Ix1—Fp (f.9)— 2 apner [((a;0)g((a,D)).




Niveau Np - géometrie complexe

Via I'évaluation des polyndmes on obtient
T:={P e F,[X,Y]/(X? — X,Y? —Y) | f((0,0)) = 0}
bij.
—5 Homr, () (Fp[T1(N)], Fp).
(I)p sur Hyo (T1(N),Z) parZ — Z, f — ((u,v) — f(lu,v)).

OnaZ=@ UsavecUy={fcT|f(z)=1(x)}

Accouplement parfait
Ix1—Fp (f.9)— 2 apner [((a;0)g((a,D)).

On obtient un accouplement parfait Uy o x U, 13-1)—2 — Fyp.

Pour celul-ci F[ X, Yo et Fp[X, Y], 13-1)—2 SONt des
compléments orthogonaux.
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Niveau Np - géometrie complexe

On obtient la suite exacte
Fp[X,Y]p—2 = Up—o = (Fp[X, Y] (pi3-k)—2)"
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Niveau Np - géometrie complexe

On obtient la suite exacte
Fp[X,Y]p—2 = Up—o = (Fp[X, Y] (pi3-k)—2)"

Ona Fp[X, Y](p—|—3—/<:)—2 = (FP[X, Y](p_|_3_k)_2)v.
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Niveau Np - géometrie complexe

On obtient la suite exacte
Fp[X,Y]p—2 = Up—o = (Fp[X, Y] (pi3-k)—2)"

Ona Fp[X, Y](p—|—3—/<:)—2 = (Fp[X, Y](p_|_3_k)_2)v.

Proposition (cp. Ash-Stevens): On a la suite exacte
0— H[%ar(rl(N)7 Fp[Xv Y]k—Q)
— H}f}ar(rl(N)v Fp)(k —2)
— H}%ar(rl(N)v Fp[Xa Y] (p+3—k)—2)[k - 2] — 0
de modules de Hecke.
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Niveau Np - géometrie complexe

On obtient la suite exacte
Fp[X,Y]p—2 = Up—o = (Fp[X, Y] (pi3-k)—2)"

Ona Fp[X, Y](p—|—3—k)—2 = (Fp[X, Y](p_|_3_k)_2)v.

Proposition (cp. Ash-Stevens): On a la suite exacte
0— H[%ar(rl(N)v Fp[Xv Y]k—Q)
— H}f}ar(rl(N)v Fp)(k —2)
— Héar(rl(N)v FP[Xa Y] (p+3—k)—2)[k - 2] — 0
de modules de Hecke.

Cette suite n’est pas scindée en général.
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Niveau Np - géometrie complexe

Proposition:  On a: Hy, (I'1(Np),Fp) = J1(Np)(C)[p].




Niveau Np - géometrie complexe

Proposition:  On a: Hy, (I'1(Np),Fp) = J1(Np)(C)[p].

Suite exacte de Kummer de faisceaux (analytiques) sur
X1(Np)(C):

O—>,up—>Gm&Gm—>O.
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Niveau Np - géometrie complexe

Proposition:  On a: Hy, (I'1(Np),Fp) = J1(Np)(C)[p].

Suite exacte de Kummer de faisceaux (analytiques) sur
X1(Np)(C):

O—>,up—>Gm&Gm—>O.

Suite exacte longue :
0 — H'(X1(Np)(C), 1)
— H'(X1(Np)(C),Gp) = H'(X1(Np)(C),Gyn).
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Niveau Np - géometrie complexe

Proposition:  On a: Hy, (I'1(Np),Fp) = J1(Np)(C)[p].
Suite exacte de Kummer de faisceaux (analytiques) sur
X1(Np)(C):

O—>,up—>Gm&Gm—>O.

Suite exacte longue :
0 — H'(X1(Np)(C), 1)
— H'(X1(Np)(C),Gm) & H'(X1(Np)(C), G-

), bp) = Héar(rl(Np)va) et

(C
On a HY(X1(Np)(C
(X1(Np)(C), Gmy).

Ji1(Np)(C) = H'




Géeomeétrie complexe— geomeétrie modp

Tg, (Z(k — 2)) := Fp[Tu|n € N] < End(Z(k — 2))
TE‘“W .= F,[Ty|n € N] < End(Hla (T'1(Np), F,))
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Géeomeétrie complexe— geomeétrie modp

Tg, (Z(k — 2)) := Fp[Tu|n € N] < End(Z(k — 2))
TP NP .= T, [Ty, |n € N] < End(Hia(T1(Np), Fp))

p

Soit T" dans la [F,-algebre de Hecke pour S2(I'1(Np), C).
® SiT estzérosur Hyy (T'1(Np),Fp)(k —2).

# Alors, T est zero sur Jy(Np)(C)[p|(k — 2).

# Alors, T est zéro sur J[p|(k — 2).

® Alors, T est zéro sur J[p](k — 2).
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Géeomeétrie complexe— geomeétrie modp

Tg (L(k — 2)) := Fp[Tun € N] < End(Z(k — 2))
TP NP .= T, [Ty, |n € N] < End(Hia(T1(Np), Fp))

p

Soit T" dans la [F,-algebre de Hecke pour S2(I'1(Np), C).
® SiT estzérosur Hyy (T'1(Np),Fp)(k —2).

# Alors, T est zero sur Jy(Np)(C)[p|(k — 2).

# Alors, T est zéro sur J[p|(k — 2).

® Alors, T est zéro sur J[p](k — 2).

® Alors, T est zéro sur Coto(J[p])(k —2) = L(k — 2).
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Géeomeétrie complexe— geomeétrie modp

Tg (L(k — 2)) := Fp[Tun € N] < End(Z(k — 2))
TP NP .= T, [Ty, |n € N] < End(Hia(T1(Np), Fp))

p

Soit T" dans la [F,-algebre de Hecke pour S2(I'1(Np), C).
® SiT estzérosur Hyy (T'1(Np),Fp)(k —2).

# Alors, T est zero sur Jy(Np)(C)[p|(k — 2).

# Alors, T est zéro sur J[p|(k — 2).

® Alors, T est zéro sur J[p](k — 2).

® Alors, T est zéro sur Coto(J[p])(k —2) = L(k — 2).

N T]%ar,Q,Np . TFP (Z(k _ 2))

p
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Démonstration

d.k —
Tpo* N = Fy[Th|n € N] < End(S(I'1(N),F,))
T@j“’“” = Fy[Ty|n € N] < End(Hly (T1(N), Fp[X, Y]i_2))
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Démonstration

d.k
Tpo* N = F,[Th|n € N] < End(S(T'1(N),F,))
T@j“’“” = Fy[Ty|n € N] < End(Hly (T1(N), Fp[X, Y]i_2))

mod,k, N par,k,N
F, — TFP :

On veut alors que cela soit un isomorphisme.

Facile: T
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Démonstration

TgPOd”“’N = F,[Th|n € N] < End(S,(I'1(N),F,))
T@j“’“’N = Fy[Ty|n € N] < End(Hly (T1(N), Fp[X, Y]i_2))

Facile : T?Od’k’N s T%ar’k’N .
P

p

On veut alors que cela soit un isomorphisme.

On a le diagramme commutatif de [F,,-algebres

T]Fp (Z(k _ 2))>_> Tmod,k,N " TmOd,p—FS—k’N,[k_Q]

Fp Fp

Tpar,Q,Np Tpar,k,N " Tpar,erS—lc,N, |k—2]
F F F,

p

p
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Démonstration

Soit P < TR"+? Pidéal maximal correspondant & une
p
forme ordinaire (a, # 0) et normalisée (a; = 1)

f € Sp(T1(N),Fy)
Alors, on a
(Sp+3—k(T1(N),Fp)lk — 2])g, =0
et aussi

(Hiar(T1(N), Fp X, Y] sy )k — 2, = 0.
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Démonstration

Alors, on a le diagramme commutatif de F,-algebres

~)

(Tg, (L(k — 2)))13 = (T{anod,k,]\f

f )‘Bf

1%

(T}onr,Q,Np)mf (ngr,k,N)st.

Toutes les fleches sont des isomorphismes. []
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Mercl !
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