Seminar zur Zahlentheorie
Sommersemester 2011, Mittwoch 10-12 Uhr, TO3 R03 D89

Universitat Duisburg-Essen Prof. Dr. Gabor Wiese
Institut fur Experimentelle Mathematik Dr. Panagiotis Tsaknias

Wir begeben uns auf einen Rundgang durch verschiedene Them&aflentheorie, die mit Wis-
sen aus einer der Vorlesung@igebraoder Anwendungsorientierte Zahlentheorie und Algebua
ganglich sind. Dabei behandeln wir zunachst die Existenz von unenditén Primzahlen unter
bestimmten Kongruenzbedingungen, wenden uns dann der Darstellomgrmeen Zahlen als Sum-
me einer bestimmten Anzahl an Quadratzahlen zu und konzentrieren Uiefkch auf Diophanti-
sche Gleichungen; das sind Gleichungen mit ganzzahligen KoeffizightemBeispiel behandeln wir
die einfachsten Falle der Fermat-Gleichung. Danach betrachten wir diatkést bestimmter Dio-
phantischer Gleichungen modulo ganzer Zahlen. Der abschlieRen@esbélschatzungen fir die
Funktion, die Primzahlen z&hlt. Die ersten zehn Themen sind dem Lehrbachlexander Schmidt
Einfihrung in die algebraische Zahlentheo([8]) entnommen.

Organisatorisches

e Das Seminar beginnt am Mittwoch, dem 6.4.2011, mit dem ersten Vortrag.

e Anmeldung: Bitte melden Sie sich in den Semesterferien an!

Zur Anmeldung schreiben Sie bitte eine E-Mail (gabor.wiese@uni-duedéeyofen an (0201/
183-7620). Bei der Anmeldung geben Sie bitte auch gleich einen Wunidcdny an. Wenn Sie
sich nicht sicher sind, welcher Vortrag zu Ihnen passt, dann kommen 8ie Bprechstunde
(in den Semesterferien nach Vereinbarung — also: E-Mail oder Tglefon

e Jeder Vortrag soll detailliert und prazise sein und geniigend Beispitlaliem. Tragen Sie so
vor, dass Sie es als Zuhorer selbst verstehen und den Vortrag genvéiden!

Die Vortrage haben eine Dauer von 90 Minuten. Bei Bedarf konnenlf&ieauch etwas mehr
Zeit erhalten. Denn es ist besser, gut und genau zu erkléaren, aldigbschweren Stellen
schnell hinwegzugehen.

e Jeder Vortrag soll spatestens eine Woche vor dem Termin mit Herrn igsaturchgesprochen
werden.

Literatur

[S] Alexander SchmidtEinfiihrung in die algebraische ZahlentheoBgringer-Verlag, 2007. Mit
UDE-Kennung elektronisch erhéltlich.



Programm

1 Primzahlen mit vorgegebener Restklasse

Bereits Euklid hat zeigen kdnnen, dass es unendlich viele Primzahlenmgitiedem Vortrag wird
diese Aussage wesentlich verscharft: Es wird gezeigt, dass es sugadlich viele Primzahlep
gibt, wenn man bestimmte Zusatzbedingungen an die Primzahlen stellt. Zusatglegin, die im
Vortrag betrachtet werden, sing:= —1 (mod 3) ([S], 1.5.1),p = —1 (mod 4) ([S], 1.5.2),p =1
(mod 4) ([S], 2.3.2),p = 1 (mod 3) ([S], 2.3.4),p = 1 (mod 6) ([S], 2.3, Aufgabe 1)p = 5
(mod 6) ([S], 2.3, Aufgabe 2). AuBerdem sollen die Beweise von [S], 2.3.35218d [S], 2.3.6
gegeben werden. Es bietet sich an, das Gaul3'sche Reziprozité¢sgesichst kurz zu wiederholen.

2 Quadratsummen (1. Vortrag)

Eine ganz interessante, klassische Frage lautet, ob eine natirliche @alBumme einer bestimmten
Anzahl an Quadratzahlen dargestellt werden kann. Zum Beispigl 4st1? + 22, 13 = 22 + 32,
29 = 22 + 52,21 = 22 4 22 4 22 4 32,
Im Vortrag sollen folgende bemerkenswerte Satze von Lagrange tjezaien:

¢ Eine Primzahbp # 2 ist genau dann Summe von zwei Quadraten, weanl (mod 4) gilt.

e Jede nattrliche Zahl ist Summe von vier Quadraten.

Im Vortrag soll der gesamte Abschnit 2.4 von [S] behandelt werden nshalme von 2.4.4, aber
unter Einschluss der Aufgabe (wenn die Zeit es erlaubt). Die HinweisieaQuaternionen und die
Schlussbemerkung diirfen au3er Acht gelassen werden.

3 Quadratsummen (2. Vortrag)

Ziel dieses Vortrags ist die folgende Verallgemeinerung eines Satzesdesigen VortragsEine
natlrliche Zahl ist genau dann Summe von zwei Quadratzahlen, wehreimPrimfaktorzerlegung
jede Primzahl kongruert modulo4 in gerader Vielfachheit vorkommt.

Um diesen Satz zu beweisen, sollen die Gaul3'schen Zahlen wiedermdé&rw®afir sollen die be-
notigten Fakten aus der VorlesuAtgebraoder der Vorlesuné\nwendungsorientierte Zahlentheorie
und Algebrazu Euklidischen und faktoriellen Ringen zusammengestellt werden (prézisdetail-
liert, aber ohne Beweise) und es soll gezeigt werden, Bas®in Euklidischer Ring fur die Norm-
funktion ist, und das Zerlegungsgesetz fur Primzahlen im Eingsoll bewiesen werden ([S], 4.3.8).
Dies fullt den Hauptteil des Vortrags. Der Beweis von [S], Satz 4.4.1, setitHohepunkt und Ab-
schluss der Ausfuhrungen dar.

4 Pythagoraische Tripel

Zunéchst sollen alle ganzzahligen Losungen der Gleictithg 1 = Y3 bestimmt werden ([S], Satz
4.4.2). Danach geht es um die vollstandige Charakterisierung der By#ischen Tripel, also der
Zahltripel (a, b, ¢), diea? + b = ¢ erfilllen (BeispieB? + 42 = 52).

Davon sollen zwei Beweise angegeben werden: derjenige, der dien&tithder Gauld’'schen Zahlen
benutzt ([S], 4.5.2), und ein geometrischer. Fir den geometrischeei8sull wie folgt vorgegangen
werden: Seil? der Einheitskreis inR? und seiN = (0,1) der ‘Nordpol'. Sei hunP = (%,0) ein



Punkt auf derz-Achse mity € Q. Man berechne die Koordinaten des Schnittpunktes ~Komit
der Geraden durchV und P. Als N&chstes sei umgekehrt ein Pudkt= (z,y) € Emitz,y € Q
gegeben. Nun berechne man den Schnittpunkid&chse mit der Geraden durcé¥i und Q. Hieraus
kann der Satz geschlossen werden.

5 Fermats letzter Satz

Im vorherigen Vortrag wurde gezeigt, dass die Gleichiitgr Y2 = Z2 unendlich viele ganzzahlige
Ldsungen hat, und diese wurden sogar alle explizit bestimmt. Betrachtetiomui@uadrate sondern
héhere Potenzen, gilDie GleichungX”™ + Y™ = Z™ hat furn > 3 keine Lésungen in positiven
ganzen ZahlerDieses wurde von Fermat behauptet, aber erst 1994 von Wiles bewiesen

Im Vortrag sollen der Falk = 4 und der Satz von Sophie Germain bewiesen werden ([S], Kapitel 7).

6 Diophantische Gleichungen modulg (1. Vortrag)

Eine haufig wesentlich einfachere Frage als die nach ganzzahligemdgiswon Gleichungen ist
die nach Lésungen modujofiir eine Primzahp. In diesem Vortrag soll hauptsachlich der Satz von
Chevalley-Warning bewiesen werden, der eine hinreichende Bedijrfguunlie Existenz von Lésun-
gen modulg angibt ([S], 3.3.1 und 3.3.2). Dieser soll durch Beispiele illustriert werdla Vortrag
soll aber zunéachst allgemein Uber reelle Hindernisse und HindernissdanadliS], 3.1) berichtet
werden (jeweils mit mindestens einem Beispiel).

7 Dirichlet-Charaktere

Es sollen Dirichlet-Charaktere wie im Abschnitt 8.1 von [S] behandelt arerd

8 Gaul- und Jacobi-Summen

Es sollen Gauf3- und Jacobi-Summen wie im Abschnitt 8.2 von [S] behanelelen.

9 Diophantische Gleichungen modulg (2. Vortrag)

Dieser Vortrag benutzt die Resultate aus dem vorherigen, um zu zeigendie GleichungX* +
bX* = ¢ modulo jeder Primzahp) = 1 mod 4, p > 41, eine Lsung hat ([S], 8.3). AuRerdem soll
begonnen werden, die Gleichuig® — 17 = 2Y2 zu untersuchen. Es sollen die Lemmata [S], 3.5.2,
3.5.3, 3.5.4 und 3.5.5 gezeigt werden.

10 Diophantische Gleichungen modulg (3. Vortrag)

Unter bestimmten Voraussetzungen kann man aus der Losung einer Ggginbdalop™ (mit p Prim-
zahl) schlieRen, dass es eine Lésung mogtifo' gibt. Der entsprechende Satz ist [S], 3.4.1, und soll
bewiesen werden. Er soll angewendet werden, um zu zeigen, igassrdits im vorherigen Vortrag
behandelte Gleichung* — 17 = 2Y2 eine Lésung modulo jeder natirlichen Zahl hat. Allerdings hat
diese Gleichung keine Losung @, wie abschlieBend bewiesen werden soll ([S], 3.5.11).



11 Tschebyschows Satz

Sein(z), fur x € R, die Anzahl der Primzahlep < x. Tschebyschow hat 1850 bewiesen, dass es
bestimmte explizite Zahlenund C' gibt, so dass folgende Abschéatzung gilt:

X

< < .
<m(z) < Clog:r

Clog:r

Das Ziel dieses Vortrags ist, diesen Satz zu beweisen. Der/die Vortiageh dabei u.a. die folgenden
Funktionen/Notationen einfiihren und benutzen: Von Mangoldts Funktien und Tschebyschows
Funktionerd(x) undy(z).

Der/die Vortragende sollte auch Bertrands Postulat beweisen: Flrjeded existiert mindestens
eine Primzahl zwischen und2n. Die Methoden fir den Beweis sind den Methoden fir den Beweis
von Tschebyschows Satz sehr &hnlich.

Verweise fir diese Materie sind z.B. Sektionen 22.1 bis 22.4 in Hardy-Wsg#tte Kapitel 1 fir die
Notationen, die in Kapitel 22 benutzt werden) und Sektionen 1.6 und 2.4nestan (Satz 2.3.4 fir
die Definition vonA(n)).

Literatur fur diesen Vortrag:

G. H. Hardy und E. M. WrightAn introduction to the theory of numbers (4th editio®Xford Uni-
versity Press, 1975.

G. J. O. JamesorThe Prime Number TheoretaMS Student Text®3, Cambridge University Press,
2003.
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