
Maths ⇒ IA ⇒ Maths

Ivan Nourdin

Uni. du Luxembourg

Masterclass – Strasbourg, 23-24 avril 2026

Ivan Nourdin (Uni. du Luxembourg) Maths ⇒ IA ⇒ Maths
Masterclass – Strasbourg, 23-24 avril 2026

1 / 131



Plan du cours

1 Méthode de Stein et approximation normale

2 Réseaux de neurones profonds

3 Les LLMs comme assistants de recherche en mathématiques
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Partie 1

Méthode de Stein et approximation normale
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Approximation normale : dimension 1

Soit F une variable aléatoire quelconque.

F ∼ N(0, 1) ⇐⇒ E
[
e itF
]
= e−

t2

2 ∀t ∈ R

En extrapolant : F ≃ N(0, 1) ⇐⇒ E
[
e itF
]
≃ e−

t2

2 ∀t ∈ R.

Théorème

Soit (Fn) une suite de variables aléatoires. Alors :

Fn
loi−→ N(0, 1) ⇐⇒ E

[
e itFn

]
→ e−

t2

2 ∀t ∈ R.

•• F ∼ N(0, 1)
(Stein)⇐⇒ E

[
Fϕ(F )

]
= E

[
ϕ′(F )

]
“∀′′ϕ : R→ R

(‘⇒’ i.p.p. ‘⇐’ g(t) = E (e itF ) vérifie une équation différentielle)

En extrapolant : F ≃ N(0, 1) ⇐⇒ E
[
Fϕ(F )

]
≃ E

[
ϕ′(F )

]
pour une large

classe de fonctions ϕ.
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Lemme de Stein

Lemme de Stein

Soit N ∼ N(0, 1). Soit h : R→ [0, 1] continue. Alors

ϕ(x) = e
x2

2

∫ x

−∞

(
h(a)− E (h(N))

)
e−

a2

2 da

= −e
x2

2

∫ ∞

x

(
h(a)− E (h(N))

)
e−

a2

2 da

est C 1, vérifie ϕ′(x) = xϕ(x) + h(x)− E (h(N)) et est telle que |ϕ′(x)| ≤ 2
∀x ∈ R.

Preuve. Pour x > 0: |xϕ(x)| ≤ xe
x2

2

∫∞
x e−

a2

2 da ≤ e
x2

2

∫∞
x a e−

a2

2 da = 1.
Idem pour x < 0 en utilisant l’autre représentation. □
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Inégalité clé

Théorème de Stein

Soit N ∼ N(0, 1) et soit F une variable aléatoire de carré intégrable. Alors

dTV (F ,N) := sup
A∈B(R)

∣∣P(F ∈ A)− P(N ∈ A)
∣∣

≤ sup
ϕ∈C1

|ϕ′|∞≤2

∣∣E [ϕ′(F )]− E [Fϕ(F )]
∣∣ =: ∆.

Est-ce une ‘bonne’ borne?
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Preuve

Notons
∆ = sup

ϕ∈C1

|ϕ′|∞≤2

∣∣E [ϕ′(F )]− E [Fϕ(F )]
∣∣.

1) Soit h : R→ [0, 1] continue. Soit ϕ donnée dans le lemme de Stein.

Lemme de Stein

Soit N ∼ N(0, 1). Soit h : R→ [0, 1] continue. Alors ϕ(x) = (...) est C 1,
vérifie ϕ′(x) = xϕ(x)+h(x)−E (h(N)) et est telle que |ϕ′(x)| ≤ 2 ∀x ∈ R.

On a
∣∣E [h(F )]− E [h(N)]

∣∣ = ∣∣E [ϕ′(F )]− E [Fϕ(F )]
∣∣ ≤ ∆.
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Preuve

1) Soit h : R→ [0, 1] continue. Soit ϕ donnée dans le lemme de Stein. On
a
∣∣E [h(F )]− E [h(N)]

∣∣ = ∣∣E [ϕ′(F )]− E [Fϕ(F )]
∣∣ ≤ ∆.

2) Soit B ∈ B(R) borné. Soit M > 0 tel que B ⊂ [−M,M]. Par Lusin
avec µ = (Leb+ PF )

∣∣
[−M,M]

(qui est une mesure finie sur [−M,M]), il

existe hn : R→ [0, 1] continue, supp hn ⊂ [−M,M], telle que
1B(x) = limn→∞ hn(x) µ-p.p. (c’est-à-dire Leb-p.p. et PF -p.p.)
Par convergence dominée : E [hn(F )]→ P(F ∈ B) et
E [hn(N)]→ P(N ∈ B). D’où (par 1)

∣∣P(F ∈ B)− P(N ∈ B)
∣∣ ≤ ∆.

3) Soit A ∈ B(R) quelconque. Par 2), on a, pour tout m ∈ N :∣∣P(F ∈ A ∩ [−m,m])− P(N ∈ A ∩ [−m,m])
∣∣ ≤ ∆.

Par convergence monotone, il vient
∣∣P(F ∈ A)− P(N ∈ A)

∣∣ ≤ ∆. □
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Petite digression sur la distance en variation totale

Si (Fn) est une suite de variables aléatoires, il est bien entendu plus fort

d’avoir Fn
dTV−−→ F∞ que d’avoir Fn

loi−→ F∞.

Contre-exemple facile : Fn =
X1 + · · ·+ Xn√

n
, où les

Xi =

{
1 prob. 1

2

−1 “
sont indépendantes.

Alors Fn
loi−→ N ∼ N(0, 1) (TCL). Mais P(Fn ∈ Z/

√
n) = 1 tandis que

P(N ∈ Z/
√
n) = 0, si bien qu dTV (Fn,N) = 1 ∀n.

Et si Fn et F∞ ont une densité ?
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Théorème de Scheffé

Théorème (Scheffé)

Si F ∼ f (x) dx et G ∼ g(x) dx , alors :

dTV (F ,G ) =
1

2

∫
R
|f (x)− g(x)| dx .
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Preuve du théorème de Scheffé: dTV (F ,G ) =
1

2

∫
|f − g |

Preuve. Posons B = {f ≥ g}. Soit A ∈ B(R). On a∫
A
(f − g) =

∫
A∩B

(f − g)︸ ︷︷ ︸
≥0

+

∫
A∩Bc

(f − g)︸ ︷︷ ︸
≤0

≤
∫
B
(f − g) =

∫
(f − g)+

Or
0 =

∫
(f − g) =

∫
(f − g)+ −

∫
(f − g)−∫

|f − g | =
∫
(f − g)+ +

∫
(f − g)−

}
d’où

∫
(f − g)+ =

1

2

∫
|f − g |.

Ainsi
∫
A(f − g) ≤ 1

2

∫
|f − g |. De manière symétrique,∫

A(g − f ) ≤ 1
2

∫
|f − g |. D’où

∣∣∫
A(f − g)

∣∣ ≤ 1
2

∫
|f − g |, et ainsi

dTV (F ,G ) = sup
A∈B(R)

∣∣∫
A
(f − g)

∣∣≤ 1

2

∫
|f − g |.
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Preuve du théorème de Scheffé (fin)

Par ailleurs,
∫
B(f − g) =

∫
(f − g)+ = 1

2

∫
|f − g |, d’où

dTV (F ,G ) =
1

2

∫
|f − g |.

□

Corollaire 1 (immédiat)

Soit (Fn)n∈N∪{∞} une suite de variables aléatoires à densité (notées
fn : R→ R). Si fn → f∞ dans L1(R) alors dTV (Fn,F∞)→ 0, et on a en
particulier convergence en loi.
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Corollaire encore plus utile de Scheffé

Corollaire 2

Soit (Fn)n∈N∪{∞} une suite de variables aléatoires à densité (notées
fn : R→ R). Si fn → f∞ p.p. alors dTV (Fn,F∞)→ 0, et on a en
particulier convergence en loi.

Preuve. On va montrer que fn
L1(R)−−−→ f∞, ce qui suffit d’après le Corollaire

1. On a déjà vu que ∫
|fn − f∞| = 2

∫
(f∞ − fn)+.

Or 0 ≤ (f∞ − fn)+ ≤ f∞ avec f∞ ∈ L1(R) [si x , y ≥ 0 alors (x − y)+ ≤ x ].
La conclusion suit par convergence dominée. □
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Un contre-exemple moins facile

Soient Fn ∼
2

π
cos2(nx)1[0,π](x) dx et F∞ ∼

1

π
1[0,π](x) dx .

Pour tout ϕ : R→ R continue bornée :

E [ϕ(Fn)] =
2

π

∫ π

0
ϕ(x) cos2(nx) dx

=
1

π

∫ π

0
ϕ(x) dx +

1

π

∫ π

0
ϕ(x) cos(2nx) dx

= E [ϕ(F∞)] + o(1) (Riemann-Lebesgue)

D’où Fn
loi−→ F∞ ∼ U[0,π].

Or dTV (Fn,F∞) = 1
2

∫
|fn − f∞| = 1

2π

∫ π
0 | cos(2nx)| dx =

1
4πn

∫ 2nπ
0 | cos(u)| du = 1

4π

∫ 2π
0 | cos(u)| du (ne dépend pas de n).
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Et en distance de Kolmogorov?

Théorème (Dini)

On considère gn : [a, b]→ R pour n ∈ N ∪ {∞}, avec a < b et
a, b ∈ R ∪ {±∞}.
(Si a = −∞, on pose gn(a) = limx→−∞ gn(x) en supposant que la limite
existe pour tout n. Idem pour b = +∞.)
On suppose :

(1) ∀x ∈ [a, b], gn(x) −−−→
n→∞

g∞(x) (convergence simple)

(2) ∀x , y ∈ [a, b], ∀n ∈ N : x ≤ y ⇒ gn(x) ≤ gn(y) (croissant)

(3) g∞ est continue.

Alors : supx∈[a,b] |gn(x)− g∞(x)| −−−→
n→∞

0 (convergence uniforme)

Application. Si Xn
loi−→ X∞ avec X∞ à densité (e.g. X∞ ∼ N(0, 1)), alors

dKol(Xn,X∞) := supx∈R
∣∣P[Xn ≤ x ]− P[X∞ ≤ x ]

∣∣→ 0.
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Lien avec l’information de Fisher

On suppose F : Ω→ R à densité f , avec f (x) > 0 ∀x ∈ R, xf (x)→ 0
quand |x | → ∞ et f ∈ C 1(R) (pas optimal!)

Définition (score)

Le score de F est la fonction

sF (x) =
f ′(x)

f (x)
, x ∈ R
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Caractérisation de la fonction score

Proposition

Le score est l’unique fonction s : R→ R satisfaisant

E{ϕ′(F )} = −E{s(F )ϕ(F )} ∀ϕ ∈ C 1
c (R)

Preuve. E{ϕ′(F )} =
∫
R ϕ

′(x)f (x) dx
i.p.p.
= −

∫
R ϕ(x)f

′(x) dx =

−
∫
R ϕ(x)

f ′(x)
f (x) f (x) dx = −E{sF (F )ϕ(F )}.

Si E{s(F )ϕ(F )} = E{sF (F )ϕ(F )} ∀ϕ alors∫
(s(x)− sF (x))ϕ(x)f (x) dx = 0 ∀ϕ et s = sF . □

Intuition. Si sF (F ) ≈ −F alors F ≈ N(0, 1).
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Information de Fisher

Définition (information de Fisher)

L’information de Fisher de F est :

I (F ) =

∫
R

f ′(x)2

f (x)
dx

Remarque. On a E{sF (F )} =
∫
R f ′(x) dx = 0 et

I (F ) = E{sF (F )2} = Var{sF (F )}.

Proposition

I (F + a) = I (F ) ∀a ∈ R I (aF ) =
1

a2
I (F )

Preuve. I (F + a) =
∫ f ′(x − a)2

f (x − a)
dx = I (F ).

I (aF ) =
∫

R
(

1
a2
f ′( xa )

)2
1
a f (

x
a )

dx =
1

a2
∫
R
f ′( xa )

2

f ( xa )

dx

a
=

1

a2
I (F ). □
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Information de Fisher

Théorème (Cramér-Rao)

I (F ) ≥ 1

Var(F )
(∗)

Preuve. 1) Supposons le résultat déjà montré quand F est centré réduite.
Alors le résultat est vrai pour toute F . Pour le voir: si µ = EF et

σ2 = VarF alors I (F ) = I (F − µ) = 1

σ2
I

(
F − µ
σ

)
≥ 1

σ2
.

2) On peut donc supposer F centrée réduite. Calculons :

E
{
(F + sF (F ))

2
}
= 1 + 2E{FsF (F )}︸ ︷︷ ︸

=−1

+I (F ) = I (F )− 1 ≥ 0.

□
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Cramér-Rao (suite) et caractérisation gaussienne

Théorème

I (F ) =
1

VarF
⇐⇒ F est gaussienne.

Preuve. 1) Sans perte de généralité, on peut supposer que F est centré
réduite.
2) I (F ) = 1

preuve précédente
=⇒ F = −sF (F ) p.s.

⇒ x = −sF (x) ∀x ⇒ ln f (x) = − x2

2 + cst ⇒ f (x) = cst · e−x2/2.

□

Théorème (Stein & Fisher)

Si EF = 0 et VarF = 1 (pour simplifier), alors :

dTV (F ,N) ≤
√
π

2

√
I (F )− 1.
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Preuve de Stein & Fisher

Lemme de Stein (rappel)

Soit N ∼ N(0, 1) et F ∈ L2(Ω). Alors :

dTV (F ,N) ≤ sup
ϕ∈C1

|ϕ′|∞≤2

∣∣E [ϕ′(F )]− E [Fϕ(F )]
∣∣

En fait, on a mieux :

dTV (F ,N) ≤ sup
ϕ∈C1

|ϕ′|∞≤2

|ϕ|∞≤
√

π/2

∣∣E [ϕ′(F )]− E [Fϕ(F )]
∣∣ (∗)
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Preuve de la borne |ϕ|∞ ≤
√

π/2

La démonstration est la même, une fois observé que

ϕ(x) = e
x2

2

∫ x

−∞

(
h(a)− E (h(N))

)
e−

a2

2 da

= −e x2

2

∫ ∞

x

(
h(a)− E (h(N))

)
e−

a2

2 da

vérifie |ϕ|∞ ≤
√
π/2 pour toute h : R→ [0, 1] continue.

En effet : |ϕ(x)| ≤

e
x2

2

∫ x

−∞ e−
y2

2 dy

e
x2

2

∫∞
x

e−
y2

2 dy
d’où ϕ(x) ≤ e

x2

2

∫∞
|x| e

− y2

2 dy .

Or λ : x 7→ e
x2

2

∫∞
|x| e

− y2

2 dy est paire et vérifie, pour x ≥ 0 :

λ′(x) = x e
x2

2

∫ ∞

x

e−
y2

2 dy − 1 ≤ e
x2

2

∫ ∞

x

y e−
y2

2 dy − 1 = 0.

D’où :

x −∞ 0 +∞
λ(x) ↗ ↘ avec λ(0) =

∫ ∞

0
e−

y2

2 dy =

√
π

2
.
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Retour à Stein + Fisher

Preuve.

dTV (F ,N) ≤ sup
|ϕ|∞≤

√
π/2

∣∣E{ϕ′(F )} − E{Fϕ(F )}
∣∣

= sup
|ϕ|∞≤

√
π/2

∣∣E{ϕ(F )(F + sF (F ))}
∣∣

≤
√

π
2 E
∣∣F + sF (F )

∣∣ ≤√π
2

√
E
{
(F + sF (F ))2

}
=
√

π
2

√
I (F )− 1

□

Exemple d’application. Cas où F a la forme Fn =
1√
n

∑n
k=1 Xk , où

Xk : Ω→ R i.i.d. à densité qui va bien, E (Xk) = 0, Var(Xk) = 1.

On aimerait montrer que dTV (Fn,N) = O

(
1√
n

)
.

Peut-on l’obtenir de Stein & Fisher ?
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Sous-additivité de l’information de Fisher

On va d’abord montrer que si U et V sont indépendantes, alors pour tout
β ∈ [0, 1] :

I
(√

β U +
√
1− β V

)
≤ β I (U) + (1− β) I (V ).

Preuve.

E
{
ϕ′
(√

βU +
√
1− βV

)}
=

1√
β
E
{
E
{√

β ϕ′(
√
βU +

√
1− βv)

}∣∣
v=V

}
=

1√
β
E
{
sU(U)ϕ(

√
βU +

√
1− βV )

}
De même :

E
{
ϕ′
(√
βU +

√
1− βV

)}
=

1√
1− β

E
{
sV (V )ϕ(

√
βU +

√
1− βV )

}
.

D’où E{ϕ′(
√
βU +

√
1− βV )} =

E
{
(
√
β sU(U) +

√
1− β sV (V ))ϕ(

√
βU +

√
1− βV )

}
,

⇒ s√βU+
√
1−βV (

√
βU +

√
1− βV ) =

E
{√

β sU(U) +
√
1− β sV (V )

∣∣√βU +
√
1− βV

}
.
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Sous-additivité – suite et application

=⇒ I (
√
βU +

√
1− βV )

= E
{
E
{√

β sU(U) +
√
1− β sV (V )

∣∣√βU +
√

1− βV
}2}

≤ E
{
(
√
β sU(U) +

√
1− β sV (V ))2

}
(Jensen)

= Var(
√
β sU(U) +

√
1− β sV (V )) (centré)

= β I (U) + (1− β) I (V ). □

En posant U =
1√
n

∑n
k=1 Xk , V =

1√
m

∑n+m
k=n+1 Xk et β =

n

n +m
:

n I (Fn) +m I (Fm) ≥ (n +m) I (Fn+m).

Par Fekete (si an+m ≤ an + am alors lim an
n existe dans R ∪ {−∞}), ceci

implique que (I (Fn))n≥1 converge ,
Sauf que ça ne dit pas que cette limite est 1 / (c’est vrai si I (X1) <∞,
mais ça demande un peu – beaucoup! – plus de travail!)
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Noyau de Stein : mieux adapté !

Score : E{ϕ′(F )} = −E{sF (F )ϕ(F )} ∀ϕ ∈ C 1
c (R).

Noyau de Stein

τF (x) =

∫∞
x u f (u) du

f (x)
(OK si F ∈ L1(Ω))

Proposition

Supposons E [F ] = 0. Le noyau de Stein est l’unique fonction τ : R→ R
satisfaisant

E{Fϕ(F )} = E{τ(F )ϕ′(F )} ∀ϕ ∈ C 1
c (R)

Preuve. E{Fϕ(F )} =
∫
R xϕ(x)f (x) dx

i.p.p.
=
∫
R ϕ

′(x)τF (x)f (x) dx =
E{τF (F )ϕ′(F )}. L’unicité se traite comme pour le score. □
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Théorème de Stein

Théorème (Stein)

Si E (F ) = 0, alors :

dTV (F ,N) ≤ 2E
∣∣1− τF (F )∣∣

Si de plus VarF = 1, alors : dTV (F ,N) ≤ 2
√
Var(τF (F )).

Preuve. On a

dTV (F ,N) ≤ sup
ϕ∈C1

|ϕ′|∞≤2

∣∣E [ϕ′(F )]− E [Fϕ(F )]
∣∣

= sup
ϕ∈C1

|ϕ′|∞≤2

∣∣E [ϕ′(F )(1− τF (F ))]∣∣ ≤ 2E
∣∣1− τF (F )∣∣.

Pour la 2ème inégalité, il suffit d’observer que E [τF (F )] = Var(F ) et
d’appliquer Cauchy-Schwarz. □
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Retour à Fn =
1√
n

∑n
k=1 Xk , avec Xk i.i.d. centrée réduite

E{Fnϕ(Fn)} =
1√
n

n∑
k=1

E


Xk ϕ


1√
n
Xk +

1√
n

∑
j ̸=k

Xj︸ ︷︷ ︸
⊥⊥ de Xk




=

1

n

n∑
k=1

E{τXk
(Xk)ϕ

′(Fn)}

D’où :

τFn(Fn) = E

{
1

n

n∑
k=1

τXk
(Xk)

∣∣∣Fn}
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Retour à Fn =
1√
n

∑n
k=1 Xk , avec Xk i.i.d. centrée réduite

On en déduit :

τFn(Fn)− 1 = E

{
1

n

n∑
k=1

(τXk
(Xk)− 1)

∣∣∣Fn}

E
{
(τFn(Fn)− 1)2

}
= E

{
E{· · · |Fn}2

}
≤Jensen E


(
1

n

n∑
k=1

(τXk
(Xk)− 1)

)2


= Var

(
1

n

n∑
k=1

τXk
(Xk)

)
=

1

n
Var(τX1(X1)).

Grâce au théorème de Stein, on obtient notre taux en
1√
n
à condition bien

sûr que Var(τX1(X1)) <∞ ,
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Cas où F est de la forme Fn =
1√
n

∑n
k=1 XkNk avec Xk iid

centrées réduites et Nk ∼ N(0, 1) iid indépendantes

“Rappel”: E{Nϕ(N)} = E{ϕ′(N)} si N ∼ N(0, 1) et ϕ ∈ C 1
c (R).

On a :

E{Fnϕ(Fn) g(X1, . . . ,Xn)} =
1√
n

n∑
k=1

E{Nkϕ(Fn)Xk g(X1, . . . ,Xn)}

=
1

n

n∑
k=1

E{ϕ′(Fn)X 2
k g(X1, . . . ,Xn)}

= E

ϕ
′(Fn)

1

n

n∑
k=1

X 2
k︸ ︷︷ ︸

=:A

g(X1, . . . ,Xn)


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Théorème (Favaro, Hanin, Marinucci, Nourdin, Peccati, 2025)

On suppose E [F ] = 0, Var(F ) = 1 et qu’il existe une v.a. A ≥ 0 telle que

E{Fϕ(F )ψ(A)} = E{Aϕ′(F )ψ(A)} ∀ϕ, ψ ∈ C 1
c (R).

Alors :

1 Var(A) =
1

3
(E (F 4)− 3) (← 4e cumulant de F )

2 dTV (F ,N) ≤ 8

3
(E (F 4)− 3)
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Digression sur les cumulants

Supposons, pour simplifier, E |F |m <∞ ∀m. On a

E{Fm} = (−i)m dm

dtm
E{e itF}.

Définition (cumulants)

κm(F ) = (−i)m dm

dtm
log︸︷︷︸
↓

branche principale
du log⇒ pas de pb

autour de 0

E{e itF}

Supposons E [F ] = 0 pour simplifier. Alors

E{e itF} = 1− t2

2
E (F 2)− i

t3

6
E (F 3) +

t4

24
EF 4 + · · ·

⇒ log E{e itF} ≈ − t2

2
E (F 2)− i

t3

6
EF 3 +

t4

24
(EF 4 − 3(EF 2)2) + · · ·

(en utilisant que log(1 + u) ≈ u − u2

2
+

u3

3
− u4

4
· · · )
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Cumulants (suite)

Si E [F ] = 0 alors :

κ1(F ) = 0, κ2(F ) = VarF , κ3(F ) = E [F 3], κ4(F ) = E [F 4]−3Var(F )2, · · ·

Proposition

◦ Si λ ∈ R : κm(λF ) = λmκm(F )

◦◦ Si F ⊥⊥ G : κm(F + G ) = κm(F ) + κm(G )

◦ ◦ ◦ Si F ∼ N(µ, σ2) : κ1(F ) = µ, κ2(F ) = σ2, κm(F ) = 0 ∀m ≥ 3

(réciproque vraie)

Retour à Fn =
1√
n

∑n
k=1 XkNk où Nk ∼ N(0, 1) i.i.d., Xk i.i.d. centrée réduite,

et (X1, . . . ,Xn) ⊥⊥ (N1, . . . ,Nn).

E [F 4
n ]− 3 = κ4(Fn) =

1

n2
κ4

(
n∑

k=1

XkNk

)
=

1

n
κ4(X1N1).

Notre théorème donne : dTV (Fn,N) = O(1/n).
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Preuve du théorème F-H-M-N-P

1)

dTV (F ,N) ≤ 2E
{
|E (1− A | F )|

}
(car E{Fϕ(F )} = E{Aϕ′(F )} avec ψ = 1)

= 2E
{
sgn(E (1− A)|F ) · E [1− A | F ]

}
≤ 2 sup

|g |≤1
E{g(F )E [1− A|F ]} = sup

|g |≤1
E{g(F )(1− A)}

2) E{g(F )(1− A)} E(A)=1
= E{(g(F )− Eg(N))(1− A)}

ϕg défini du lemme de Stein
= E{(ϕ′g (F )− Fϕg (F ))(1− A)}

= E{ϕ′g (F )(1− A)} − E{Fϕg (F )(1− A)}
par hypothèse

= E{ϕ′g (F )(1− A)} − E{Aϕ′g (F )(1− A)}
= E{ϕ′g (F )(1− A)2}

⇒ dTV (F ,N) ≤ 8E{(1− A)2} = 8VarA⇒ 2) du théorème.
(|ϕ′g |∞ ≤ 4, au lieu de 2, car g : R→ [−1, 1])
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Preuve du théorème (suite) : calcul de κ4(F ) = 3VarA

3) Posons γ(t) = E{e itF | A}.
On a alors γ′(t) = i E{Fe itF | A} hyp

= −At E{e itF | A} = −At γ(t).
D’où γ(t) = e−A t2

2 et E{e itF} = E{e−A t2

2 }.

Ainsi :∑
n≥1

κn(F )
(it)n

n!
= log E{e itF} = log E{e−A t2

2 } =
∑
m≥1

κm(A)

(
− t2

2

)m
1

m!

n = 4 et m = 2 :

κ4(F )

4!
=

1

22 · 2!
κ2(A) ⇒ κ4(F ) = 3VarA. □
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Partie 2

Réseaux de neurones profonds
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Réseau de neurones profond (entièrement connecté)

Réseau de neurones : toute fonction de Rn0 vers RnL+1 de la forme

WL+1 σ(WL σ(. . .σ(W2 σ(W1 x+b1)+b2). . .)+bL)+bL+1

avec
• x ∈ Rn0 (entrée), W1 ∈Mn1,n0(R) (poids 1), b1 ∈ Rn1 (biais 1),

σ : R→ R (fonction d’activation – appliquée composante par composante)
• W2 ∈Mn2,n1(R) (poids 2), b2 ∈ Rn2 (biais 2)
• . . .
• WL ∈MnL,nL−1

(R) (poids L), bL ∈ RnL (biais L)
• WL+1 ∈MnL+1,nL(R) (poids L+ 1), bL+1 ∈ RnL+1 (biais L+ 1)

On note αL+1(x) le vecteur final dans RnL+1 (c’est-à-dire

αL+1 : Rn0 → RnL+1) et on l’appelle la sortie.
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Réseau de neurones profond (entièrement connecté)
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Réseau de neurones profond (entièrement connecté)

Réseau de neurones : toute fonction de Rn0 vers RnL+1 de la forme

WL+1 σ(WL σ(. . .σ(W2 σ(W1 x+b1)+b2). . .)+bL)+bL+1

avec
• x ∈ Rn0 (entrée), W1 ∈Mn1,n0(R) (poids 1), b1 ∈ Rn1 (biais 1),

σ : R→ R (fonction d’activation – appliquée composante par composante)
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• WL ∈MnL,nL−1

(R) (poids L), bL ∈ RnL (biais L)
• WL+1 ∈MnL+1,nL(R) (poids L+ 1), bL+1 ∈ RnL+1 (biais L+ 1)

On note αL+1(x) le vecteur final dans RnL+1 (c’est-à-dire

αL+1 : Rn0 → RnL+1) et on l’appelle la sortie. N.B. : le réseau est dit
profond lorsque L ≥ 2.
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Pas la seule architecture, mais présente dans toutes
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En pratique (apprentissage supervisé)

1 Collecter les données : D = {xi , f (xi )}ni=1

2 Fixer l’architecture : L, n1, . . . , nL, σ (→ hyperparamètres)
⇝ (W1, . . . ,WL+1, b1, . . . , bL+1) =: θ (→ paramètres entrâınables)

3 Initialiser : θ est généralement choisi aléatoirement (gaussien)

4 Entrâıner le réseau : θ est amélioré pas à pas par descente de gradient

θ(t + 1) = θ(t)− η∇θL(θ(t))

L(θ) e.g.
=

1

n

n∑
i=1

(
αL+1(xi , θ)− f (xi )

)2
5 Tester le réseau : prendre un nouveau x et vérifier si
αL+1(x , θ∗) ≈ f (x)
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Exemple classique : la base MNIST

Il s’agit d’une collection de (Python ⇝ https://tinyurl.com/4kh7786w)

60 000 images d’entrâınement
10 000 images de test

de taille 28× 28 = 784 pixels.
Chaque xi est un vecteur dans R784.
f (xi ) = (0, .., 0, 1, 0, ..., 0) avec le 1 à la position du chiffre
correspondant à xi .
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Questions (sans réponse)

Pourquoi L→∞ améliore-t-il autant les performances ?

Pourquoi ReLU surpasse-t-elle de nombreuses autres fonctions
d’activation ?

Pourquoi les réseaux de neurones ne sur-apprennent-ils pas ?
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Dans ce mini-cours

Dans ce qui suit :

on fixe L ≥ 1 (= nombre de couches cachées) et σ : R→ R (=
fonction d’activation) ;

on fait tendre n1, . . . , nL (= tailles des couches cachées) vers l’infini ;

on part d’une initialisation aléatoire gaussienne i.i.d. (Plus
précisément : pour tout 1 ≤ l ≤ L+ 1, on suppose que
(Wl)i ,j ∼ N(0, cw

nl−1
) et (bl)i ∼ N(0, cb) sont tous indépendants.)

L’objectif est de comprendre le comportement asymptotique du
vecteur de sortie pour un vecteur d’entrée (déterministe) donné.
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Théorème central limite

Remarque : ici seulement, on ne suppose pas que les poids et les biais sont
nécessairement gaussiens. On suppose qu’ils sont i.i.d. (avec la bonne
variance), comme dans le TCL classique.

Théorème (Neal ’96, . . ., Hanin ’23)

Quand n1, . . . , nL →∞, on a, en loi dans C r (Rn0 ,RnL+1)(
αL+1(x)︸ ︷︷ ︸
∈ RnL+1

)
x∈Rn0

−→
(
G

(L+1)
1 (x), . . . ,G

(L+1)
nL+1 (x)

)
x∈Rn0

Ici, r est lié à la régularité de σ, les G
(L+1)
i sont des copies indépendantes

et

E
[
G

(L+1)
1 (x)G

(L+1)
1 (y)

]
= cb + cwE

[
σ(G

(L)
1 (x))σ(G

(L)
1 (y))

]
= . . . (récurrence).
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Notre résultat

TCL quantitatif dans le régime n1, . . . , nL ≈ n→∞.

Plusieurs résultats :
1 Dimension 1 : taux en n−1 ;
2 Multidimensionnel : taux en n−1/2,
3 Fonctionnel : taux en n−1/8.

Outil principal : la méthode de Stein
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Rappel: Une version plus restrictive mais améliorée de
Stein

Favaro, Hanin, Marinucci, Nourdin, Peccati (PTRF ’25)

Supposons que F ∼ N(0,V ) conditionnellement à V , pour un certain

V : Ω→ R+ d’espérance 1. (Autrement dit : E[e itF ] = E[e−
1
2
t2V ]

avec E[V ] = 1.)

Alors, pour N ∼ N(0, 1) (où 1 = Var(F ) = E[V ]),

dTV (F ,N) ≤ 8Var(V ) =
8

3
(E[F 4]− 3).

Lorsque F ∼ N(0,V ) conditionnellement à V pour un certain
V : Ω→ R, on a encore

E[Fϕ(F )] (∗)= E[Vϕ′(F )] pour toute ϕ : R→ R.

L’énoncé précédent donnait dTV (F ,N) ≤ 2
√

Var(V ) sous (*).
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Retour à la définition !

Réseau de neurones : toute fonction de Rn0 vers RnL+1 de la forme

WL+1 σ(WL σ(. . .σ(W2 σ(W1 x+b1)+b2). . .)+bL)+bL+1

avec
• x ∈ Rn0 (entrée), W1 ∈Mn1,n0(R) (poids 1), b1 ∈ Rn1 (biais 1),

σ : R→ R (fonction d’activation – appliquée composante par composante)
• W2 ∈Mn2,n1(R) (poids 2), b2 ∈ Rn2 (biais 2)
• . . .
• WL ∈MnL,nL−1

(R) (poids L), bL ∈ RnL (biais L)
• WL+1 ∈MnL+1,nL(R) (poids L+ 1), bL+1 ∈ RnL+1 (biais L+ 1)

On note αL+1(x) le vecteur final dans RnL+1 (c’est-à-dire

αL+1 : Rn0 → RnL+1) et on l’appelle la sortie. N.B. : le réseau est dit
profond lorsque L ≥ 2.
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Le taux en 1/n

Soit F = αL+1
1 (x)(∈ R) avec L ≥ 1 et x ∈ Rn0 fixés.

On a αL+1
1 (x) =

∑nL
j=1(WL+1)1j α

L
j (x) + (bL+1)1, de sorte que

F ∼ N(0,V ) avec V = cb +
cw
nL
∥αL(x)∥2.

On note F = F/
√

Var(F ) la version normalisée de F .

Par la version améliorée de Stein, on déduit que
dTV

(
F ,N

)
≤ 8

3κ4(F ).

Hanin (AAP’23) a calculé le comportement asymptotique de tous les
cumulants de F : κm(F ) ≈ n1−

m
2 (à une constante multiplicative

près). En particulier, Var(F ) ≈ 1 et κ4(F ) ≈ 1
n .

On en déduit dTV (F ,N) = O(
1

n
) .
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Borne optimale

Soit F = αL+1
1 (x)(∈ R) avec L ≥ 1 et x ∈ Rn0 fixés.

On a F ∼ N(0,V ), donc F = F/
√

Var(F ) vérifie F ∼ N(0, V
Var(F )).

On calcule : E[cosF ]− E[cosN] = E[e−
V

2Var(F ) ]− e−
1
2 .

Par Taylor, on déduit E[cosF ]− E[cosN]

=
e−

1
2

8
E

[(
V

Var(F )
− 1

)2
]
− e−

1
2

48
E

[(
V

Var(F )
− 1

)3
]

+O

{
E

[(
V

Var(F )
− 1

)4
]}

=
e−

1
2

8

Var(V )

Var(F )2
− e−

1
2

48

κ3(V )

Var(F )3
+O

{
κ4(V ) + 3κ2(V )2

Var(F )4

}
=

e−
1
2κ4(F )

24Var(F )2
+O

(
max

{(
κ4(F )
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Partie 3

Les LLMs comme assistants de recherche en mathématiques
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Mon parcours personnel avec l’IA générative

Découverte de l’IA générative : décembre 2022

Fondation de GrewIA : février 2023

Comme tout le monde, j’ai commencé par expérimenter. Très vite, j’ai
réalisé que c’était quelque chose de révolutionnaire.

Les premiers bénéfices : coder plus facilement (Python, HTML), aide
aux textes (traduction, reformulation).

Mais pour les mathématiques ?
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Ligne rouge verticale dans la frise chronologique : Bubeck, août 2025
(j’expliquerai cela plus tard).
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Même aujourd’hui, les LLMs les plus perfectionnés peuvent faire des
erreurs mathématiques sur des problèmes très simples, tout en étant
très bon pour résoudre des problèmes très complexes.

Prompt : Generate a cute educational poster in pastel colors

for children, showing a multiplication table
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Où en sommes-nous ?

FrontierMath est un benchmark développé par EpochAI pour évaluer la
capacité des systèmes d’IA à résoudre des problèmes mathématiques
complexes.
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Mon travail avec L. da Maia et C.-P. Diez (sept. 2025)
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Un mois après notre prépublication (oct. 2025)

https://simons.

berkeley.edu/sites/default/files/openprobsmerged.pdf
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Mais reprenons depuis le début
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Point de départ
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Une vue plus nuancée

Ivan Nourdin (Uni. du Luxembourg) Maths ⇒ IA ⇒ Maths
Masterclass – Strasbourg, 23-24 avril 2026
67 / 131



Une vue plus nuancée

Ivan Nourdin (Uni. du Luxembourg) Maths ⇒ IA ⇒ Maths
Masterclass – Strasbourg, 23-24 avril 2026
68 / 131



Retour aux maths !

B = mouvement brownien

Intégrale de Wiener

I (f ) :=

∫
R
f (u)dBu, f ∈ L2(R)
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Retour aux maths !

B = mouvement brownien

Intégrale de Wiener-Itô

Id(f ) :=

∫
Rd

f (u1, . . . , ud)dBu1 . . . dBud , f ∈ L2s (Rd), d ≥ 1
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Théorème du quatrième moment

Théorème du quatrième moment (Nualart, Peccati, 2005)

Cadre : Soient d ≥ 2 et Fn = Id(fn) avec (fn) ⊂ L2s (Rd).

Hypothèse : Supposons E[F 2
n ]→ σ2 lorsque n→∞.

Conclusion : Alors

Fn
law→ N(0, σ2) ⇐⇒ E[F 4

n ]→ 3σ4.
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Malliavin-Stein

Malliavin-Stein (Nourdin, Peccati, 2007)

Soit F : Ω→ R dans D1,2 avec E[F ] = 0 et Var(F ) = 1.

Alors

sup
A∈B(R)

∣∣P(F ∈ A)− P(N(0, 1) ∈ A)
∣∣ ≤ 2E|1− ⟨DF ,−DL−1F ⟩|.

Version quantitative du TMQ

Soit F = Id(f ) avec f ∈ L2s (Rd) et Var(F ) = 1.

Alors

sup
A∈B(R)

∣∣P(F ∈ A)− P(N(0, 1) ∈ A)
∣∣ ≤ 2√

3

(
E[F 4]− 3

)
.
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Page web Malliavin-Stein (500+ références)
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Le candidat parfait !

*******
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L’expérience Malliavin-Stein

Avec C.-P. Diez et L. da Maia, à parâıtre dans Stat. Prob. Letters.
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L’expérience Malliavin-Stein

!
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L’expérience Malliavin-Stein : extension au cas de Poisson
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Conclusions de notre expérience (août 2025)

En août 2025, notre expérience de faire des mathématiques avec
GPT-5 était globalement mitigée.

Cela ressemblait beaucoup à travailler avec un assistant junior.

Cela semblait uniquement favoriser la recherche incrémentale.

Nous avons dû vérifier très attentivement tout ce que l’IA
produisait et la guider constamment pour qu’elle puisse corriger ses
erreurs.
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Quel avenir pour les mathématiques ?

Spoiler : je n’ai pas la réponse !
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Mathématiques et IA

Aujourd’hui, l’IA peut aider à...

naviguer dans la littérature
(aujourd’hui, personne ne peut
tout connâıtre en mathématiques)

générer de nouvelles idées (il y a
beaucoup de bruit, mais elle peut
aussi produire une observation
nouvelle ou oubliée)

accélérer le temps de travail
(elle peut réduire une tâche
complexe en en automatisant
certaines parties)

rédiger et formaliser (les preuves
deviennent plus claires et mieux
structurées)

... mais cela comporte aussi des
risques

Surconfiance (une petite erreur
cachée et tout s’effondre)

Moins d’idées originales
(recherche incrémentale, AI-slop)

Hallucinations (l’IA générative
donne toujours une réponse,
même quand elle est fausse – par
sa structure, elle ne peut pas
savoir qu’elle se trompe)

Changements profonds dans la
formation (les doctorants
devront apprendre à faire de la
recherche d’une nouvelle façon)
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Un système de publication saturé : faut-il le réinventer ?

Trop de publications, trop peu de lecteurs,
presque aucune vérification.

Croissance linéaire (exponentielle ?) de la production vs vérification
stagnante. Besoin fort d’assistants de preuve pratiques et
utilisables.

Passer (ou revenir ?) de publier plus à publier mieux.
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Les mathématiques de demain

Les progrès de l’IA générative pour les mathématiques s’accélèrent.
(Quelques années ont suffi pour passer des “œufs de vache” aux
médailles d’or aux Olympiades. T. Tao, T. Gowers et les meilleurs
modèles unissent leurs forces.)

La façon dont nous faisons de la recherche mathématique pourrait
changer significativement. (Nous n’avons pas encore percé le
mystère des problèmes difficiles. Mais pourquoi ne le pourrions-nous
pas, même prochainement ?)

Les mathématiciens pourraient devenir des architectes, pilotes,
coordinateurs. (Rôle plus stratégique, moins manuel ; augmentés par
une intelligence surpuissante capable d’explorer de nombreuses
directions à une vitesse sans précédent).

Nous pourrions perdre collectivement des compétences, comme avec
le GPS. Il pourrait y avoir une dilution de la créativité humaine.
Nous pourrions faire face à un accès inégal aux outils d’IA. Nous
donnons nos connaissances à des entreprises privées.
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