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Résumé

Le but de ce projet est de se familiariser avec les lois de probabilité. Nous verrons plusieurs

méthodes qui permettent de simuler les lois de probabilité les plus populaires et nous allons

expérimentellement calculer quelques propriétés clés de ces lois comme l'espérance, la médiane,

les quantiles et les moments.
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Chapitre 1

Cas discret

1.1 Introduction

Commençons avec les dé�nitions de base pour le cas discret.

Dé�nition 1. (i) Soit Ω l'espace des résultats possibles. Une distribution de probabilité sur
Ω est une fonction
p : Ω→ [0, 1] telle que

∑
ω∈Ω p(ω) = 1.

(ii) Nous appelons événement toute partie A de Ω : A ∈ P(Ω) := {B : B ⊂ Ω}.

(iii) Soient p une distribution de probabilité sur Ω, A ⊂ P(Ω) et

P : A → [0, 1]

A ∈ A 7→
∑
ω∈A

p(ω).

Alors nous appelons (Ω,A,P) un espace de probabilité discrèt. Nous remarquons que
P({ω}) = p(ω).

(iv) Nous appelons variable aléatoire une fonction X : Ω → [−∞,+∞]. La valeur de X(ω)
dépend du hasard de ω ∈ Ω.

(v) Soit X une variable aléatoire sur (Ω,A,P). Alors PX(A) = P{X ∈ A} = P{ω ∈ Ω|X(ω) ∈ A}
dé�nit une probabilité sur X(Ω) appelée la loi de X ou la distribution de X.

(vi) Nous appelons espérance de X le nombre

E[X] =
∑
ω∈Ω

X(ω)P({ω}),

lorsqu'il est bien dé�ni. Nous remarquons que E[X] est toujours bien dé�ni si X ≥ 0 et
E[X] = +∞ n'est pas exclu. De plus l'espérance est linéaire.

(vii) Soient X une variable aléatoire telque E|X| < +∞ et n ∈ N. Nous appelons E[Xn] moment

d'ordre n de X et E[(X − E[X])n] moment centré d'ordre n de X. En particulier :

V ar(X) = σ2(X) = E[(X − E[X])2

est la variance de X et
√
V ar(X) = σ2(X) est l'écart-type de X.
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La dernière dé�nition nous mêne au prochain lemme :

Lemme 2. Soit X une variable aléatoire. La variance de X est égal à :

V ar(X) = E[X2]− E[X]2.

Démonstration. En e�et,

V ar(X) = E[(X − E[X])2]

= E[X2 − 2XE[X] + E[X]2] par linéarité de l' espérance

= E[X2]− 2E[X]2 + E[X]2

= E[X2]− E[X]2.

Nous allons ensuite encore introduire quelques notions de la statistique.

Dé�nition 3. (i) Nous appelons population, un ensemble (Xi)i∈I de variables aléatoires qui
suivent une loi L quelconque (partiellement) inconnue. Nous supposons que les Xi sont in-
dépendantes et identiquement distribuées (iid).

(ii) Nous appelons échantillon, un tirage aléatoire d'ensembles de varibales aléatoires (Xi1 , ..., Xin)
de la population.

(iii) Nous appelons observations, les valeurs prises par l'échantillon (xi1 , ..., xin).

Le but de la statistique est de faire de l'inférence à partir des observations, c'est-à-dire, d'estimer
les paramètres de la loi L.
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1.2 Loi uniforme discrète

Dé�nissons d'abord la loi uniforme discrète.

Dé�nition 4. Soit X(Ω) = {1, ..., n} avec n ∈ N. Nous disons que X suit une loi uniforme

discrète si P(X = k) = 1
n , pour tout k ∈ X(Ω).

En particulier, pour A ⊂ X(Ω) nous avons

P(A) =
#A

#X(Ω)
=

#A

n
.

Les exemples simples de la loi discrète sont : lancer d'un dé non biais�, lancer d'une pièce, tirer
une carte ou un jeu de roulette.

Calculons maintenant l'espérance et la variance de la loi uniforme discrète.

E[X] =
∑
ω∈Ω

X(ω)P(X = X(ω))

=

n∑
i=1

i
1

n

=
1

n

(n+ 1)n

2

=
n+ 1

2
.

Maintenant nous pouvons utiliser le lemme 2. pour calculer la variance.

V ar(X) = E[X2]− E[X]2

=

n∑
i=1

i2
1

n
−
(

(n+ 1)

2

)2

=
1

n

n(n+ 1)(2n+ 1)

6
−
(

(n+ 1)

2

)2

=
2n2 + 3n+ 1

6
− n2 + 2n+ 1

4

=
n2 − 1

12
.

Nous avons crée un échantillon aléatoire de taille 1000 de la loi uniforme, de paramètre 6. En
calculant la fréquence empirique, nous obtenons ainsi le graphe suivant :
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Observons maintenant un cas particulier. Nous nous intéressons à l'évolution de la fréquence
d'un évènement particulier. Nous observons lar variation de la fréquence d'obtenir la valeur k = 4,
lors des n premiers observations.

Cette fréquence se rapproche de la probabilité théorique 1
6 , mais semble ne pas être très stable.
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Voici encore un graphique qui montre aussi la médiane avec les quantiles 1
4 et 3

4 .
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1.3 Loi de Bernoulli

Dé�nition 5. Soit X(Ω) = {0, 1}. La variable aléatoire X suit une Loi de Bernoulli si le
succès de la variable X est de probabilité p ∈]0, 1[ et l'échec de la variable est de probabilité p− 1,
c'est-à-dire  P (X = 1) = p, p ∈]0, 1[

P(X = 0) = 1− p.

Si la variable aléatoire X suit une loi de Bernoulli de paramètre p nous écrivons X ∼ Bern(p).

Un exemple pour la loi de Bernoulli est la probabilité de tirer une boule blanche d'une urne,
qui contient n boules, dont np boules sont blanches et n(1− p) sont noires.

L'espérance pour la loi de Bernoulli.

E[X] = 1 · P(X = 1) + 0 · P(X = 0)

= 1 · p+ 0 · (1− p)
= p.

En utilisant de nouveau le lemme 2. nous pouvons calculer la variance.

V ar(X) = E[X2]− E[X]2

= 1 · p+ 0 · (1− p)− p2

= (1− p)p.

Nous disposons d'un échantillon de taille 1000 d'une loi de Bernoulli de paramètre 0, 4 et nous
nous intéressons à l'évolution de la fréquence empirique de P(X = k).

Pour k = 0, nous obtenons le graphique suivant :
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Pour k = 1, nous obtenons :
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1.4 Loi binomiale

Maintenant la loi binomiale.

Dé�nition 6. Soient X une variable aléatoire et k, n ∈ N tel que k ≤ n. La variable aléatoire X
suit une loi binomiale, et nous écrivons X ∼ Bin(n, p) si l'égalité suivante est véri�ée

P(X = k) =

 n

k

 pk(1− p)n−k.

La loi binomiale peut être engendrée par la loi de Bernoulli. En e�et, la loi binomiale est la
probabilité que le nombre de succès sur n lancers soit k.

Calculons maintenant l'espérance de la loi binomiale. Soient Xi des variables aléatoires tel que
(Xi)i=1,...,n ∼ B(p) où lesXI sont iid. Nous avons queX =

∑n
i=1Xi suit une loi binomialeBin(n, p).

Nous obtenons donc

E[X] = E

[
n∑
i=1

Xi

]

=

n∑
i=1

E[Xi] par l'indépendance des Xi

=

n∑
i=1

p

= np.

Maintenant nous pouvons calculer la variance de la loi binomiale.

V ar(X) = E[X2]− E[X]2

= E

 n∑
i=1

Xi

n∑
j 6=i

Xj

− n2p2.

Pour calculer E
[∑n

i=1Xi

∑n
j 6=iXj

]
, nous devons obserer deux cas di�érents. Si i = j nous avons

l'égalité E
[
(
∑n
i=1Xi)

2
]

= np et si i 6= j, nous obtenons

E

 n∑
i=1

Xi

n∑
j=1

Xj

 =

n∑
i=1
j 6=i

E[Xi]E[Xj ] = n(n− 1)p2,

car les variables aléatoires sont iid. Nous avons donc

V ar(X) = np+ n(n− 1)p2 − n2p2

= np− np2

= n(1− p)p.
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Nous disposons d'un échantillon de taille 1000 qui suit une loi binomiale de paramètres n = 10
et p = 0, 4. Nous obtenons alors comme fréquence empirique :

Voici encore le graphique avec la médiane pour les quantiles 1
4 et 3

4 .
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Regardons maintenant l'évolution de la fréquence empirique d'obtenir la valeur k = 3.

Pour k = 4, nous avons
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1.5 Loi géométrique

Dé�nition 7. Soit X une variable aléatoire. X suit une loi géométrique si la probabilité d'obtenir
k est la probabilité de nécessiter k essais pour obtenir le premier succès d'une loi de Bernoulli,
c'est-à-dire

P(X = k) = (1− p)k−1p,

avec k ∈ N∗ et où p ∈]0, 1[ est la probabilité d'un succès de la loi de Bernoulli. Nous écrivons
X ∼ Geo(p), lorsque X suit une loi géométrique de paramètre p.

Remarquons que la loi géométrique est dé�nie sur tous les entier k, est ce que la dé�nition de
P donne bien un loi ? En e�et, nous avons :

+∞∑
k=1

P(X = k) = p

+∞∑
k=0

(1− p)k

= p
1

1− (1− p)

=
p

1− 1 + p
= 1.

Calculons maintenant l'espérance de la loi geométrique. Remarquons tout d'abord que si f(x) =
1

1−x alors la série de Taylor est f(x) =
∑+∞
k=0 x

k et f ′(x) = 1
(1−x)2 =

∑+∞
k=1 kx

k−1 pour x ∈]0, 1[.

D'où

E[X] =

+∞∑
k=1

kP(X = k)

=

+∞∑
k=1

kp(1− p)k−1

= p

+∞∑
k=1

k(1− p)k−1

= p
1

(1− (1− p))2

= p
1

p2
=

1

p
.

Remarquons que pour f(x) = 1
1−x , la dérivée seconde est f ′′(x) = 2

(1−x)3 =
∑∞
k=2 k(k − 1)xk−2,

et donc
∞∑
k=1

k2xk−1 = x

∞∑
k=1

k(k − 1)xk−2 +

∞∑
k=1

kxk−1 =
2x

(1− x)3
+

1

(1− x)2
.

Ceci nous permet de calculer la variance

V ar(X) = E[X2]− E[X]2

= p

+∞∑
k=1

k2(1− p)k−1 − 1

p2

= p
2(1− p)
p3

+
p

p2
− 1

p2

=
2− 2p+ p− 1

p2

=
1− p
p2

.
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Nous disposon maintenant d'un échantillon de taille 1000 d'une loi géométrique de paramètre
0, 4. En calculant la fréquence empirique nous obtenons le graphique suivant :

Regardons l'évolution de la fréquence de P(X = 4) lors du parcours de l'échantillon.
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Voici encore un graphique qui montre aussi la médiane avec les quantiles 1
4 et 3

4 .
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1.6 Loi de Poisson

Dé�nition 8. Soit X une variable aléatoire. Nous disons que X suit une loi de Poisson, si

P(X = k) =
λk

k!
e−λ,

pour k ∈ N. Nous écrivons X ∼ P (λ).

Pour montrer que P (λ) est bien une loi de probabilité remarquons d'abord que le développement

de Taylor de ex = 1 + x+ x2

2 + x3

3! + ... =
∑∞
i=1

xi

i! pour x ∈ R. Ceci nous donne :

+∞∑
k=0

P(X = k) =

+∞∑
k=0

λk

k!
e−λ

= e−λ
+∞∑
k=0

λk

k!

= e−λeλ

= 1.

Calculons maintenant l'espérance pour la loi de Poisson.

E[X] =

+∞∑
k=0

kP(X = k) =

+∞∑
k=1

kP(X = k)

=

+∞∑
k=1

λk

(k − 1)!
e−λ

=
λ

eλ

+∞∑
k=1

λk−1

(k − 1)!

=
λ

eλ

+∞∑
k=0

λk

(k)!

=
λ

eλ
eλ = λ.

Ceci nous permet de calculer la variance de la loi de Poisson.

V ar(X) = E[X2]− E[X]2

=

+∞∑
k=1

(
k2 λk

(k − 1)!
e−λ

)
− λ2

= λe−λ
+∞∑
k=1

(
λk

(k − 1)!

)
− λ2

= λe−λ(1 + λ)eλ − λ2

= λ.
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Analysons un échantillon de taille 1000 d'une loi de Poisson de paramètre 10. En calculant la
fréquence empirique nous obtenons le graphique suivant :

Nous nous intéressons à l'évolution de la fréquence d'obtenir k = 6.
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Enusite pour k = 10.

Voici encore un graphique qui montre aussi la médiane avec les quantiles 1
4 et 3

4 .
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1.7 Méthode des moments

Supposons que nous disposons d'un nombre d'observations à valuers discrètes d'un échantillon
i.i.d de loi inconnue. Ce que nous voulons déterminer est la loi que pourrait suivre notre variable
aléatoire. Nous supposons ici, des variables aléatoires discrètes, de loi uniforme, géométrique,
de Poisson ou binomiale (binomiale de paramètre n, le nombre de lancer total, connu, mais de
paramètre p inconnu). (Nous ignorons la loi de Bernoulli car k = 0 ou k = 1.) Une première
approximation des paramètres des di�érentes lois survient à l'aide de l'espérance. En e�et, en
connaissant l'espérance empirique, nous pouvons déduire les paramètres des di�érentes lois de
manière empirique en assimilant la moyenne des valeurs d'espérance. Nous comparons ensuite la
fonction de probabilité avec nos observations, pour déterminer éventuellement quelle loi serait plus
probable.

Soit m, la moyenne des observations. Posons E[X] = m.

(i) Si la population suit une loi uniforme, alors

E[X] =
n+ 1

2
⇔ m =

n+ 1

2
⇔ n = 2m− 1 n doit être entier.

(ii) Si X ∼ Geo(p)

m =
1

p
⇔ p =

1

m
(∈]0, 1[).

(iii) Si X ∼ Bin(n, p) (avec n connu)

m = np⇔ p =
m

n
(∈]0, 1]) i.e. m < n.

(iv) Si X ∼ P (λ), nous avons que m = λ.

Exemple 9. Nous disposons d'un échantillon de taile 1000 d'une loi de Poisson de paramètre 10.
La moyenne de notre observation est m = 10, 04. Les candidats possibles sont

→ La loi uniforme de paramètre n = 2m− 1 = 19 (arrondi pour être entier).

→ La loi geométrique de paramètre p = 1
m = 0, 0996.

→ La loi binomiale de paramètre n = 15 (choisi abitrairement, mais de façon à ce que n > m
pour que m

n < 1) et p = m
n = 0, 6693.

→ La loi de Poisson de paramètre λ = m = 10, 04.
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Nous constatons que la courbe de la loi de Poisson est celle qui approche le mieux notre fré-
quence empirique de nos observations, ce qui est tout a fait attendu puisque nous avons choisi un
échantillon qui suit une loi de Poisson.

Refaisons maintenant la même expérience pour un échantillon de taille 1000 d'une loi binomiale
de paramètres 10 et 0, 4. La moyenne de notre observation est cette fois ci m = 4, 011. Nous
obtenons donc les candidats possibles suivants

→ La loi uniforme de paramètre n = 2m− 1 = 7 (arrondi pour être entier).

→ La loi geométrique de paramètre p = 1
m = 0, 2493.

→ La loi binomiale de paramètre n = 15 (choisi abitrairement, mais de façon à ce que n > m
pour que m

n < 1) et p = m
n = 0, 2674.

→ La loi de Poisson de paramètre λ = m = 4, 011.

Ici, la courbe la plus proche est la binomiale de paramètres (15; 0, 2674). Remaqruons que par
notre choix arbitraire de l'estimation de n = 15, nous aurions aussi pu avoir qu'aucune courbe
n'approxime la fréquence empirique.

Voici un exemple avec les mêmes observations, mais avec n = 1000 pour la loi binomiale.
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Remarquons aussi que la loi binomiale tend vers la loi de Poisson.

Théorème 10. Si n est grand et p est petit, nous pouvons approximer une loi Bin(n, p) par une
loi P (np).
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Chapitre 2

Cas continu

Commençons avec un exemple avant d'introduire les dé�nitions importantes.

Exemple 11. (Distribution uniforme sur [0, 1])
Nous voudrions avoir P([a, b[) = b − a pour a, b ∈ [0, 1]. Mais nous ne pouvons pas dé�nir la
probabilité P sur P(Ω) à cause du problème suivant :

Soit a ∈ [0, 1[. Nous avons

P({a}) ⊆ P
([
a, a+

1

n

[)
=

1

n
−→

n→+∞
0.

Nous obtenons P({a}) = 0. Et donc, pour A ⊂ [0, 1[

P(A) = P

(⋃
a∈A
{a}

)
6=
∑
a∈A

P({a}) = 0.

Dé�nition 12. Nous appelons espace de probabilité, tout triple (Ω,A,P) tel que

1. Ω est un ensemle,

2. A est une tribu,

3. P es une mesure de probabilité.

Nous considérons A = B(R) la tribu borélienne de R.

Dé�nition 13. Nous appelons variable aléatoire, toute fonction X : Ω → R mesurable, c'est-
à-dire

X−1(B) = {X ∈ B} ∈ A,∀B ∈ B(R).

Dé�nition 14. Nous appelons fonction de répartition d'une loi X

FX : R→ [0, 1]

b 7→ FX(b) := PX(]−∞, b]) = P{X ≤ b}.

Cette fonction caractérise entièrement la loi de X.

Dé�nition 15. Nous disons que X admet une fonction de densité fX , s'il existe une fonction
fX : R→ R+ intégrable telle que

FX(a) =

∫ a

−∞
fx(t)dt.

Propriétés 16. (i)
∫ +∞
−∞ fX(t)dt = 1.

(ii) Si a < b, nous avons

P(a ≤ X ≤ b) =

∫ b

a

fX(t)dt.
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(iii) Si fX est continue, alors FX est dérivable et

d

dt
FX(t) = fX(t).

Dans le cas continue nous pouvons toujours utiliser

E[X] =

∫ +∞

−∞
fX(t)dt

pour calculer l'espérance.

Remarque 17.

E[h(X)] =

∫ +∞

−∞
h(t)fX(t)dt,

et nous avons toujous

V ar(X) = E[X2]− E[X]2

=

∫ +∞

−∞
t2fX(t)dt−

(∫ +∞

−∞
tfX(t)dt

)2

.
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2.1 Loi uniforme

Nous disons que X suit une loi uniforme X ∼ U([a, b]) avec a < b si fX(t) = 1
b−a1[a,b](t).

E�ectivement, ∫ +∞

−∞
fX(t)dt =

∫ b

a

1

b− a
dt = 1.

Nous pouvons donc calculer l'espérance et la variance.

E[X] =

∫ +∞

−∞
t

1

b− a
1[a,b]dt

=
1

b− a

∫ b

a

tdt

=
1

b− a

[
1

2
t2
]b
a

=
b2 − a2

2(b− a)

=
b+ a

2

et

V ar(X) =

∫ +∞

−∞
t2

1

b− a
1[a,b]dt−

(b+ a)2

4

=
b2 − a3

3(b− a)
− (b+ a)2

4

=
b2 + ab+ a2

3
− b2 + a2 + 2ab

4

=
(b− a)2

12
.

Analysons un échantillon de taille 100 de loi uniforme de paramètre a = 0 et b = 1. Nous
obtenons le graphique suivant pour la fonction de répartition.
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2.2 Loi exponentielle

Nous disons que X suit une loi exponentielle X ∼ Exp(λ) avec λ > 0 si fX(t) = λe−λt1R+
(t).

Nous remarquons que ∫ +∞

−∞
fX(t)dt =

∫ +∞

0

λe−λtdt =
[
−e−λt

]+∞
0

= 1.

Calculons maintenant l'espérance.

E[X] =

∫ +∞

−∞
tλe−λt1R+(t)dt

=

∫ +∞

0

λte−λtdt.

En faisant une intégration par parties nous obtenons

E[X] =
[
−te−λt

]+∞
0

+

∫ +∞

0

e−λtdt

= 0 +
1

λ

∫ +∞

0

λe−λt

=
1

λ
· 1 =

1

λ
.

Ceci nous permet de calculer la variance.

V ar(X) =

∫ +∞

0

t2λe−λtdt− 1

λ2

=
[
−t2e−λt

]+∞
0

+

∫ +∞

0

2te−λtdt− 1

λ2
, intégration par parties

= 0 +
2

λ

∫ +∞

0

λte−λtdt− 1

λ2

=
2

λ2
− 1

λ2

=
1

λ2
.
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Nous observons un échantillon de taille 100 de loi exponentielle de paramètre 5. La fonction
de répartition ressemble à

et le graphique de la densité est
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2.3 Loi normale (ou gaussienne)

Nous disons que X suit une loi normale X ∼ N(µ, σ2), si fX = 1√
2πσ2

e
−(t−µ)2

2σ2 . Ceci est bien

une probabilité, car
∫ +∞
−∞ e

−t2
2 dt =

√
2π, et

∫ +∞
−∞ e

−t2

2σ2 dt =
√

2πσ2. Donc nous obtenons∫ +∞

−∞
fXdt =

1√
2πσ2

·
√

2πσ2 = 1.

Calculons maintenant l'espérance.

E[X] =

∫ +∞

−∞
µ+ (t− µ)fx(t)dt

= µ+

∫ +∞

−∞
(t− µ)fX(t)dt

= µ,

car (t− µ)fX(t) est une fonction impaire autour de µ, donc l'intégrale vaut 0.
La variance est égale à

V ar(X) =

∫ +∞

0

(t− µ)2fX(t)dt

= σ2,

car ∫ +∞

0

t2e
−t2

2σ2 dt = σ2
√

2πσ2.

Analysons maintenant un échantillon de taille 100 de loi normale de paramètres µ = 0 et
σ2 = 1. Le graphique de la fonction de répartition ressemble à ceci :
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Et voici le graphique qui illustre la densité :
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2.4 Loi du chi-carré

Soient Z1, ..., Zn ' Z ∼ N(0, 1) des variables aléatoires gaussiennes centrées et réduites, c'est-
à-dire µ = 0 et σ = 1. Alors X =

∑n
i=1 Z

2
i suit une loi de chi-carré à n degrès de liberté, X ∼ X 2

n .
Sa fonction de densité est

fX
2
n(t) =

1

2
n
2 Γ(n2 )

t
n
2−1e−

t
21{R+}, n > 0

où Γ(x) =
∫ +∞

0
tx−1e−tdt est la fonction gamma.

L'espérance est E[X 2
n ] = n et la variance vaut V ar(X 2

n) = 2n.
Les graphiques suivants montrent la densité d'une loi chi-carré de paramètre 5 et sur un échan-

tillon de taille 100.
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2.5 Loi de Student

Soient Z ∼ N(0, 1) une gaussienne centrée, réduite et X ∼ X 2
n une chi-carré à n degrès de

liberté. Alors T = Z√
X
n

suit une loi de Student à n degrès de liberté, T ∼ tn. Sa fonction de densité

est

ftn =
1√
nπ

Γ(n+1
2 )

Γ(n2 )

(
1 +

t2

n

)−n+1
2

, n > 0.

Son espérance n'est pas dé�nie pour n = 1 et pour n ≥ 2, E[tn] = 0. Pour tout n ≤ 2 la variance
vaut V ar(tn) = +∞ et pour tout n ≥ 3, V ar(tn) = n

n−2 .
Observons maintenant la fonction de répartition d'un échantillon de taille 100 et d'une loi de

Student de paramètre 5.
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Voici la densité du même échantillon.
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2.6 Estimation de la loi par la méthode des moments

Similairement à la section 1.7 (Méthode des moments), nous voudrons approximer la loi d'une
population à l'aide de l'information sur l'échantillon obtenue.

Nous allons comparer les observations avec la meilleure approximation des lois exponentielle,
normale, chi-carré et de Student, par la méthode des moments, c'est-à-dire, estimer les paramètres
à l'aide de la moyenne et de la variance.

Exemple 18. Soit un échantillon aléatoire de taille 60. Nous avons comme moyenne des obser-
vations 6, 43 et comme variance 9, 84. Cela nous donne comme approximations

1. une loi exponentielle Exp(6, 43),

2. Une loi normale N(6, 43; 9, 84),

3. une loi chi-carré X6,

4. une loi Student t2.
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Nous constatons que la normale approche les observations au mieux.
Remarquons que la loi de Student n'est relevant que si la moyenne est presque nulle.
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2.7 Estimation : Modèle OMMeR

Supposons que X suit une normale de paramètres inconnues X ∼ N(µ, σ2).

Objectif : Estimer les paramètres à l'aide des caractéristiques décrites par la loi X ∼ N(µ, σ2).

Modèle : Nous supposons avoir un modèle d'échantillonage, (X1, ..., Xn) ' X ∼ N(µ, σ2). Nous choi-
sissons un échantillon i.i.d. de taille n dans la population.

Méthode : Nous estimons les paramètres à l'aide de l'échantillon.

Estimateur :

µ̂ = X̄n =
1

n

n∑
i=1

Xi

σ̂2 = S̃n
2

=
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄n)2.

Nous disposons des statistiques pivots suivant :

T = X̄n−µ
S̃n

√
n ∼ tn−1

Y = (n− 1) S̃n
2

σ2 ∼ X 2
n−1.

Résultat : (a) Mesures d'incertitude de l'espérance µ :

Soit c ∈ R, alors

P(µ̂− c ≤ µ ≤ µ̂+ c) = P(µ ≤ µ̂+ c)− P(µ ≤ µ̂− c)
= P(µ− c ≤ µ̂)− P(µ+ c ≤ µ̂)

= P(µ− c ≤ µ̂ ≤ µ+ c)

= 1− P(µ̂ > µ+ c)− P(µ̂ < µ− c)

= 1− P
(√

n
µ̂− µ
S̃n

>
µ+ c− µ

S̃n

√
n

)
− P

(√
n
µ̂− µ
S̃n

>
µ− c+ µ

S̃n

√
n

)
= 1− P

(
T ≥ c

S̃n

√
n

)
− P

(
T ≤ − c

S̃n

√
n

)
= 1− 2P

(
T ≥ c

S̃n

√
n

)
.

(b) Intervalle de con�ance pour µ :

Nous cherchons [L,U ] tel que P(L ≤ µ ≤ U) ≤ 1 − α. Or comme
√
n X̄n−µ

S̃n
∼ tn−1.

Donc

P
(
tn−1 ≤

X̄n − µ
S̃n

√
n ≤ −tn−1

)
= 1− α. (2.1)

Posons q1 quantile
α
2 de tn−1 et q2 quantile

α−1
2 tn−1 de de tn−1. Nous avons

α
2 = tn−1 =

−tn−1 = 1− α
2 par symétrie de la loi de Student. Donc2.1 équivaut

P
(
− S̃n√

n
tn−1 − X̄n ≤ −µ ≤ S̃n√

n
tn−1 − X̄n

)
= 1− α

⇔ P
(
X̄n − S̃n√

n
tn−1 ≤ µ ≤ S̃n√

n
tn−1 + X̄n

)
= 1− α

⇔ µ ∈
[
X̄n − S̃n√

n
; X̄n + S̃n√

n
tn−1

]
.

Ceci est l'intervalle de con�ance de niveau de con�ance 1− α.
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(c) Mesure d'incertitude pour σ2 :

P(σ2 ≥ kS̃n
2
) = P

(
1

k
≥ S̃n

2

σ2

)

= P

(
n− 1

k
≥ (n− 1)

S̃n
2

σ2

)

= P
(
Y ≤ n− 1

k

)
.

(d) Intervalle de con�ance pour σ2 :

Nous cherchons [L,U ] tel que P(L ≤ σ2 ≤ U) = 1− α en sachant que n−1
σ2 S̃n

2 ∼ X 2
n−1.

Posons q1 quantile α
2 de X 2

−1 et q2 quantile α−1
2 tn−1 de X 2

−1.

P
(
X 2
n−1 ≤

(n−1)
σ2 S̃n

2 ≤ X 2
n−1

)
= 1− α

⇔ P
(
X 2
n−1

(n−1)S̃n
2 ≤ 1

σ2 ≤
X 2
n−1

(n−1)S̃n
2

)
= 1− α

⇔ P
(

(n−1)S̃n
2

X 2
n−1

≤ σ2 ≤ (n−1)S̃n
2

X 2
n−1

)
= 1− α

⇔ σ2 ∈
[

(n−1)S̃n
2

X 2
n−1

, (n−1)S̃n
2

X 2
n−1

]
.
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2.8 Modèle OMMeR dans le cas normal partiellement �xé

a) Moyenne µ0 connue

Objectif : Estimation de σ2.

Modèle : (X1, ..., Xn) ' N(µ0, σ
2) iid

Méthode :

Estimateur : σ̂2 = S2
n(µ) =

1

n

n∑
i=1

(Xi − µ0)2,

Pivot :
nS2

n(µ)

σ2
∼ X 2

n .

b) Variance σ2
0 connue

Objectif : Estimation de µ.

Modèle : (X1, ..., Xn) ' N(µ, σ2
0) iid.

Méthode :

µ̂ = X̄n =
1

n

n∑
i=1

Xi

Z =
X̄n − µ
σ0

√
n ∼ N(0, 1).

Exemple 19. Soient σ2
0 = 72 connu et X ∼ N(µ, 72). Nous disposons d'une observation de taille

60 de la taille d'individus, et nous avons comme moyenne X̄60 = 173, 4cm. Nous cherchons un
intervalle de con�ance de niveau 0, 95 pour le paramètre µ. Comme la normale est stable par

addition, nous avons que X̄60 ∼ N(µ, 49
60 ) et X̄60−µ√

49
60

∼ N(0, 1).

En partageant le risque des deux côtés, nous avons

P

q0,025 ≤
X̄60 − µ√

49
60

≤ q0,975

 = 0, 95

⇔ P
(
X̄60 −

7√
60
q0,975 ≤ µ ≤ X̄60 −

7√
60
q0,025

)
= 0, 95,

où q0,025 (resp. q0,975) est le quantile de niveau 0, 025 (resp. 0, 975) de la normale centrée réduite.
Remarquons que par symétrie de la normale centrée, nous avons q0,025 = −q0,975 = −1, 96.

Donc notre intervalle de con�ance de niveau 0, 95 est[
173, 4− 7√

60
1, 96; 173, 4 +

7√
60

1, 96

]
= [171, 63; 175, 17].

Exemple 20. 1. Soit X ∼ N(µ, σ2). Nous disposons de 10 observations de moyenne X̄10 =

30, 2 et de variance S̃2
10 = 11, 49. Nous avons X̄10 ∼ N(µ, σ

2

10 ). Nous cherchons un intervalle

de con�ance de niveau 0, 95 pour µ. Nous savons que X̄10−µ
S̃10

√
10 ∼ t10−1.

Donc en partageant le risque des deux côtés, nous obtenons

P
(
q0,025 ≤

X̄10 − µ
S̃10

√
10 ≤ q0,975

)
= 0, 95,

où q0,025 et q0,975 sont les quantiles de la Student à 9 degrès de liberté de niveau 0, 025 et
0, 975. Par symétrie de la Student, nous avons que q0,025 = −q0, 975 = −2, 2622.
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Donc

P

(
X̄10 +

S̃10√
10
q0,025 ≤ µ ≤ X̄10 −

S̃10√
10
q0,025

)
= 0, 95.

Donc notre intervalle de con�ance pour µ de niveau 0, 95 est[
30, 2−

√
11, 49

10
2, 2622; 30, 2 +

√
11, 49

10
2, 2622

]
= [27, 78; 32, 62].

2. Nous cherchons un intervalle de con�ance pour σ2. Nous savons que (10− 1)
S̃2
10

σ2 ∼ X 2
10−1.

Donc

P

(
q′0,025 ≤ (10− 1)

S̃2
10

σ2
≤ q′0,975

)
= 0, 95,

où q′0,025 = 2, 7 et q′0,975 = 19, 023 sont les quantiles de la chi-carré à 9 degrès de liberté.
Donc

P

(
(10− 1)S̃2

10

q′0,975

≤ σ2 ≤ (n− 1)S̃2
10

q′0,025

)
= 0, 95.

Donc notre intervalle de con�ance pour σ2 est[
9 · 11, 49

19, 023
;

9 · 11, 49

2, 7

]
= [5, 44; 38, 30].
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2.9 Estimation d'une loi L(µ, σ2)

Dans cette section la loi L est connue et les paramètres µ et σ2 sont inconnus.

a) Modèle de position

Nous supposons que la variance σ2
0 de la loi est connue. Soit X une variable aléatoire telle

que X ∼ L(µ, σ2
0).

Objectif : Estimation de µ.

Modèle : (X1, ..., Xn) ∼ L(µ, σ2
0) iid.

Méthode : Estimateur µ̂ = X̄n

Pivot : Z = X̄n−µ
σ0

√
n

L→ N(0, 1).

Nous disons que (Xn) converge en loi vers X si les fonctions de répartitions Fn de

Xn convergent vers celle de X, i.e. limn→+∞ Fn(x) = F (x) et nous notons Xn
L→ X.

Résultat : Estimation, intervalle de con�ance et calculs de probabilité asymptotiques, c'est-à-dire,
si n est grand, alors nous pouvons approximer en utilisant les mêmes calculs que dans
le cas gaussien.

b) Modèle d'échelle :

Objectif : Estimation de σ2.

Modèle : (X1, ..., Xn) ' X ∼ L(µ0, σ
2) i.i.d. tel que le moment centré d'ordre 4 µ4 = E[(X −

E[X])4] existe.

Méthode : Estimateur σ̂2 = S2
n(µ0) = 1

n

∑n
i=1(Xi − µ0)2

Pivot :
S2
n(µ0)−σ2

√
V ar(S2

n(µ))
=

S2
n(µ)−σ2

√
µ4−σ4

L→ N(0, 1).

Résultat : Estimation, intervalle de con�ance et calculs de probabilité asymptotiques.

c) Modèle de position d'échelle :

Objectif : Estimation de µ et de σ2.

Modèle : (X1, ..., Xn) ' X ∼ L(µ0, σ
2) i.i.d. tel que le moment centré d'ordre 4 µ4 existe.

Méthode : Estimateur µ̂ = X̄n et σ̂2 = S̃n
2

Pivot :

X̄n − µ
S̃n

√
n

L→ N(0, 1)

S̃n
2 − σ2√

V ar(S̃n)2

L→ N(0, 1)

Résultat : Estimation, intervalle de con�ance et calculs de probabilité asymptotiques.
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