Herleitung der Bogenlangenformel fiir ebene Funktionsgraphen

Betrachten wir eine Funktion y = f(z) auf dem Intervall domf = [a,b]. Wir nehmen an, dass
die Funktion stetig differenzierbar ist, das heifit, dass ihre Ableitung f’(¢) auf domf existiert
und stetig ist.

Zunéachst wollen wir die Lange der Kurve €y approximieren, indem wir das Intervall [a,b] in n
Teilintervalle gleicher Breite Az := ;11 — z; mit a = 29 < 1 < --- < z, = b unterteilen. Wir
bezeichnen mit P; den Punkt auf ¢ mit den Koordinaten (x;; f(x;)).

Dann kénnen wir €y durch den Polygonzug (Py, Py, ..., P,) approximieren.
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Figure 18: Beispiel eines Polygonzugs fiir n = 6

Um die Lénge jedes Streckenabschnitts [P; P;11] zu bestimmen, kénnen wir den Satz des Pythago-

ras verwenden:
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mit Ay = yir1 — ¥ = f(wip1) — f(23)
Nach dem Mittelwertsatz existiert ein ¢; € (z;, z;4+1), sodass
flxiv1) = f(zi) = f'(ci) - (wig1 — 24)
< Ay = f'(c;) - Az
Dann kann die Lénge geschrieben werden als:
P; Piy1 =/ (Az)? + (Ay)?
= (A0)2 + (f/(c:) - Aw)?

= /14 [f(c:)]? Az

Die Lénge L von ¢y kann somit durch die Summe der Langen der Streckenabschnitte approx-




imiert werden.
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Um die Genauigkeit dieser Approximation zu erh6hen, miissen wir immer kleinere Teilintervalle
wahlen, also eine immer gréflere Anzahl n von Teilintervallen. Mit anderen Worten: Wir miissen

den Grenzwert fiir n — oo betrachten:
n—1 n—1
L= nh_)l’go z(:) P, Py = nh_{go z(:) [ 14+ [f’(cz)]Q} Ax
1= 1=
Da dies der Grenzwert der Riemannschen Summen einer Funktion ist, wenn die Teilintervalle

immer kleiner werden, handelt es sich um das Riemann-Integral. Wir kénnen also schreiben:
b
L= [+ (f@P da

Herleitung der Bogenlingenformel fiir ebene Kurven:
Fiir eine allgemeine ebene Kurve funktioniert die Herleitung der Bogenlangenformel dhnlich.
Betrachten wir eine Kurve C, die fiir ¢ € [a, b] durch (z(t), y(t)) parametrisiert isf?!} Wir nehmen
an, dass die Kurve stetig differenzierbar ist, das heifit, dass die Ableitungen z/(¢) und y'(t) auf

[a, b] existieren und stetig sind.

Wie zuvor unterteilen wir das Intervall [a, b] in Teilintervalle gleicher Breite At := t;11 — t; mit
a=ty <t <--- <ty =>bund bezeichnen mit P; den Punkt auf der Kurve mit den Koordinaten

(z(t;),y(t;)). Dann kann die Lange approximiert werden durch

n—1 n—1
LxY P Pa=), \/[ﬂf(tz‘ﬂ) —2(t)? + [y(tiv1) — y(t)]?
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:L‘(tiJr]_) — :E(tz) = SL‘/(CZ') AN fiir ein ¢; € (tivti+1)
y(ti+1) — y(tz) = y/(kil) AN fir ein k; € (tiatiJrl)

Dann gilt: n—1
L~ \/ (tiv1) — z(t:)]? + [y(tivr) — y(t)]?
1:0
n—1
= V() - A2 + [y (k) - At
=0
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Um die Genauigkeit dieser Approximation zu erhohen, betrachten wir den Grenzwert, wenn die
Anzahl der Teilintervalle zunimmt, also n — oo und At — 0. Wegen der Stetigkeit von z/(t)

und o/ (t) gilt ¢;, k; — t;, sodass der Ausdruck zu einer Riemannschen Summe wird:

n—1

n—1
L= nh_}rgo Z P, Py = nh_}rglo ZO \/:C’(Ci)2 + 9/ (ki)? - At

n—1
. /(+.)2 /(+.\2 .
—nlggog\/x ()2 + /' (t:)? - At

2"Man beachte, dass eine Funktion y = f(z) durch (z, f(x)) fiir 2 € domf parametrisiert werden kann.




Daher gilt:
b
L— / 2 (D)2 +y/(1)? dt
a



