Eine intuitive Definition der Kriimmung

Kriimmung ebener Kurven:
Als erste Definition kénnen wir die Kriitmmung als ein Mafl dafiir auffassen, wie stark sich
eine Kurve an einem gegebenen Punkt kriimmt. Betrachten wir zum Beispiel die folgenden drei

Kurven: eine Gerade, eine allgemeine gekriimmte Linie und einen Kreis.

Intuitiv kénnen wir beobachten, dass sich eine Gerade nicht kriimmt, wihrend der Kreis eine
"konstante Kriimmung" besitzt.

Kreise liefern somit eine natiirliche Moglichkeit, die
"Biegung", also die Kriitmmung, von Kurven zu messen. Intu-
itiv entspricht ein kleinerer Radius einer "stérkeren" Biegung
(groBere Kriimmung), wihrend ein grofilerer Radius einer
"sanfteren" Biegung (kleinere Kriimmung) entspricht.

Daher definieren wir die Kriimmung eines Kreises durch

1
k = —, wobei r der Radius des Kreises ist.
T

Um die Kriimmung einer Kurve in einem Punkt zu messen,

definieren wir den Schmiegkreisﬂ als den Kreis, der die Figure 1: Verdnderlicher Radius
Kurve in diesem Punkt am besten annéhert. Dann kénnen wir die Kriimmung der Kurve in
einem Punkt als die Kriimmung ihres Schmiegkreises definieren, also als den Kehrwert seines
Radius.

Figure 2: Eine Kurve mit den Punkten P;, P», P3 und den zugehorigen Schmiegkreisen Cy, Cs, Cs

(anschauliche Skizze)

Betrachten wir das Beispiel in Abbildung 2} Wir sehen, dass der Kreis Cy den grofiten Radius
besitzt, was einer sanften Kriimmung der Kurve entspricht, wahrend der Kreis C'5 den kleinsten

Radius besitzt und die Kurve an diesem Punkt stéarker gekriimmt ist.

!Ein solcher Kreis ist nur an Punkten wohldefiniert, an denen die Kurve nicht lokal geradlinig ist.



Kriimmung einer Helix

Fir bestimmteﬂ Raumkurven existiert der Schmiegkreis in einem Punkt und liegt in der Schmiegebene
der Kurve in diesem Punkt, also in der Ebene, die die Kurve dort am besten approximiert.

Analog ist die Kriilmmung in einem Punkt durch den Kehrwert des Radius des Schmiegkreises

in diesem Punkt gegeben. Die Kriimmung einer Helix lasst sich herleiten als

r

K= —5——>=
r2 4 ¢?

mit den Konstanten r und c¢. Wir sehen, dass die Kriimmung einer Helix, dhnlich wie die

Kriimmung eines Kreises, in jedem Punkt konstant ist und vom Radius ihrer Kreisbewegung

abhéngt.

Figure 3: Drei Helices mit den Radien » = 0.5, » = 1 und r = 1.5 und derselben Konstanten c.

Die Kriimmung einer Helix als Funktion des Radius r:
Wir nehmen an, dass c fest ist, und betrachten x als Funktion des Radius r. Diese Funktion

wollen wir nun analysieren:

Curvature of Helix as a Function of the radius, c = 0.125
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Figure 4: Krimmung einer Helix als Funktion ihres Radius r, mit ¢ = 0.125

e Fir r — 0 nimmt die Krimmung gegen 0 ab.
Interpretation: Fiir r — 0 degeneriert die Helix zu einer Geraden, die keine Kriimmung

besitzt.

2Die Kurve muss regulir sein (nicht verschwindende erste Ableitung an allen Punkten) und zusétzlich an allen

Punkten eine nicht verschwindende zweite Ableitung besitzen.



e Fiir r = 400 nimmt die Kriitmmung gegen 0 ab.
Interpretation: Fiir r — +oo wird die Helix "flacher", und ihre Windungen werden so

weit, dass die Bahn lokal einer Geraden dhnelt.

o Die Kriimmung besitzt bei r = |c| ein Maximum.
Interpretation: Fiir r = |c| ist die Helix zwischen ihrer radialen (r) und ihrer vertikalen
(¢) Komponente "ausgewogen'. Die Kriimmung wird maximal, weil die Helix weder zu

"flach" (kleines r) noch zu "gestreckt" (grofies r) ist.

— Fiir r < || ist die Helix stérker vertikal "gestreckt".

— Fiir r > || ist die radiale Komponente der Helix stérker "dominant'.
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Figure 5: Drei Helices mit den Radien r = 0.01, » = ¢ = 0,125 und » = 0,5 und derselben
Konstanten ¢ = 0.125.

Die Kriimmung einer Helix als Funktion ihrer vertikalen Komponente c:
Wir nehmen an, dass r fest ist, und betrachten x als Funktion von ¢. Diese Funktion wollen wir

nun analysieren:

Curvature of Helix as a Functionof ¢, r =1
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Figure 6: Krimmung einer Helix als Funktion ihrer vertikalen Komponente ¢, mit r = 1

o Fiir |¢| = 400 nimmt die Kriitmmung gegen 0 ab.
Interpretation: Fiir |c| — +o0o degeneriert die Helix zu einer Geraden, die keine Kriim-

mung besitzt.



e Die Kriimmung besitzt bei ¢ = 0 ein Maximum.
Interpretation: Fiir ¢ = 0 degeneriert die Helix zu einem Kreis mit Radius r in der

zy- Ebene, der eine konstante Kriimmung besitzt (némlich 2).



