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1. Introduction

Cet article étudie I'allure locale des champs de vecteurs conformes, c’est-
a~dire les champs de vecteurs lisses X sur une variété pseudo-riemannienne
(M, g) qui satisfont Lxg = og, pour une certaine fonction o € C*(M). Ce
sujet a déja fait 'objet d’une littérature abondante, notamment dans le cadre
des champs de vecteurs conformes sur les espaces-temps, c’est-a-dire les variétés
lorentziennes (voir en particulier [BCH], [Cal], [Ca2], [KR1], [KR2], [KR3], et
[St]).-

A titre d’exemple, commencons par décrire une famille intéressante de
champs conformes, qui va jouer un role fondamental dans tout l’article. Pour
tout couple d’entiers naturels (p,q), 1 < p < g, le projectivisé du cdne de
lumiere d’une forme quadratique de signature (p + 1,¢ + 1) est naturellement
muni d’une structure pseudo-riemannienne conforme de signature (p,q). Ce
projectivisé, muni de cette structure conforme naturelle est un espace compact
appellé l'univers d’ Finstein de signature (p,q). On le note Ein®?. Le groupe
PO(p+1,q+1) agit transitivement sur Ein”? par transformations conformes.
Soit o un point fixé sur Ein”?. Le stabilisateur de o dans PO(p+1,¢+1) est un
sous-groupe parabolique que nous notons P. Ainsi, du point de vue conforme,
Ein?? est simplement 1’espace homogéne PO(p+ 1,¢+ 1)/P. Maintenant, tout
groupe a un parametre de P donne lieu a un champ de vecteurs conforme sur
Ein?”?, admettant une singularité o. De tels champs conformes seront appelés
champs de Mdobius. Nous verrons que déja dans le cadre lorentzien, il existe de
nombreuses formes locales différentes pour les champs de Mobius au voisinage
d’une de leurs singularités.

Soit maintenant (M, g) une variété pseudo-riemannienne de signature (p, q),
avec p+ q > 3, et X un champ de vecteurs conforme sur M s’annulant en
un point xg. L’existence d’une connexion de Cartan canonique associée a la
structure conforme [g] permet d’étudier le champ X grace & la connaissance
de son jet d’ordre 2 en xg. Cette propriété a déja été utilisée avec succes, par
exemple dans [A], ou [NO] pour I’étude des champs de vecteurs projectifs.
Dans [FM], puis dans [Fr3], nous avons systématisé cet usage de la connexion
de Cartan pour I’étude des champs conformes, et nous avons expliqué comment
associer a X un champ de Mdbius X}, admettant une singularité en o, que 'on
appelle le champ d’holonomie de X en xg. Dans ces précédents travaux, nous
avons commencé a établir un dictionnaire entre les propriétés locales de X}, au
voisinage de o, et celles de X au voisinage de zy. Ceci nous a conduit & formuler
la question suivante :

QUESTION 1.1. — FEn dimension n > 3, un champ de wvecteurs conforme
pseudo-riemannien X, est-il toujours localement conjugué, au voisinage d’une
singularité xo, a son champ d’holonomie ?
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Bien entendu, une réponse positive a cette question reglerait de maniere
tres satisfaisante le probleme de trouver des formes normales pour les champs
conformes au voisinage d’'une singularité. On serait en effet ramené a 1’étude
des champs de Mdobius, pour lesquels on peut faire des calculs explicites.

Rappelons que dans le cadre riemannien, la réponse a la Question 1.1 est
affirmative. Cela découle du théoreme ci-dessous, qui peut s’obtenir & partir
des travaux de D. Alekseevskii (voir [A], Section 2). Une preuve détaillée se
trouve dans [Fr3], Théoreme 1.2.

THEOREME. — Soit (M, g) une variété riemannienne, lisse, de dimension n >
3, munie d’un champ de vecteurs conforme X. On suppose que X s’annule en
xg € M. Alors ou bien X est linéarisable, et complet sur un voisinage de x,
ou bien il existe un voisinage de xog qui est conformément plat. Dans tous les
cas, le champ X est C*°-conjugué au voisinage de xg a son champ d’holonomie

Xh.

1.1. Enoncés des résultats. — Le but du présent article est de répondre, au
moins partiellement, & la Question 1.1 dans le cadre des signatures autres que
riemanniennes. On obtient en particulier un résultat complet pour les structures
conformes lorentziennes analytiques :

THEOREME 1.2. — Soit (M, g) une variété lorentzienne, analytique, de dimen-
stonn > 3. Soit X un champ de vecteurs conforme analytique sur M, admettant
une singularité xg. Alors :

1. Ou bien X est analytiquement linéarisable au voisinage de xg.
2. Ou bien (M, g) est conformément plate.

Dans les deux cas, le champ X est analytiquement conjugué au voisinage de xg
a son champ d’holonomie Xj,.

Dans certains cas, on peut obtenir un résultat de méme nature, en signature
(p, q) générale, et toujours pour des structures analytiques. Avant de I’énoncer,
précisons que si X est un champ de vecteurs conformes ayant une singularité
Ty, alors la différentielle du flot local de X en xq, notée D, ¢, est définie pour
tout t € R, et détermine, & conjugaison pres, un sous-groupe a un parametre
de transformations conformes linéaires de CO(p, q).

THEOREME 1.3. — Soit (M, g) une variété analytique, pseudo-riemannienne,
de dimension n > 3, et X un champ de vecteurs conforme sur M, admet-
tant une singularité en xo. On suppose que {D., ¢k }ier est un groupe a un
parametre semi-simple sur C. Alors :

1. Ou bien X est analytiguement linéarisable au voisinage de x.
2. Ou bien (M, g) est conformément plate.

Dans les deux cas, X est analytiquement conjugué au voisinage de xo a son
champ d’holonomie Xy,.
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Sans faire d’hypothese d’analyticité, nos méthodes permettent encore
d’obtenir des informations sur l'allure locale de certains champs conformes. Un
champs conforme sur (M, g) est essentiel si son flot local ne préserve aucune
métrique de la classe conforme [g]. Il est dit inessentiel sinon.

THEOREME 1.4. — Soit (M, g) une variété lisse, pseudo-riemannienne, de di-
mension n > 3, et X un champ de vecteurs conforme sur M, admettant une
singularité en xo. On note {¢%} le flot local engendré par X sur M, et on
suppose que { Dy, &% her est un groupe a un paramétre relativement compact
de CO(Ty,M). Alors :

1. Ou bien il existe un voisinage U de xy sur lequel X est complet et engendre
un flot relativement compact dans Conf(U). Dans ce cas X est linéarisable
en xg, et est inessentiel sur U.

2. Sil’on n’est pas dans le premier cas, X est essentiel sur tout voisinage de
xo. Dans ce cas, (M, g) posséde un ouvert conformément plat et contenant
xo dans son adhérence.

Ce résultat est une étape essentielle dans les preuves des Théoremes 1.2 et
1.3. Nous verrons que dans le cas (2) du théoréme, on a de plus une description
dynamique relativement précise du flot {¢% } au voisinage de la singularité zo,
ainsi qu’une description géométrique de l'ouvert ot [g] est conformément plate
(voir les énoncés des Théoremes 4.1 et 4.3).

Il est naturel de se demander s’il ne serait pas possible d’améliorer les conclu-
sions dans le cas (2) du théoréme en montrant qu’un voisinage de la singularité
xg doit étre conformément plat. Il n’en est rien, par exemple lorsque la signature
est lorentzienne, comme le montrent les exemples de la Section 6 de [Fr1]. Tou-
tefois, si 'on fait une hypothese de compacité sur M, on peut raisonablement
espérer des conclusions plus fortes. En particulier :

QUESTION 1.5. — Soient (M, g) et X comme dans le Théoréme 1.4. On sup-
pose que M est compacte, et que le flot global {¢% } n’est pas relativement com-
pact dans Conf(M). La variété (M, g) est-elle forcément conformément plate ?

Dans cette direction, le second auteur et Andreas Cap ont récemment étudié
des flots essentiels sur des géométries paraboliques générales dans [CM] Ils ont
étendu des outils développés dans [NO] et le présent article, et les ont appliqués
a diverses géométries pour obtenir des descriptions dynamiques au voisinage
de points fixes et montrer, dans certains cas, I’annulation de la courbure.

1.2. Résumé de DP’article.— Les preuves des théoremes de cet article sont
basées sur I'idée que certains comportements dynamiques locaux de transfor-
mations conformes ne peuvent advenir que sur des structures conformément
plates. Par exemple, en signature riemannienne, si une transformation conforme
est une contraction topologique sur un ouvert, on montre par un argument
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classique que cet ouvert est conformément plat. Toutefois, la situation se com-
plique en signature quelconque : nous donnerons, en derniére section de 'article,
un exemple de contraction linéaire agissant conformément pour une structure
pseudo-riemannienne qui n’est pas conformément plate. Par ailleurs, a partir
de la signature lorentzienne, les motifs dynamiques locaux des transformations
conformes sont plus nombreux et subtils que de simples contractions topo-
logiques. Il faut donc des outils pour comprendre précisément la dynamique
conforme locale.

Le lecteur trouvera en Section 2 quelques rappels sur les structures conformes
pseudo-riemanniennes, et leur interprétation comme géométries de Cartan.
Puis, dans la Section 3, nous introduisons notre outil dynamique principal :
I’holonomie associée a une suite de transformations conformes. Il s’agit d’une
suite de transformations conformes du modele Ein??, qui permet d’étudier la
dynamique des transformations conformes d’origine (voir la Proposition 3.2 et
le Théoreme 3.3). Les preuves des Théorémes 1.4 et 1.3 sont données dans la
Section 4. Celle du Théoreme 1.2 est 1'objet de la Section 5. Il s’agit de la
plus longue, car elle utilise tous les résultats antérieurs, ainsi qu'une connais-
san(lze asisez poussée de la dynamique conforme dans I’espace modele lorentzien
Ein>"™".

2. Rappels géométriques

Cette section est consacrée a une breve description de la géométrie de I’espace
modele Ein??, ainsi qu’a 'interprétation des structures conformes en dimension
> 3 en termes de géométrie de Cartan. On note n = p + ¢ et on suppose que

p<q.

2.1. L’espace modéle : univers d’Einstein. — Considérons RPT14+1,
Iespace RP1912 muni de la forme quadratique :

1g+1 2
QYT () i= 2w0&p g1 + o+ 2pTg 1 + Y

dont le cone isotrope est noté NP9+l La restriction de QPT1:9*! fournit une
métrique dégénérée sur NPT1:9+1\ {0}, dont le noyau est de dimension 1, et est
tangent aux génératrices du cone. Ainsi, le projectivisé P(NPTLa+1\ 10}) est
une sous-variété lisse de RPPTM! naturellement munie d’une classe conforme
de métriques non dégénérées, de signature (p, ¢). On appelle univers d’Einstein
de signature (p, ¢), et ’'on note Ein™?, cette variété compacte P(NPTLa+1\ {0})
munie de la structure conforme ci-dessus. Il s’agit d’un espace remarquable au
sein des structures conformes de signature (p, ¢), et nous renvoyons le lecteur &
[BCDGM] et [Fr2, Chap. 4] pour une étude détaillée dans le cadre lorentzien,
ainsi qu’a [FM, Sec. 3] pour le cas général de la signature (p, q).

Commencgons par dire quelques mots sur le groupe des transformations
conformes de Ein”?. Si O(p+1, g+1) désigne le groupe des applications linéaires
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qui laissent QP19+ invariante, alors action naturelle de PO(p+1,q+ 1) sur
Ein?? préserve clairement la classe conforme de Ein™?. 1l s’avere que PO(p +
1,q + 1) est en fait tout le groupe des transformations conformes de Ein”?;
c’est le contenu du théoréme de Liouville. L’action de PO(p+1,¢+1) est tran-
sitive sur Ein”?. On peut donc représenter Ein”’? comme un espace homogene
PO(p+ 1,9+ 1)/P, ou P est un sous-groupe parabolique de PO(p+1,¢q + 1),
que nous supposerons étre par la suite le stabilisateur du point o = [e].

2.1.1. L’algébre de Lie o(p+1,q +1). — L’algebre de Lie o(p+ 1, + 1) est
composée des matrices X de taille (n 4 2) X (n + 2) qui satisfont I'identité :
Xt(]p+17q+1 + Jp+17q+1X =0.

Ici, Jpt1,4+1 est la matrice, dans la base (eg, . .., e,+1), de la forme quadratique
Qp+1 q+1

L’algebre o(p + 1,q + 1) s’écrit comme une somme n~ Gt dnt, ol

a€R
M € o(p,q)
0 —zt Jp,q
nt = x xr € RP1
n = : x € RP1
—at Jpq

On va aussi considérer la sous-algebre a C o(p + 1,¢q + 1), constituée des
matrices :

oy

Qpi1
a= Oqu : al,...,apHGR

Le sous groupe fermé de P dont ’algebre de Lie est a est noté A. On appelle
a’ le sous-ensemble de a pour lequel a; > ... > a,q1 >0, et AT = et
2.1.2. Cartes conformes. — Deux cartes intéressantes nous seront utiles par

la suite. La premiere est j : R»? — Ein?’? donnée en coordonnées projectives
1,q+1
sur RPPTH4H par
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p.q
Ji(xy,... zn) — [—QT(x):xlz...:xnzl]

Il s’agit d’un plongement conforme qui envoie ’espace de Minkowski R?*? sur
un ouvert dense de Ein”?. Ainsi Ein”'? est un espace localement conformément
plat. Le complémentaire de j(R?'?) dans Ein”? est le céne de lumiere de som-
met o, c’est-a-dire I’ensemble des géodésiques de type lumiere passant par o.
L’ouvert j(RP?) est invariant par P, et l'application j conjugue l'action af-
fine de CO(p,q) x R™ sur RP? & T’action de P sur j(RP?); en particulier,
P = CO(p,q) x R™. Le groupe A sera souvent vu, via ces cartes, comme un
sous-groupe de transformations conformes linéaires et diagonales de RP+9. Les
éléments de AT sont des transformations de CO(p, q) de la forme :

h =diag(A1,...,An), avec \; > 1, pouri =1,...,n.

Notons que la carte j ne contient pas le point o, ni son cone de lumiere.
Nous avons une seconde carte, dite carte a l'infini :
Qr1(z)

joz(xl,...,xn)r—»[lle:~~~::rn:fT].

L’application j° est un difféomorphisme conforme de RP:¢ sur un ouvert de
Ein®”? contenant o.

Notons que j et j° ne suffisent pas & recouvrir Ein®? (sauf dans le cas de la
sphere, p = 0), mais ce ne sera pas un probléme pour la suite.

2.2. Structures conformes et géométries de Cartan. — Dans ce qui
suit, nous allons utiliser intensivement le fait qu’en dimension n > 3, les struc-
tures pseudo-riemanniennes conformes sont ce que ’on appelle des géométries
de Cartan. Ceci est résumé par le théoreme suivant, appelé aussi principe
d’équivalence, dont le lecteur pourra trouver une preuve dans [Ko, Th. 4.2]
ou [Sh, Chap. 7, Prop. 3.1] :

THEOREME 2.1 (E. Cartan). — Soit (M, [g]) une structure conforme pseudo-
riemannienne de signature (p,q), p+q > 3. Alors (M, [g]) définit de maniére
unique un triplet (M, B,w) ot :
1. B est un P-fibré principal au-dessus de M .
2. La forme w est une 1-forme d valeurs dans o(p+ 1,q + 1), satisfaisant :
(a) Pour chaque b € B, wy, : T,B — g est un isomorphisme d’espaces
vectoriels.
(b) Pour tout p € P, si R, désigne l'action & droite de p sur B,
(Ry)w = (Ad p~) ow.
(¢) Pourtout X € g etbe B, wb(%|t:0 R.ix.b) = X.

Réciproquement, tout triplet (M, B,w) comme ci-dessus définit une structure
conforme de signature (p,q) sur (M,[g]).
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Dans le cas du modele Ein”? = PO(p + 1,¢ + 1)/P, le P-fibré principal
B est le groupe de Lie G = PO(p+ 1,4 + 1), et la forme w est la forme de
Maurer-Cartan sur G, qui sera notée wg par la suite. On notera 7 la projection
G — Ein”? = G/P. Le théoréme précédent dit que toute structure conforme
peut étre interprétée comme une version courbe de ce modele plat.

Dans la suite de larticle, le triplet (M, B,w) donné par le Théoréme 2.1 sera
appelé fibré normal de Cartan associé a la structure conforme (M, [g]).

2.3. Application exponentielle. — Soit (M, [g]) une structure conforme
de signature (p,q), p+q > 3, et (M, B,w) le fibré normal de Cartan qui lui est
associé. Tout choix d’un vecteur Z € g définit un champ de vecteurs Z sur B,

caractérisé par w(Z) = Z. Ceci permet de définir une application exponentielle
sur un voisinage W de B x {0} dans B x g :

exp : W—B
exp(b, Z) = qSlZ.b

ou (th désigne le flot local associé au champ de vecteurs Z.
SiA:I — Betp:I— P sont deux courbes de classe C', et si I'on pose
~v(s) = A(s).p(s), alors :

(1) w(y'(5)) = (Ad p(s)) "' 0w (N (s)) + wa (P ().

Cette relation découle du troisieme point de (2), dans le Théoreme 2.1 (voir
[Sh, Ch 5]). Si 'on prend p(s) constant égal & p, on voit que

(2) exp(b.p, t(Ad p)~".€) = exp(b, t€).p.

Par ailleurs, la connexion de Cartan w conduit & la notion fondamentale de
développement des courbes, d’une structure conforme (M, [g]) dans le modele
Ein”?. Soit I un intervalle [0,a]. Pour b € B soit & : I — B une courbe de
classe C, telle que &(0) = b. On appelle développement de & en b, noté Dy (&)
Punique courbe 3 : I — @ satisfaisant 3(0) = 1g et w(a/) = we(F). Soit
maintenant x € M, b € B au-dessus de x, et o : I — M une courbe de classe
C! telle que a(0) = z, alors on définit son développement en x, relativement a
b par :

Db (a) := mg 0 Dy(a),

oil & est un relevé de o dans B, tel que &(0) = b. La définition de Db (a) est
indépendante du relevé & choisi [Sh, Prop 5.4.13].

2.8.1. Géodésiques conformes. — Nous appellerons géodésique conforme para-
métrée toute courbe de la forme s — 7(exp(b, s€)), ot s décrit un intervalle I =
(—0,0), et £ appartient & (Ad P).n~. Le support géométrique d’une géodésique
a sera noté [a] dans ce qui suit.
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Des expressions matricielles données en Section 2.1.1, on déduit facilement
que 'image par j d’une droite de RP? paramétrée affinement est une géodési-
que conforme paramétrée de Ein??. Toutes les géodésiques conformes para-
métrées de Ein?’? définis sur tout R sont obtenues en composant les géodésiques
ci-dessus avec des éléments de PO(p+1, ¢+1). Nous voyons donc que le vecteur
tangent v aux points d’un segment géodésique conforme est de type constant :
type temps si (v,v) < 0 par rapport & n’importe quelle métrique de la classe
conforme de Ein™? type espace si (v,v) > 0, et type lumiére si (v,v) = 0. Enfin,
observons que les segments géodésiques conformes de type temps, ou espace,
issus de o, auxquels on a 6té le point o, sont les images par j des demi-droites
de RP:1.

Remarquons que toutes les géodésiques conformes completes de EinP? se
compactifient en des cercles lisses, par adjonction d’un point. Dans le cas
des géodésiques de type lumiere, ces compactifications sont les projections sur
Ein”? des plans totalement isotropes de RPT14%+1 On désignera souvent ces
objets comme étant les géodésiques de lumiére (non paramétrées) de EinP?.

2.8.2. Normes et métriques auxiliaires. — On munit RP'? du produit scalaire
euclidien
b(x,y) =1yt + Tpln,

et on note ||z|| la norme associée. On transporte cette métrique euclidienne
par lapplication j°, et 'on obtient une métrique p° sur j°(R?*?). Cette métrique
induit, par 'action simplement transitive de N~ < G sur j°(RP9), un produit
scalaire sur n~, et une norme que ’on note || - ||;-. Dans la suite, on notera
B(0,7) la boule de centre 0 et de rayon r dans n™, relativement & la norme ||-|| .-
et S(0,7) la sphere correspondante. On notera également B(o,7) := B07) et
S(o0,7) := €57, Remarquons que B(o,r) et S(o,7) sont, respectivement, la
boule et la sphere de rayon r, centrées en o, pour la métrique p°.

2.8.3. Transformations conformes et application exponentielle. — Soit (M, [g])
une structure conforme pseudo-riemannienne, et (M, B,w) le fibré normal de
Cartan.

Siz € M et b e B est dans la fibre de z, on a un isomorphisme naturel :

ng/p_’TlM

que I'on définit par (&) := wa(wb_l(g)), ol £ est n’importe quel représentant
de la classe € € g/p.
Les relations d’équivariance de w impliquent que pour tout b € B, p € P :

(3) b1 (Ad p).€) = 1 (8),

oi1 I'on a noté Ad ’action adjointe sur g/p.

Par ailleurs, toute transformation conforme locale f d’un ouvert de M dans
M se remonte en un automorphisme local du fibré B, qui satisfait f*w = w.
Nous utiliserons fréquemment les deux relations fondamentales suivantes :
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(4) flexp(b,€)).p™" = exp(f(b).p~", (Ad p).€),
ainsi que
(5) Do f(6(€)) = vy (§)-
2.3.4. Ensembles converes. — Soit AP*? un produit scalaire de signature (p, q)

sur n~, qui soit invariant par 'action adjointe de O(p, q) < P. Par construction
méme du fibré normal de Cartan, pour tout z € M et b € B dans la fibre de
x, on a t} ([gz]) = [AP?], avec [g,] la classe conforme sur T, M et [A\P9] la classe
des métriques a9, o € R}, sur n™.

Soit U un ouvert convexe de n~ contenant 0. Le cone isotrope N'(n~) de A4
divise U en deux ouverts :

— Pouvert Ut :={& €U | \W(&, &) > 0}, qui est aussi connexe.

— Pouvert U™ :={£ e U | \»9(&,€) < 0}. Cet ouvert est connexe si p > 2,
vide si p = 0, et possede deux composantes connexes si p = 1.

1l est clair que U et U~ demeurent inchangés si I’on remplace AP9 par a\P4
avec o € R*.

On dira qu'un ouvert U C M est conveze s’il est difféomorphe & un ouvert
convexe Y C n~ contenant 0 via application 7 o exp(b,-), avec b € B. Si
U = exp(b,U) est un ouvert convexe, on notera Ut := exp(b,UT) et U™ :=
exp(b,U ™). Par exemple, pour r petit, les voisinages B(o,r) sont convexes, et
on notera B*(o,r) = eBON*,

L’algebre des champs de vecteurs conforme sur M sera notée x“°(M) dans
la suite.

3. Holonomie

Dans toute cette section, on désigne par (M,g) une variété pseudo-
riemannienne de signature (p,q), p + ¢ > 3. Le fibré normal de Cartan associé
a la structure conforme (M, [g]) est noté (M, B,w). On considére X € x°(M)
admettant une singularité zo € M.

3.1. Champ d’holonomie et suite d’holonomie. — Par construction du
fibré normal de Cartan, toute transformation conforme locale f entre ouverts
de (M, [g]) se remonte en un difféomorphisme entre ouverts de B qui préserve
w. Ce difféomorphisme préserve les champs w-constants, donc si f € Conf(M)
et si (b, &) appartient au domaine de définition de exp, alors

(6) f(exp(b, €)) = exp(f(b),€)

Ainsi le flot local ¢f se remonte sur B et le champ X sur M se remonte en
un champ de vecteurs sur B, renoté X, satisfaisant £xw = 0. Comme ’action
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de ¢! sur B préserve un parallélisme, si X n’est pas nul, X est sans singularité
sur B (voir [Ko, Thm I1.3.2]). On choisit by € B au-dessus de la singularité
de X. Le flot local ¢% agit sur B en préservant la fibre de by. Il existe donc
pour tout ¢ € R un élément h' € P tel que ¢’ .bg.h~" = by. Il n’est pas difficile
de vérifier que {h'} constitue un groupe a un parametre de P, que I'on appelle
le flot d’holonomie de X en xg, relativement a by. Changer by en by.p revient
simplement & conjuguer le flot d’holonomie en {phtp=1}. Le flot {h!} définit un
champ conforme sur Ein??, avec une singularité en o, que ’on appelle champ
d’holonomie de X en xg, relativement a by. On note ce champ d’holonomie Xj,.

REMARQUE 3.1. — Dans le cas ou X est un champ de vecteurs conforme sur
un voisinage V de o dans Ein??, alors on a simplement X, = X. C’est une
conséquence du fait que le fibré normal de Cartan est la préimage de V' dans
(Ein?? PO(p+ 1,9+ 1),wq), et du Théoréme de Liouville. On obtient qu’un
champ de vecteurs sur une variété conformément plate est toujours localement
conjugué, au voisinage d’une singularité, a son champ d’holonomie. La conju-
gaison est de plus un difféomorphisme conforme.

Soit maintenant U un ouvert de M et (fy : U — M) une suite de plonge-
ments conformes. Soit © € U et supposons que la suite fi(x) converge vers y
lorsque k& — oo0. On dit qu’une suite (hy) de P est une suite d’holonomie de
(fr) en x 8'il existe une suite (by) dans la fibre de x, contenue dans un compact
de B, et telle que fk(bk).h,zl soit également contenue dans un compact de B.
Si (gx) est une autre suite d’holonomie de (fx) en x, il résulte de la propreté
de laction de P sur B que l'on a hy = cxgrdy Vk, ou (cx) et (dy) sont deux
suites bornées de P. On dit alors que (hy) et (gr) sont équivalentes dans P.
Réciproquement, si (gr) est une suite d’holonomie de (fx) en z, alors toute
suite (hy) équivalente & (gx) dans P est encore une suite d’holonomie de (f)
en .

3.2. Stabilité, semi-complétude, et calcul d’holonomie. — Nous rap-
pelons ici la notion de stabilité dynamique, qui va jouer un role fondamental
pour la suite. Soit U un ouvert de M et (fr : U — M) une suite de plonge-
ments conformes. On dit que la suite (f;) est stable en x € U si pour toute
suite (zy) de U qui converge vers z, la suite fi(xy) converge vers une limite z
indépendante de (zy). La suite (f : U — M) est fortement stable en x € U 8’1l
existe un voisinage V' de z ainsi qu'un point x, € M de sorte que fx(V) — 7o0.
Une caractérisation de la stabilité et de la stabilité forte en termes d’holonomie
a été donnée en [Fr4, Lemme 4.3] : la suite (fy) est stable en x si et seule-
ment s’il existe une suite d’holonomie (hy) de (fx) en x qui soit dans AT.
Autrement dit, hy est de la forme hy, = diag(\1(k), ..., (k) € CO(p,q) avec
A(k) > ... > A(k) > 1; en particulier les suites 1/A;(k) sont bornées. La
suite (fi) est fortement stable si et seulement si 1/X;(k) — 0 pour tout i. Des
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suites d’holonomies comme ci-dessus sont appelées stables et fortement stables,
respectivement.

Lorsque le flot d’holonomie {h'} d’un champ de vecteurs X a la propriété
de contracter un segment géodésique [0z], et d’étre stable en z, on obtient des
propriétés de semi-complétude du flot {¢% } sur tout un ouvert :

PROPOSITION 3.2 (voir les Prop 6.1, Prop 6.3 de [Fr3])

Soit X un champ de vecteurs conforme ayant une singularité en xq, avec flot
d’holonomie {h'} en zo relativement d by. Il existe Ry > 0 tel que si o : [0,1] —
M est un segment géodésique conforme issu de xo, dont le développement 3 =
DY () satisfait d :

— h'.[B] C B(o, Ro) pour tout t > 0,

— ht.[B] — o lorsque t — oo,

— (ht*) est stable en B3(1) pour tout tj, — oo,

alors il existe un voisinage V de (1) tel que :

1. Le flot ¢ est défini sur V pour tout t > 0.

2. Le flot ¢% est défini sur [a] pour tout t > 0, et lims_,o0 ¢ .[a] — 0.

3. Il existe s, — oo telle que (¢3F) soit stable en y pour tout y € V, et toute
suite d’holonomie de (h°*) en B(1) soit suite d’holonomie de (¢3) en y.
De plus, si (h'*) est fortement stable en B(1) pour tout t — oo, alors la
suite (¢3) est fortement stable en chaque y € V.

Dans le cas de cette proposition ou toutes les suites (h'*) sont fortement
stables, on peut trouver une suite (¢%) qui contracte un ouvert V sur zo.
Mais pour montrer I’annulation du tenseur de Weyl sur V, il est nécessaire,
au vu de 'exemple donné en Section 6, d’obtenir des informations plus fines,
notamment des informations sur les “vitesses de contraction” des différentielles
D, ¢t . C’est le but du prochain résultat, le Théoréme 3.3.

Soient U un ouvert connexe de M et (fy : U — M) une suite de plon-
gements conformes. On suppose que (fi) est stable en un point € U. La
suite (f) admet donc une suite d’holonomie (hy) qui est dans A*. Ecrivons
hy = diag(A1(k), ..., A (k)), avec A1(k) > ... > A\, (k) > 1. Il existe s entiers
naturels non nuls n1, ..., ns tels que pour tout I € {0,...,s—1}, et tout couple

d’indices n; +1 <14 < j < my11, le quotient i‘\JEZg soit borné dans [1,00) (on a

adopté la convention ng = 0). Quitte & remplacer (hy) par une suite équivalente
de P, on peut alors supposer que pour tout 0 <7 < s—1, et tout couple d’indices
n+1 <1 <j <ngr, Ai(k) = Aj(k) pour tout k € N.Sij € {1,...,s}, onnote

alors p; (k) = %(k) Onapy(k) <... < pus(k) <1,et Paction de Ad hy, sur n™
n
se fait par une transformation diagonale de valeurs propres pi(k),. .., us(k).

Quitte & extraire encore, on peut supposer que chaque suite (u;(k)) admet une
limite dans R™, et que ”:fibggc) — 00, pour tout j € {1,...,s—1}. Notons que
J
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les suites p;(k) tendent vers 0, sauf éventuellement pour j = s. Nous allons
maintenant expliciter I'information dynamique que revétent les suites p;(k).

On munit la variété pseudo-riemannienne (M, g) d’une métrique rieman-
nienne auxiliaire, qui définit une norme || - || sur TM et une distance d sur
M. L’énoncé qui suit est indépendant de ce choix d’une métrique auxiliaire.
Rappelons que si (ag) et (bx) sont deux suites réelles positives, la notation
a, = O(by) signifie qu’il existe C1,Cy > 0 tels que pour k suffisamment grand,
Crag < by < Caay. Par by, = O(ay,), on entend qu'il existe C' > 0 tel que pour
k suffisamment grand, on a Cbg < ay.

THEOREME 3.3. — [Fr4, Théoreémes 1.1 et 1.4] Soit (fx) une suite stable de
transformations locales conformes, définies sur un ouwvert U. Quitte a remplacer
(fx) par une suite extraite et a rétrécir U, il existe une filtration de TU, Fy =
{0} S F1 C ... C Fs_1, qui s’intégre en s feuilletages de U, Fy C ... C Fs_q,
satisfaisant les propriétés suivantes :
1. (a) Un vecteur non nul u € T,U appartient a T,U \ Fe_1(x), si et
seulement si pour toute suite (ux) de T,U qui converge vers u,

[1Da fie (ur)|| = © (15 (K))-

(b) Un wvecteur non nul w € T,U appartient a Fj(x) \ Fj_1(x), j =
1,...5 — 1, si et seulement si les deux conditions ci-dessous sont
satisfaites :

(i) Pour toute suite (uy) de T,U qui converge vers u,

15 (k) = O(|[ Dy fr (ur)|])-
(ii) 1l existe une suite (ug) de T, U qui converge vers u telle que
1D fic ()| = O ().
2. Chaque x € U admet un voisinage Uy tel que la feuille locale F}"C(a:) de
x dans U, soit caractérisée par :
(a) Un point y appartient a U, \ F'° (x) si et seulement si pour toute
suite (yx) de U, qui converge vers y,

d(fi(@), fr(yr)) = O(us(k)).
(b) Un point y appartient a Fjoc(x) F}Ofl (), j=1,...s =1, si et
seulement si les deux conditions ci-dessous sont satisfaites :
(i) Pour toute suite (yi) de U, qui converge vers y,

1 (k) = O(d(fr(@), fr(yr)))-

(ii) Il existe une suite (yx) de U, qui converge vers y telle que
d(fr(2), fe(yr)) = O (s (k).

REMARQUE 3.4. — Rappelons briévement comment les espaces Fj(x) sont
construits. On décompose g/p en somme directe g/p = @;zl./\/j ot (Ad hy) v, =
1 (k)Idy,. On définit £; == ®i<;N; pour j = {1,...,s}. Alors, il eriste b€ B



14 CHARLES FRANCES & KARIN MELNICK

dans la fibre de x pour lequel F;(z) = (). Ainsi, si s > 3, on a pour tout
v €U, Fo_i(z) = Fi-(x) (Vorthogonal est pris pour n’importe quelle métrique
de la classe conforme).

REMARQUE 3.5. — Dans [Frd], Section 8, on a montré que les suites et les

feuilletages du Théoréme 3.3 sont uniques : s’il existe v suites (v1(k)),.

(v (k)), avec vi(k) = o(vj41(k)), et des sous-variétés HYC(z) = {z }
et (

Hlc(z) € ... € H°°/(x) € U, qui satisfont auz conclusions 2(a)
du Théoréme 3.3, alors nécessairement, r = s; p;j(k) = O(v;(k));

H]l-ofl(x) = F}‘icl(x), pour j ={1,...,s}.

L’intérét pratique du théoreme est qu’il donne des estimations métriques sur
la vitesse & laquelle les orbites de ( fi) se rapprochent, a partir de la connaissance
des suites p1; (k). Réciproquement, en utilisant la propriété d’unicité mentionnée
ci-dessus, on peut retrouver les suites p;(k) en calculant & quelle vitesse les
orbites de (fi) se rapprochent, ce qui nous permet de déterminer rapidement
des suites d’holonomies. Nous allons illustrer ceci dans les Propositions 4.2 et
4.4, ol nous allons calculer ’holonomie de {h'} en des points stables pres de o.

Pour donner au lecteur une idée simple de la maniéere dont on peut combiner
la Proposition 3.2 et le Théoréme 3.3, nous finissons cette section en montrant :

PROPOSITION 3.6. — Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne de dimen-
sion > 3, et X € x°°(M) admettant une singularité xg, avec flot d’holonomie
{h} satisfaisante a toutes les hypothéses de la Proposition 3.2.

1. Si pour toute suite t;, — oo, I’holonomie de (h'*) en 3(1) admet une sous-
suite équivalente dans P a (diag(Ax, ..., \,)) € (AN, ot Ay — oo, alors
il existe un ouvert non vide contenant (1) qui est conformément plat.

2. Si (M,g) est lorentzienne et analytique, et si pour toute suite tr, — 00,
(ht%) est fortement stable en 3(1), alors (M, g) est conformément plate.

Démonstration. — Commencons par la preuve du premier point. La Proposi-
tion 3.2 donne Pexistence d'un ouvert V' contenant (1), et d’une suite s — 0o
de sorte que @3 est défini sur V' pour tout k, et (¢%) admet pour holonomie
(hi) = (diag(Ag, ..., Ar)) en chaque point de V', avec de plus limy o0 Ay = 00.
En particulier ( i}‘) est fortement stable en chaque point de V. On va alors
montrer que le tenseur de Weyl associé a (M, ¢g) s’annule sur V. Pour cela, nous
utilisons, quitte a extraire une nouvelle sous-suite, les conclusions du Théoreme
3.3. Ici, Dentier s vaut 1 car toutes les suites constituant la diagonale de (hy)
sont équivalentes, en tant que suite de R. On a ainsi p1(k) = 1/\x, qui tend
vers 0 lorsque & — o0. La stratification donnée par le théoreme est triviale dans
ce cas. Sil'on s’est fixé une métrique auxiliaire A sur M, et si || - || désigne la
norme que A définit sur TM, le point 1(a) du Théoreme 3.3 affirme que pour
tout y € V, et u € T, M non nul, on doit avoir :

1Dy (W) = O (k).
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Comme (¢3) est fortement stable en chaque point de V, on peut supposer,

quitte & restreindre V, que I'ensemble J,~, #3 (V) est relativement compact
dans M. Par conséquent, si W désigne le tenseur de Weyl, on doit avoir sur
UkZO ¢,S>? (V)

W (u, v, w)]] < Cllul] - [|v]] - [|w]],
pour une certaine constante C' > 0. Puis, on utilise I'invariance conforme du
tenseur de Weyl; pour y € V, u,v,w € TyM, et k>0 :

Dy (Wy(u, v, w)) :Wd);(k.y(Dy ¥ (u), Dyo3 (v), Dy (w)).

Si Wy(u,v,w) n’est pas nul, le point 1(a) du Théoreme 3.3 donne que
[|1 Dy (Wy(u,v,w))|| = ©(p1(k)), tandis que

Wiz (Dyd¥ (), Dyo3 (v), Dyo3 (w)| = O(ua (k)?).

On aboutit a une contradiction.

Le méme raisonnement assure que le tenseur de Cotton est nul si dim M = 3.

Nous passons maintenant au second point de la proposition. La variété (M, g)
est supposée lorentzienne et analytique. La Proposition 3.2 donne 'existence
d’un ouvert V' contenant (1), et d’une suite s — oo de sorte que @3 est
défini sur V pour tout k, et (¢%) admet une holonomie fortement stable (hy)
en chaque point de V. On applique le Théoréme 3.3. Les points 1, (a) et 1, (b)
assurent que pour tout y dans V, il existe un voisinage V de Ty, M tel que
Dy¢5E (V) — 0. Autrement dit (¢%) est fortement stable au sens de [Frl] et
les Propositions 4 et 5 de [Frl] assurent que V est conformément plat. Par
analyticité, il en va de méme pour (M, g). O

4. Preuve du Théoréme 1.4

On considere toujours une structure conforme pseudo-riemannienne (M, [g]),
de signature (p,q), p+ ¢ > 3. On suppose que X est un élément non trivial de
X% (M), admettant une singularité en zo € M. On appelle (M, B,w) le fibré
normal de Cartan, et {h*} le flot d’holonomie associé & X en zg, relativement &
by € B au-dessus de x(. Sous les hypotheses du Théoreme 1.4 la partie linéaire
de la transformation affine A est semi-simple sur C. On montre alors aisément
qu’a conjugaison prés par une translation, {h'} s’écrit comme le produit com-
mutatif de sa partie linéaire, qui est un groupe a un parametre relativement
compact {x'}, et d’un flot de translations {7t}.

Commengons par étudier le cas ot {7} est trivial. Dans ce cas, h! = £ pour
tout ¢ € R. Par [Fr3, Cor 6.2], il existe un voisinage U de z( sur lequel X est
complet, et engendre un flot relativement compact {¢% } de transformations
conformes de U. On est alors dans le cas (1) du Théoréme 1.4. En moyennant
une métrique de la classe conforme par {¢% }, on construit g sur U pour laquelle
X est un champ de Killing. Il est alors clair que X est linéarisable en xg.
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Nous supposerons donc dorénavant que {7t} n’est pas trivial. Deux cas vont
devoir étre considérés séparément : celui ot {7'} est un flot de translations
de type espace ou temps, et celui olt {7'} est un flot de translations de type
lumiere.

4.1. Cas ou {7'} est un flot de translations espace ou temps. — On
va dans cette section démontrer le théoreme suivant, qui précise le Théoreme
1.4 dans ce cas. Les notations utilisées sont celles de la Section 2.3.4.

THEOREME 4.1. — Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne de signature
(p,q), p+q > 3. Soit X € x°(M), s’annulant en xo € M. On suppose que
le flot d’holonomie {h'} de X en xq est le produit commutatif {k' - 7'}, avec
{k'} relativement compact et {T'} un groupe de translations de type espace ou
de type temps. Alors il existe un voisinage conveze U de xq, et deux ensembles
U~ et U< dont la réunion est U si {T'} est de type espace, U~ si {1t} est de
type temps, avec les propriétés suivantes :

1. Pour tout x € U>, le flot {¢%} est défini pour tout t > 0, et de plus
lim; 00 ¢ .2 = 0.

2. Pour tout x € U<, le flot {¢%} est défini pour tout t < 0, et de plus
limy—, o ¢ .x = xo.

3. Louvert (UY,[g]) ou (U™,[g]), suivant que {r'} est de type espace ou
temps, est conformément plat.

Pour vérifier que les conclusions du Théoréme 4.1 impliquent le cas (2) du
Théoreme 1.4, il reste a montrer que X est essentiel sur tout voisinage de xg.
Mais le flot d’holonomie ne fixe aucun point de 'espace de Minkowski j(RP-?),
donc c’est une conséquence de [Fr3, Prop 4.8] (voir aussi [Cal, Thm 2.1]).

Sur RP4 on note

< T, Y > = T1Yn T TnYt + 0+ TpYgrl T Tap1Yp T Tpr1¥Ypt1 + 0+ Tglq

la forme bilinéaire associée a QP-9, et pour simplifier I'écriture, on notera g(z) :=
QP%(x) dans les calculs qui vont suivre. Nous utiliserons également les notations
introduites dans la Section 2.3.4.
On pose :
e T N )
e1:=—(e1—en),...,e, = —(ep, —€g11
NG n P g r T fat
A N

’ . 1 /. 1
€qi1 = ﬁ(ep Fegr1),. . € = ﬁ(el +ep).

Quitte & conjuguer {h'} dans P, on peut supposer que 7! est la translation
de vecteur tv avec v = ¢} ou v = e/,. Le groupe {x'} est contenu dans un
compact maximal de Stab(v) < CO(p,q). Comme v est de norme non nulle,
ce stabilisateur est semi-simple, et un compact maximal est un produit O(p —
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1) x O(g) ou O(p) x O(qg — 1). Donc si 'on conjugue encore par un élément de
P qui laisse v invariant, on peut supposer {x‘} de la forme suivante :

— un flot de O(p, q) laissant Vect(es, ..., e;,) et Vect(e),,q,-..,e;,) stables,
dans le cas ot v = €].

— un flot de O(p, ¢) laissant Vect(ey, ..., e;,) et Vect(e},, 1, --,e,_1) stables,
dans le cas ot v = €/,

En particulier, k! vu comme transformation linéaire de RP'¢ laisse la norme
|- || invariante (voir 2.3.2 pour les notations). Nous ferons donc dorénavant ces
hypotheses sur {7t} et {k!}, ce qui revient, rappelons-le, & remplacer le point
by par un by.p adéquat dans la méme fibre. On noterae =1siv =€} et e = —1
si v = ¢€}. Si U est un ouvert convexe contenant o, alors U¢ désigne U™ si € = 1,
et U™ sie=—1.

Pour tout R > 0, nous posons :

Vg = B(o,R) N {z = j°(z) € RE? | eb(v,z) > 0},

Vi = B(0,R) N{z = j°(x) € RE? | eb(v,z) < 0}.
Notons que B*(o,R) = V7 UV},
Si z = mg(e®) € B(o, R) pour & € B(0, R), nous appelons [0z] le segment
géodésique défini par :

[02] := {mc(e™) | u € [0,1]}.

PROPOSITION 4.2. — Soit R > 0. Alors :

1. Pour tout z € V5 et tout t > 0, ou pour tout z € Vi5 et tout t <0, on
a h'.[oz] C B(o, R). De plus, dans le premier cas, lim;_., h.[0z] = o, et
lim; .o ht.[0z] = o dans le second cas.

2. Soit z € V7 UV et soit (t) une suite de nombres positifs si z € Vi,
et négatifs si z € V. Supposons que |tx| — oo. Alors la suite (h'*) est
fortement stable en z et quitte o remplacer (t;) par une suite extraite,
Uholonomie de (h'*) en z est (hi) = (diag(t,...,t3)).

Démonstration. — Rappelons que la classe d’holonomie en un point est “inva-
riante par perturbation compacte.” En particulier (htt) = (kt*.7*) est forte-
ment stable en z si et seulement si (1) Dest, et la classe d’équivalence d’ho-
lonomies de (k') en z est la méme que celle de (7%#). Par ailleurs, le flot {x*}
laisse invariante toute boule B(o, R), et r'.[0oz] = [0z] avec z; = k'.z. 1l est
donc suffisant de montrer la proposition pour ht = 7¢.

Prenons z := j°(z) € B(o, R). On a alors ||z|| < R et eg(x) > 0. Par ailleurs
le segment [0z] est simplement :

[oz] = {j(ux) | w € [0,1]}.
Dans la suite des calculs, nous utilisons le fait que comme v = €} ou e/,, on a
[lv]] =1 et b(y,v) =€ < y,v > pour tout y € RP9.
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Le groupe & un parameétre de O(p + 1, ¢ + 1) correspondant a {7t} s’écrit :

1 tv* —et?/2
Ip+q —tv
1
ot v* = v'.J, , dans la base eq,...,e,. En cordonnées projectives on peut
écrire
u?q(2)
JOlux) =[1:uwy - umy : — 5 ]
L’image 1%.5°(ux) est alors :
et?u’q(z tu?q(z tu?q(z u?q(x
[1+tu<m,v>++(>:uxl—i—%()vl:-n:uxn—i— g( )vn:—qT()}.
Dans la carte j° ce point est :
1 tu?q(z
(7) x(ua t) - et2y2 (z) : <UZI] + q( )U> .
1+ tu(z,v) + =55 2

On suppose a présent que z € V" avec t > 0 ou Vi avec ¢ < 0. Cela implique
etb(x,v) > 0. Nous voulons montrer que sous ces conditions 7¢.[0z] C B(o, R),
et il suffit pour cela de prouver ||z (u,t)||* — |[Juz||* < 0. On calcule donc :

2u4 2 T
2 = Cllel? + tug(@)b(a, ) + S

® (a0 (e
_ (2] 4 g(x)e(u, 1)
9) o (1 + ec(u,t))?

avec c(u,t) = utb(z,v) + %. Observons que les conditions eg(x) > 0 et
etb(z,v) > 0 entrainent que ec(u,t) > 0.

On vérifie a présent que :
ec(u, t) (ueq(z) — 2u?||z]]?) — wc?(u, t)||x||?

(1 + ec(u,t))? '
On obtient bien que cette quantité est négative puisque ec(u,t) > 0, et que par
ailleurs 2||z||? > |q(z)| = eq(z).

On veut maintenant montrer que lim;_, ht.[0oz] = o sous les hypotheses du
point (1). La encore, il suffit de considérer le cas ht = 7t. On a donc toujours la
condition etb(z,v) > 0. Fixons nous § > 0. On cherche T5 > 0 tel que [t| > T
implique :

[l (u, )] — |luz]|* =

sup ||z(u,t)|| < 24.
u€(0,1]
12

Remarquons que puisque ||z (u,t)||? — ||uz||* < 0, alors

sup ||z(u,t)|] <4,
ue[O,%}
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et ce pour tout ¢ > 0 si z € V7 et pour tout ¢ < 0 si z € V5. Maintenant, si
u € [£,1], on tire de (8) que :
t2q* t

21 + [tg()] - || + =5 4 (]| + 252>

<16R*————=——
Wi (7) H67q2 ()
Le majorant est indépendant de u et tend vers 0 lorsque [t| — oco. Ainsi, il
existe Ty > 0 tel que pour t > Ty :

sup ||x(u,t)|\ <9,
ue[%,l}

[l (u, t)]|* < 16

ce qui acheéve la preuve du premier point de la proposition.

Nous montrons & présent le second point pour z € V; et t;, — oo, le cas
z € Vi et t, — —oo étant similaire. On va prendre une suite (zx) qui tend vers
un point proche de z, puis on va calculer, dans la carte a l'infini, la vitesse a
laquelle 7%.z et 7% .z, se rapprochent. Le Théoréme 3.3 nous permettra alors
de déterminer I’holonomie en z.

On écrit z = j°(z). Soit x = = + wy, avec wy — Woo, €t zx = j°(x). Dans
les calculs qui suivent, nous notons 7.z = j°(yi) et 7.z, = j°(y}.). Nous
notons également

_ €q(z) _ eq(xk)
a = 1 ap = 4
b=<uz,v> b, =< xp,v > .

De Pexpression (7) pour u = 1, on tire :
1
14ty + aktz
Si we est dans un petit voisinage de 0, alors du fait que ¢(z) # 0, la suite (ax)
va admettre une limite non nulle et donc yfg — 0. On obtient limy_,o 7 .25, = 0,

ce qui prouve que (Ttk) est fortement stable en z.

On suppose désormais que wy, # 0 est dans un petit voisinage de 0. Pour
des suites (ay) et (by), on entend par by = o(ar) que limg_ o by /ar = 0. De
Pexpression (10), on tire :

2e n 1 [z 2eb n 1
T e \a 2

, 2¢ n 1 [z,  2ebg n 1
=—v+—5|—— v ol =]-
Y tk ti Qg Q. ti

On en conclut que quelle que soit la limite woo # 0, ||yx — yi|| ~
constante C' vaut :

T Too 2¢bs 2€b
o= -txy (K= 20y

Ooo a

(10) Y, = (g + 2aetgv).

et

c

7, ou la
k
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Cette constante ne peut pas étre nulle. S’il en était ainsi, alors on aurait

(11) xxoo<2€b2€b°°).v_

a G a Goo
Si on applique (-, v) aux deux cotés, on obtient
b bse 20 2by
e e a e
ce qui donne une contradiction sauf si b/a = by /aoo. Dans ce cas, les deux
cotés de (11) sont nuls. Alors we, = ¢ pour un ¢ € R, et
de 41 +o)x
eq(z)  e(1+c)%q(x)

Cela contredit we, # 0.

Quitte & considérer une sous-suite de (), nous pouvons appliquer le
Théoréme 3.3 a la suite (h'*). L’estimation ||yr — yj|| ~ % quel que soit
Woo # 0, jointe aux points 2, (a), (b) du Théoréme 3.3, donnent que la stra-
tification dynamique est triviale : entier s vaut 1 et ui(k) = t; 2. La suite
(diag(t3,...,t7)) de AT est une suite d’holonomie pour (7%*) en z. O

Nous pouvons & présent transcrire sur le flot local {¢%} les informations
récoltées sur {h'}. Soit Ry > 0 comme dans la Proposition 3.2. Soit R < Ry
tel que Papplication £ — exp(bo, &) soit définie et injective sur B(0,R) C n™.
Soient V7 et Vi C B(0, R) les images réciproques (5°) "1 (V) et ()~ (V5 ),
respectivement. Pour £ € V7, si a(u) = exp(by, uf), alors la Proposition 4.2
nous dit que {h'} satisfait aux hypotheses de la Proposition 3.2 avec 8 =
DY () ; il en va de méme pour £ € V5 et {h~'}. Posons U~ := m(exp(bo, V7))
et U< := m(exp(bo, V)). La Proposition 3.2 implique alors que ¢’ est défini
pour tout temps positif sur U~ et pour tout temps négatif sur U< ; de plus
limy, o0 @Y .x = o pour tout z € U~ et limy—, o ¢ .x = x¢ pour tout x € U<,
comme annoncé dans les points (1) et (2) du Théoreme 4.1. Par ailleurs, par le
point (2) de la Proposition 4.2, et le point (1) de la Proposition 3.6, il existe un
ouvert non vide contenant «(1) qui est conformément plat. Comme on a choisi
¢ quelconque dans Vi U Vy, on obtient que U~ U U< est conformément plat.
Comme U~ UU< = U¢, avec U = exp(bg, B(0, R)) convexe, on obtient le point
(3) du Théoreme 4.1.

4.2. Cas ou {7t} est un flot de translations de type lumiére. — Nous
allons, dans cette section, préciser le Théoreme 1.4, en prouvant :

THEOREME 4.3. — Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne de signature
(p,q), p>1, p+q>3. Soit X € x°(M), s’annulant en xog € M. On suppose
que le flot d’holonomie {h'} de X en zq est le produit commutatif {k* 7'}, avec
{kt} relativement compact et {T'} un groupe de translations de type lumicre.
Alors il existe :



FORMES NORMALES POUR LES CHAMPS CONFORMES 21

— un segment géodésique de lumiére A passant par xg, et sur lequel X s’an-
nule ;
— deux owverts U> et U<, avec A CU> NU<; et
— deuz submersions 1~ : U~ — A et < : U< — A, dont les fibres sont des
hypersurfaces dégénérées,
avec le propriétés suivantes :

1. Pour tout x € U~, le flot ¢% est défini pour tout t > 0, et de plus
im0 ¢ .x = 77 ().

2. Pour tout x € U<, le flot ¢% est défini pour tout t < 0, et de plus
limy, o Y. = 7= ().

3. Louvert (U,[g]), ou U =U> UU<, est conformément plat.

L’étude de ce cas est proche de celle qui a été menée dans [FM], et ce qui suit
est une adaptation au cadre des champs de vecteurs des techniques introduites
dans [FM, Secs 4.1 - 5.1].

Quitte & conjuguer {h'} dans P, ce qui revient & remplacer by par un point
by.p, pour p € P adéquat, on peut supposer que 7¢ est la translation de vecteur
tv avec v = e; et que k' est inclus dans CO(p, q), et préserve la norme || || pour
tout t. Nous reprenons les notations des Sections 2.3.2 et 2.3.4. On vérifie que
Y= N(n")NS(0,1) est une variété lisse difféomorphe & SP~1 x S~ (sip =1,
alors ¥ n’est pas connexe). Il existe dans n~ un vecteur &; caractérisé par le fait
que Fix(Ad 7t) Nn~ = R.&; ([FM, Lem 4.6]). La géodésique A(v) := mg(e¥s)
est de type lumiere, et I'on dit que c’est la géodésique singulieére associée a
{'}. On note A(v) := "¢, Remarquons que puisque {x'} commute & {7} et
{Ad k'} préserve n~, on doit avoir (Ad k').£; = & pour tout ¢. On conclut que
h! fixe A point par point pour tout ¢. Pour § > 0, on définit :

As :={A(v) | v e (=4,0)}.

L’hyperplan &, ot I'orthogonal est pris relativement & AP+¢; sépare le cone
N(n™) en deux composantes connexes S et —S, et 'on va noter Sy, = X N S.
Pour tout r > 0, définissons :

C” (1) == {ng(e®) € Ein”? | u € (0,7), £ € Sy},
et
C<(r) := {rc(e™) € Ein”? | u € (0,7), £ € —Sx}.
Nous appellerons par la suite C(r) la réunion C~ (r) U C<(r) U {0}, et pour
z € C7(r)UC<(r), on notera [0z] le segment géodésique de lumiere joignant o
et z.

PROPOSITION 4.4. — Pour r > 0, on a les propriétés suivantes :

1. Pour tout z € C~(r) et tout t > 0, ou pour tout z € C<(r) et t <0, on
a Uinclusion h'.Joz] C C(r) et limyy o h'.[0z] = 0.
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2. Soit z € C(r)” UC(r)< et soit (tx) une suite de mombres positifs si
z € C(r)”, et négatifs si z € C(r)<. Supposons que |ti| — oo. Alors la
suite (h*) est stable en z. Quitte a remplacer (ty) par une suite extraite,
Uholonomie de (h'*) en z est hy, = diag(t3, |tkl, - .., |tk], 1)

Démonstration. — Pour les mémes raisons que celles qui ont été expliquées au
début de la preuve de la Proposition 4.2, il suffit de faire la preuve lorsque
{ht} = {7t}. Le groupe & un parametre de O(p+ 1, ¢+ 1) correspondant a {7t}
s’écrit comme

1 tw* 0
Ip+q —tw
1
ol w = e et w* est le transposé de e,,. On choisit z € C~(r) U C<(r). Alors
z = j°(x) pour un certain x = (sq,...,s,) satisfaisant g(z) = 0 et s, # 0.

Onas, >0size C7(r)ets, <O0size C(r). Le segment [0z] est
{B(u) := j°(ux) | u € [0,1]}. Pour tout ¢, on calcule que 7°.6(u) = j°(x(u,t))
avec :

(12) e(u,t) = —

1+ tus,

On en déduit donc que 7°.3(u) = B(ypy;-). Ainsi 7°.6(u) € C~(r) pour
tout t > 0si z € C>(r), et 78.6(u) € C<(r) pour tout t < 0 si z € C<(r). De
plus, lim¢ . [B] = B(0) = o sous ces hypotheses.

On va maintenant montrer le second point de la proposition. On suppose z €
C>(r) et t — oo (lecas z € C<(r) et t, — —o0 se traite de maniere identique).
Soit xy = (s1(k),...,sn(k)) une suite qui tend vers z’ := (s,...,s},) assez

ren
proche de z pour que s,s, > 0. Soit z; = j°(xy). Dans les calculs qui suivent,

q(zx)
2

nous notons 7.z = j°(yx), 7.z, = j°(y}.) et o = . On calcule :

,(s1(k) +trog s2(k) sn (k)
(13) e = < 1+tk3n(k) 71—|—tk8n<k‘)"”’ 1+tk5n(k)>

Si 2 — x, alors o, — 0. On a donc yj, — 0 et 7' .z, — o : la suite (7'*) est
stable en z.

On va déterminer son holonomie en z, quitte & considérer une suite extraite
de (t). Pour cela, on va appliquer les conclusions du Théoréme 3.3 & la suite
(fe) = (%), qui est stable en z. Il existe un entier s > 1, un voisinage
ouvert U, de z dans Ein??, des suites p1(k) < --- < ps(k) et des sous-variétés
Floe(z) € F{¢(z) € --- C F!°%(2) € U, qui satisfont aux conclusions 2(a) et
(b) du théoréme. En gardant les mémes notations que ci-dessus, on va supposer
que z' := j°(z') € U,, et que la distance d intervenant dans les points 2(a) et
(b) est la poussée par 'application j° de la distance induite par la norme || - ||.
Posons :

Ey = jO(NP9) N U,
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E1 = ]O(RJC) N Uz-

On reprend les formules (12) et (13) et 'on obtient :

et

T x z n 1
= = —_ O —
e T tesn  trse 052 2

’ tkdk + T T + 1
= - e — o\ &« .
Ty tesn(k) " tesa(k) 25, (k)2 t2

Ces expressions vont nous permettre de comprendre & quelle vitesse y, et yj,
se rapprochent. Dans la suite, on pose 0o = limy_. o 0.

— On suppose que ' ¢ NP9, Alors 0o # 0. La suite (|lyx — y,||) tend

vers Z=. Autrement dit, pour tout 2z’ € U, \ Ey, et toute suite (2x) qui

n

converge vers z', il existe C' > 0 tel que d(r.z, 7% .2;,) ~ C.
Supposons maintenant que ' € NP7\ Rz. On a 0, =0, et ' € Rz. La
composante de la différence yj, — y;, selon le vecteur e;, pour j =2,...,n

est :
(zj - §](<12>>> it (:,f<(:>)2 - ;> tli i (tl,%) |

Notons que le coefficient de % est trivial pour j = n. Si I'égalité

s; = 2% a lieu pour tout j = 2,. ..,n alors de q(z) = g(a'), on tire s, =

Y
Sh

S s1—une contradiction avec 2’ ¢ Rx. On conclut que si 2’ € Ey \ Ey,
n

alors pour toute suite (zx) de U, qui tend vers 2/, i = O(d(7 .z, 7" .2)).
Soit (x) une suite qui tend vers z’. Alors la suite (o) tend vers 0.
Aussi, quitte & remplacer (z3) par une suite extraite, tout en gardant

la méme suite (tx), on peut supposer que oy = o(i). Dans ce cas, la

composante de y, — y;, selon le vecteur e, pour j = 1,...,n, est de la
forme :

1 (Sj Sj(k)>+ (1)

— = - ol — .

tr \ Sn Sn(k) tr
La encore, I’hypotheése ' € Rax assure que 'une des limites j—J — ;—7 n’est

pas nulle. On en conclut que ||yx — y;. || = @(i) Donc, si 2’ € Es \ Ey, il
existe (z) qui converge vers 2’ telle que :
1
d(t .z, 7" 2,) = © ( ) .

ty

Soit enfin 2’ € Ra \ {z}. Autrement dit 2’ = Az, avec A # 1. Quitte a
réduire l'ouvert U, on va supposer que A €]0, 2[. De 'expression (14), on
déduit que la composante selon e,, de la différence y;, —y;, est de la forme
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(5 - 1)&% + 0(%). On conclut que si 2’ € F1 \ {2} est proche de z, et
si (zx) est une suite qui tend vers z’, alors :

1

12

L

Finalement, considérons une suite quelconque xp — x’. La suite (o)

tend vers 0, donc quitte a remplacer (x) par une sous-suite, sans modifier
la suite (1), on peut supposer que o}, est négligeable devant %2 Dans ce
k

= O0(d(t" .z, T .z1)).

cas, la formule (14) est aussi valide pour j = 1. Comme * — j;((lz)) tend
vers 0 pour j = 1,...,n — 1, on peut & nouveau remplacer (zj) par une
suite extraite, sans modifier (¢ ), de sorte que cette suite de différences soit

un O(%) Ainsi, pour j =1,...,n—1, toutes les composantes de y — v,

selon e; sont en O(t%) Par le paragraphe précédent, la composante de
k

1 1
Sp t7

d(t .z, 7% 2) = © ( ! ) .

&
En conclusion, le Théoreme 3.3, et 'unicité mentionnée en Remarque 3.5,
montrent que l'entier s vaut 3, que uq (k) = t%, pa(k) = i, et us(k) = 1. Enfin,
k
Floc(2) = Ey et Fio¢(z) = Fs.
Par la maniere dont les suites (u;(k)) sont définies & partir de ’holonomie,

Yr — Y}, selon e, est équivalente a (4 —1) . On en conclut qu’il existe

2z, — 2 telle que :

on conclut que (hy) = (diag(t3,tx, . . ., t, 1)) est une suite d’holonomie de (1)
en z = j(x), comme annoncé. O
Sur la variété M, on pose A(v) := exp(bg, v&1), définie sur un intervalle

ouvert I contenant 0, et A(v) = m(A(v)). Pour tout § > 0 tel que (—4,0) C I,
on pose As := {A(v) | v € (=4,6)}. Du fait que (Ad ht).&; = & pour tout ¢,
on obtient par exactement la méme preuve que [FM, Prop 5.5] :

LEMME 4.5. — Pour tout v € (—6,0), le flot d’holonomie de X en A(v) rela-
tivement a A(v) est {h'}.
On définit pour tout § > 0 tel que (—9,9) C I, et tout r > 0 assez petit une
application
¢1 : (_5a 5) X (OaT) X (82 U _SZ) — M
(v, u, &) — m(exp(A(v), uf)).
L’image de ¢ est notée U (6,7). On définit les sous-ensembles :
U>(6’ 7’) = ¢1((_67 5) X (O7T) X Sz),
et )
U, 7)< :=1((—=6,0) x (0,7) x —=Ssx).
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Chacun de ces ensembles contient As dans son adhérence. On note U(4,7) =
U(8,7) U Ag, et les analogues pour U~ (8, 7) et U<(d, 7).

On va maintenant trouver &y et o > 0 tels que ¢ .z est défini pour tout
t>0sixeU”(d,r0), et pour tout t < 0 siz € US(do,70)-

On choisit dg > 0 et g > 0 suffisamment petits pour que

— & — m(exp(A(v), £)) soit une injection sur B(0, 7o) pour tout v € (—do, do)
— C(rg) C B(o,R), o R > 0 est donné par la Proposition 3.2

On écrit x = m(exp(A(v), uf)), avec £ € Sy. On définit également :

a(s) = W(exp(A(v),suf))) et B := Dig:;(a).

Il s’agit d’un segment géodésique de lumiere de C~(rg) C B(o, R). Le flot
d’holonomie de {¢%} en A(v) relativement & A(v) est {h'} par le Lemme 4.5.
On peut alors appliquer les Propositions 4.4 et 3.2. On conclut que ¢f .a(1)
est défini pour tout ¢ > 0 et que lim;_,oo ¢ .2 = a(0) = A(v). Le cas € € —Sx,
se traite de maniere identique.

Soit de plus g assez petit pour que A soit injective sur (—dg, dp). Dans ce
cas, on va montrer que 1; est injective sur (—dg, dg) X (0,79) X (SxU—S8x). Soit
T € U>((50,7“0) avec z = P1(v,u, &) = ¥ (v, 0/, ¢). Comme limy_, o .z =
A(v) = A(v'), alors nécessairement v = v. Puis comme ¢ — 7(exp(A(v), ()
est injective sur B(0,7), on obtient u = v’ et £ = £’. Par le Théoreme d’Inva-
riance du Domaine, les ensembles U > (bo,70) €t U <(dg, r0) sont ouverts.

Alors soit U~ = U>(50,r0) et US = U<(607r0) pour gy et 7y comme ci-
dessus. On définit 7~ sur U~ par

(0, u,€) - Av)

et similairement pour 7= sur U<. Ces ensembles et projections satisfont & (1)

et & (2) du Théoreme 4.3, en prenant As pour le segment lumiére. Pour (3), il
suffit de prouver la proposition suivante.

PROPOSITION 4.6. — La métrique est conformément plate sur U~ et U<.

Démonstration. — Nous allons montrer que la géométrie est conformément
plate sur U~ = U>(8y, o). Le cas de U< se traite de maniére identique.

Soit donc = € U>(<50,7“0)7 que l'on écrit © = ¥1(v,u,&). Soit @ et B comme
dans la preuve précédente. Le Lemme 4.5 assure que le flot d’holonomie de
X en A(v) est {h'}. Par les Propositions 3.2 et 4.4, il existe un voisinage
U C U>(8o,70) de = et une suite sy — oo telle que (¢3) soit stable en tout
point y € U’ avec pour holonomie (hy) := (diag(s?, sk, ..., Sk, 1)).

Quitte & remplacer (sg) par une suite extraite, on peut appliquer le Théoreme
3.3. Les suites intervenant dans le théoréme sont ici p1 (k) = 1/s2, p2(k) = 1/sy,
et us(k) = 1. Il en résulte deux feuilletages Fy et Fy. Le feuilletage F; consiste
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en des courbes de type lumiere. Par la Remarque 3.4, Fy(x) = Fi-(z) pour
tout x € U’, si bien que F5 consiste en des hypersurfaces de type lumiere.
Désignons par Ca(y) le cone de lumiere local issu de A(v). Les points 2(a), (b)
du Théoréme 3.3 nous disent que pour z € U’, lespace Fa(z) est tangent & la
variété stable locale de z, qui est constituée des points y proches de z tels que
limp o0 @3 .2 = limp o0 ¢5F.y. Il ressort du point (1) déja prouvé du Théoreme
4.3 que Fa(z) est tangent & Caqy N U’ en z. La Remarque 3.4 assure que
Fo(z) = Fit(2). Les points 1(a) et 1(b) du Théoreme 3.3 assurent qu’en chaque

z € U’, il existe un repere (u1(z), ..., u,(z)) de T. M, avec uq(2),...,un—1(z) €
Fa(z) et ui(z) € Fi(z), ainsi qu’une suite de reperes (u1x(2),. .., un x(2)), ot
u; i (2) — ui(2), pour i = 1,...,n, satisfaisant :
. 1
(15) D63 sl =0 (5 )
k
Sk 1 .
(17) 1D=¢% (un,k(2))]] = ©(1).

La preuve est maintenant une petite perturbation de celle de [FM, Prop
6.1]. Nous en réexpliquons brievement idée lorsque dim M > 4 (le cas de la
dimension 3 est similaire en remplacant le tenseur de Weyl par le tenseur de
Cotton). Soit W le tenseur de Weyl sur M. Pour U’ suffisamment petit :

(18) (W (u, v, w)]| < Clful] - [[o]] - [Jwl],

pour une certaine constante C' > 0. Nous voulons montrer que W, = 0 dés que
z € U'. Pour tout z € U’, et tout triplet (i,4,1) € {1,...,n}3, on écrit :

D, ?(W(ui,k(z)vuj,k(z)vul,k(z))) =
W (D20 (uik(2)), D205 (ujr(2)), D20 (uik(2)))-

De (18), des estimations (15), (16), (17) et de la relation précédente, on
tire que si (¢,7,1) # (n,n,n), alors D, ¢ (W (u;x(2), u;k(2), ux(2))) = o(1).
Des points 1(a) et 1(b) du Théoreme 3.3, on conclut que Im W est inclus dans
F2(z), autrement dit Im W est tangent a Ca(,) N U’. En particulier, en A(v),
Im W devra étre tangent aux orthogonaux de toutes les génératrices du cone
de lumiere. Ceci force Wa(,) = 0. En reprenant cette information en compte
dans la relation d’invariance de W, on obtient :

D¢ (W (ui i (2), ujp(2), ui(2))) = o <1>

Sk
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si deux des indices i, j, k valent n, sans étre tous les trois égaux a n, et

D5 (W (i g (2), ujk(2), uk(2)) = o (12)

Sk
sinon. Le point 1(b) du Théoreme 3.3 conduit alors a
W (ui (), u; (2),m(z)) =0,

sauf éventuellement si deux des indices valent n, auquel cas W, (u;(2), u;(2), wi(2))
est colindaire & wuq(z). Mais dans ce cas, les symétries du tenseur de Weyl
donnent :

g=(W (un(2), uj(z)a Un(2)), un(2)) = g (W (un(2), un(z)aun(z))’uj(z)) = 0.
On obtient donc bien W, = 0. O

4.3. Preuve du Théoréme 1.3. — Sous les hypotheses du théoréeme, le flot
d’holonomie {h'} de X en z( posséde une partie linéaire qui est semi-simple
sur C. En particulier, quitte a conjuguer {h'} dans P par une translation, on
peut supposer que {h'} est le produit commutatif {I*-7¢} d’un flot linéaire {I*}
semi-simple sur C, et d’un flot de translations {7¢}. Commencons par rappeler
un lemme de linéarisation, dont on peut par exemple trouver une preuve dans
[Fr3, Prop 4.2] :

LEMME 4.7. — Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne analytique, et X
un champ de vecteurs conforme analytique admettant une singularité en xq. Si
le flot d’holonomie {h'} de X en xq fize un point de RPY, alors X et son
champ d’holonomie Xy, sont analytiquement conjugués au voisinage de xqg et o
respectivement.

Si le flot de translations {7} est trivial, I'holonomie de X fixe un point de
RP4. Alors par ce lemme le champ X est analytiquement conjugué au champ
de vecteurs linéaire défini par {I'}. Cela conduit au premier cas du Théoreme
1.3. On suppose par la suite que {T'} n’est pas trivial.

Soit by un point de B ot le flot d’holonomie de X est de la forme {I* - 7t}.
L’hypothese d’analyticité sur la variété M implique que ’algebre de Lie des ho-
lonomies, en by, des champs conformes qui s’annulent en x( est algébrique. C’est
une conséquence du Théoréeme de Frobenius pour les structures conformes [G,
Sec 3.4] (voir aussi [Me, Thm 3.11]). L’algebre de Lie d’un groupe algébrique
est stable par la décomposition de Jordan, c’est-a-dire qu’elle contient les com-
posantes semi-simples et nilpotentes de ses éléments (voir par exemple [Mo],
4.4.2). On en déduit qu’il existe sur un voisinage U de xg, un champ conforme
Y dont le flot d’holonomie en g est précisément {7'}. On est alors dans le
second cas du Théoréme 1.4. Par conséquent, un ouvert non vide de (M, g) va
étre conformément plat, et par analyticité, (M, g) est conformément plate. Le
théoreme découle alors de la Remarque 3.1.
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5. Le cadre lorentzien analytique : preuve du Théoréme 1.2

On considere un champ de vecteurs conforme analytique, sur une variété
lorentzienne analytique (M, g), et I'on suppose que le champ X admet une
singularité xg. La preuve du théoreme va consister a analyser les holonomies
possibles du champ X en zg. Par le Lemme 4.7, si I’holonomie de X en xg
admet une décomposition affine dont la partie translation est triviale, alors
X est linéarisable au voisinage de z(. Si la partie linéaire est compacte et la
partie translation non triviale, alors la courbure conforme s’annule sur un ouvert
non vide par le Théoreme 1.4. Il reste beaucoup d’holonomies possibles entre
ces deux situations. Toutefois, pour les métriques lorentziennes analytiques,
on sera en mesure de traiter ces cas intermédiaires pour arriver au Théoreme
1.2. L’hypothese d’analyticité va étre exploitée, comme en Section 4.3, pour
dire que les parties semi-simples et unipotentes d’un flot d’holonomie, sont
elles-mémes les flots d’holonomies de champs conformes au voisinage de xzg.
Cela va permettre de réduire fortement le nombre de cas a étudier, soit par
Papplication du Théoréme 1.4, qui assurera que (M, g) est conformément plate,
soit en utilisant le Lemme 4.7 pour conclure que X est linéarisable. Apres ce
travail préliminaire, il ne restera essentiellement que deux types d’holonomies
a étudier. Une analyse fine de la dynamique de X au voisinage de xy dans ces
deux cas permettra de prouver ’anulation de la courbure conforme. Ce sera
I’objet des Sections 5.2 et 5.3.

5.1. Réduction de I’holonomie & deux cas. — Soit {h'} le flot d’holo-
nomie de X en xg, relativement a by € B dans la fibre de xg. On considere
la décomposition de Jordan de {h'} dans le groupe algébrique P : {h!} s’écrit
comme produit commutatif d'un flot {h%} semi-simple sur C, c’est-a-dire que
I'action de {Ad h%} sur p est diagonalisable sur C, et d’un flot unipotent {hf,}.

Si le flot {hl,} est trivial, cela veut dire que {h'} = {hl} est conjugué dans P
a un flot de R% x O(1,n —1). L’holonomie fixe un point de R»~! : le Lemme
4.7 assure que X est analytiquement linéarisable au voisinage de xy.

Supposons maintenant que {h%,} n’est pas trivial, mais qu’il fixe un point de
RY"~1. On appelle E le sous-espace affine constitué des points fixes de {h!}.
Le flot {h%} agit sur E comme un flot semi-simple dans le groupe Aff(E); il va
donc avoir un point fixe, et finalement {h'} va fixer un point de R**~! : on
conclut a nouveau que X est analytiquement linéarisable au voisinage de zg.

I reste & étudier le cas ou {h!,} ne fixe aucun point de R""~!. Comme nous
I’avons expliqué en 4.3, Panalycité de M permet de supposer que {h'} = {h!},
ce que nous ferons par la suite. On va raisonner au niveau de ’algebre de Lie
p et écrire le champ d’holonomie X} comme une somme X = U + 7T, ou U
est un élément nilpotent de o(1,n — 1), et T' € n™ est non trivial (sans quoi h’
aurait un point fixe dans RY"~1). Si U est trivial, on conclut directement par
le Théoreéme 1.4 que (M, g) est conformément plate.
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Si U n’est pas trivial, alors, a conjugaison dans P pres, on peut supposer
que U est la transformation suivante de RV" 1! :

U:xw— blx,ex)e; — bz, ep)es.

L’élément T correspond & une translation de vecteur v sur Rb™ 71,

Soient T5 et T}, les éléments de nt correspondant aux translations de R1"—1
de vecteurs ey et e, respectivement. Elles commutent avec T'. Leurs commu-
tateurs avec U sont

[TQ, U] =-T et [Tn, U] =15

Quitte a conjuguer X, par une translation dans P de direction dans
Vect(ea, €,), on peut alors supposer que v n’a pas de composante dans
Vect(ey, ez). Ecrivons v = af + be,, avec € € Vect(es, ..., e,_1) de norme 1.
Quitte a conjuguer par une rotation de P commutant avec ’exponentielle de
U, on peut aussi supposer que £ = eg.

Apres ces diverses conjugaisons, 1’élément X, s’écrit, dans 0o(2,n), comme :

0b0 at*
01
0 -1
X, =
_ag
0 —b
0

En prenant I'exponentielle, on obtient :
2 3 2 2 2,4
1th &b tagr —L2 Lo 4 Ot
1t —
t
1 —t th

(19) ht =

Comme T # 0, alors a et b ne sont pas tous les deux nuls.

Nous allons étudier la dynamique de {h'} prés de o sur Ein®"™! et uti-
liser les résultats des sections précédentes pour montrer que la courbure de
Weyl s’annule sur un ouvert non vide de (M, g). L’analycité donnera la plati-
tude conforme globale de M. Deux comportements dynamiques qualitativement
différents apparaissent, suivant que b est nul ou non. Nous détaillons & présent
ces deux cas.

5.2. Annulation de la courbure conforme dans le cas b # 0. — Quitte
a conjuguer {h'} dans P, nous supposerons ici que b = 1 et £ = e3. Nous
appelons Q := {z € Ein""™' | 2 = j°(z), q(z) # 0}, et U = B(o,Ry) le
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voisinage de o donné par la Proposition 3.2. Le point clé de cette section va
étre de montrer la :

PROPOSITION 5.1. — Le flot {h'} a les propriétés dynamiques suivantes :

1. Pour tout point z € Q, on a ht.z — o lorsque t — Fo00, la convergence
étant de plus uniforme sur les compacts de 2. En particulier, pour toute
suite de réels (tx) telle que |tx| — oo, et pour tout z € Q, la suite (h'*)
est fortement stable en z.

2. 1l existe un segment géodésique conforme [a] issu de xg, se développant
sur un segment géodésique [3], avec [B] \ {o} C Q, et tel que d’une part
ht.[B] C U pour tout t > 0, et d’autre part ht.[3] — o lorsque t — cc.

Cette proposition impliquera, par la Proposition 3.2, qu’il existe un ouvert
V de (M,g) sur lequel le flot ¢% est défini pour tout ¢ > 0, ainsi qu’une
suite s — oo telle que (¢3) soit fortement stable sur V. La Proposition 3.6
entrainera la platitude conforme de (M, g), prouvant ainsi le Théoréme 1.2 dans

ce cas.

Démonstration. — Pour x = (z1,...,2,) € R¥ 71 soit a, le polynéme de
degré 4
2
z2 | a’q(z) o Tn 3 q@) 4
() =1 2) -t = - L 2
o (t) + (z1 + aw3) +<2+ 1 ) 5 18
L’action du flot {h?} sur Ein”? s’écrit :
. 1 x q(x)
h'.jo(z) = |1: : R e A
J°(x) [ @ (D) (r1 + 22 5 12 )
1 q(x) oy, 1 aq(x)
: —Tpt— ——=-t7): (x3+ ——-1):
oo Tt = ) ey (s )
b m L) )
ar(t) T T ag(t) Tag(t) " 2 T 20,(t)

Le premier point de la proposition découle aisément de cette expression.

Montrons a présent le second point. Soit z € 2. D’apres ce qui précede, il
existe T > 0 tel que sit > T, alors ht.z € U. On définit zg = hT .z, yo € RV !
par j°(y0) = 20, et y € R¥ 7! par ht.j°(yo) = j°(y¢) pour tout ¢ > 0. On
a bien entendu h'.zg € U pour tout ¢t > 0. Nous commencons par établir une
formule pour ht.(j°(uyo)), u € R.

LEMME 5.2. — Pouru € R,

q(yt)

RE.(5°(uyo)) = [eo + uys — u ent1 +u(l— u)q(go)ht.enH}
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Démonstration. — Rappelons la définition de j° :

) = leo + v — W, ]

Comme h! agit linéairement sur R>™, on a aussi

h'.3°(yo) = [eo + h'.yo — @htﬁnﬂ]
Donc
h'.yo =yt — q(gt)em-l + Q(gO)ht-en—o—l
Alors pour u € R,
-0 q\y
G o)) = (e + g — w212
= [60 + uht.yo — u2 q(gO) ht.€n+1]
= [eg + uy; — uq(gt> ent1 +u(l —u) C](go) ht.enii]

O

Nous définissons la géodésique conforme ~ : [0,1] — Ein'™~! par y(s) :=
j°(—syo). Nous allons montrer que hf.[y] — o lorsque ¢ — oco. Si tel n’était
pas le cas, il existerait une suite {uy} de [—1,0), un voisinage W de o et
tr, — oo tels que pour tout k € N, ht*.(5°(uryo)) ¢ W. Notons que la suite
(ug) tend vers 0, car sinon, on aurait une contradiction avec le premier point de
la proposition. Quitte a considérer une suite extraite, nous pouvons supposer
que (uxti) admet une limite dans [—oc,0]. Si cette limite est dans (—oo, 0],
alors on tire de (19) que upht*.e, 1 tends vers ceg pour ¢ < 0 quand k — occ.
Par ailleurs, h'.j°(yo) — o, et donc

lim y; = lim ¢(y:) = 0.
t—o0 t—o0

On déduit du Lemme 5.2 que h*.j°(uryo) tend vers [(1 + c@)eo] =0
quand k — oo, en contradiction avec I'’hypothese hi.(j°(uxx)) ¢ W. Une
remarque clé est que ¢(yo) < 0, et donc, (1 + c@)eo # 0. En effet, ¢(yo) >0
impliquerait a,, (t) < 0 pour ¢ suffisamment grand car le coefficient de ¢* dans
Quy, () est —q(yo)/48. Mais oy, (0) = 1. Donc a, s’annulerait pour un t; €
[0,00), ce qui contredirait h0.z € U.

Il ne reste plus qu’a considérer le cas ou ukti — —o0. Comme les compo-
santes de h'*.(j°(uxyo)), sauf celle sur eq, croissent au plus comme uktz, elles
sont négligeables devant la composante selon eq qui, elle, est de I'ordre de uyt} :
la limite est encore o, d’out une nouvelle contradiction.

Du fait que h'.[y] — o, on déduit I'existence de T > 0 tel que ht.[y] C U
pour tout ¢ > T”. Définissons 3(s) := hT" ~(s), s € [0,1]. On peut écrire B(s) =
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na(e™*%), on € € g. Quitte a remplacer s +— (3(s) par s — (3(ds), avec § > 0, on a
que [ est le développement de la géodésique conforme «(s) := 7(exp(bo, —s§)),
définie sur [0, 1]. Le second point de la Proposition 5.1 est prouvé. O

5.3. Annulation de la courbure de Weyl dans le cas b = 0. — 1l s’agit
du cas le plus difficile. On va montrer gréace a la Proposition 3.2 que le flot {¢% }
est stable, mais pas fortement stable, sur un ouvert V, et que cet ouvert est
“écrasé” sur un segment géodésique de lumiere, fixé par le flot (voir le Lemme
5.5). Ceci n’est pas suffisant a priori pour montrer que V' est conformément plat.
Toutefois, une analyse plus fine de la dynamique, et ’emploi du Théoreme 3.3
vont nous permettre de montrer 'annulation du tenseur de Weyl sur un ouvert.
La preuve va requérir quatre étapes que nous détaillons ci-dessous.

Puisque b = 0, alors a est forcément non nul, car nous avons exclu le cas
ou a et b valent simultanément 0. On peut encore supposer, quitte & conjuguer
{h*} par un élément du centralisateur de {e!V} dans P, que a = 1 et & = e3.
Le flot {h'} admet alors I’expression matricielle :

* 2
100t 0 —%

1t -t 0

) . 1 -t 0
1 0

1

Nous voyons que le flot {h'} fixe point par point la géodésique de lumiere
A, projectivisée dans Ein""~! du plan Vect(eg,e1) € R>™. Cette géodésique

de lumiére peut étre paramétrée au voisinage de o par A(s) := mg(e*¢1), ol
fl en .
5.3.1. Premiére étape : dynamique de l’holonomie dans le modéle. — Com-

mengons tout d’abord par quelques considérations géométriques. Nous dési-
gnons par Q4 Pouvert Ein'" ™! \ A. Tl est facile de vérifier que si z € 2, alors
C(z), le cone de lumiére issu de z, coupe A en un unique point, que 1’on note
7wA(2). On hérite ainsi d’une submersion mp : Q5 — A, dont les fibres sont des
hypersurfaces dégénérées (ces fibres sont les intersections des cones de lumiere
de la forme C(z), x € A, avec 5). On appelera F le feuilletage de Q25 par les
fibres de I'application my.

Soit 7 la transformation de Ein'"~! définie par [Zo,Z1,Z2,...,Tnt1] —
[x1, —T0, X2, ..., Tnt1]. C’est une application conforme qui laisse A globalement
invariante, et qui agit sans point fixe sur A. Dans la suite, on appelle U :=
B(o, Ry) le voisinage de o donné par la Proposition 3.2.
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PROPOSITION 5.3. — L’action de {h'} sur Ein""~' a les propriétés sui-
vantes :

1. Pour tout z € Qp, limy 4o ht.2 = 7(7a(2)), la convergence étant uni-
forme sur les compacts de Q.

2. Pour tout z € Qp, et toute suite (ti,) telle que |ty] — oo, (h*) est stable
en z, mais pas fortement stable.

3. 1l existe un segment géodésique conforme [a] issu de xg, se développant
sur un segment géodésique [3], avec [B]\ {0} C Qa, et tel que d’une part
ht.[B] C U pour tout t > 0, et d’autre part ht.[3] — o lorsque t — cc.

Démonstration. — Considérons z € Q. On écrit z := [xg : -+ : Tp41], avec
Zn €t Tp41 qui ne sont pas tous les deux nuls. De Pexpression matricielle (20),
on tire aisément que

t_l}inooh 2= [Tpt1:@n 1 0 : 0.

La convergence est de plus uniforme sur les compacts de Q5. Or ma(z) = [y,
—Zp41 2 0 -+ 2 0]. On a donc bien limy 1o = 7(ma(2)). Ceci montre le
premier point de la proposition. La convergence uniforme de h! vers 7o, sur
les compacts de 25 montre que pour toute suite (¢) telle que [tx| — oo, et tout
z € Qn, la suite (h'*) est stable en z. Elle n’est pas fortement stable car les
fibres de 'application 7oy sont les feuilles du feuilletage Fy. En particulier, il
existe des points 2’ arbitrairement proches de z tels que 7(ma(2')) # T(ma(2)).
Il n’existe donc pas de voisinage V de z tel que h'* (V) — 7(mp(2)).

11 nous reste & montrer le dernier point de la proposition. Pour z € RH™~!
fixé, on introduit le polynéme «,, suivant

ag(t) =1+ ast + a() 12,

Alors le flot de {ht} sur Ein®"~! s’écrit

t :0 _ . 1 T . 1

h'.j°(xz) = 1.aI(t)~(x1+:cgtf?~t2).aw(t)~(:c27xnt)
R () B SN S (C))
(D (3 + 9 t)'az(t)' oD 2a (D)

On choisit € RV tel que q(x) # 0 et x,, = 0. Alors ht.j°(x) — o, donc
il existe T > 0 tel que pour ¢ > T, on a ht.j°(x) € U. On définit par la suite yg
par j°(yo) = h'.j°(x). On a h'.j°(yo) € U pour tout ¢ > 0, et donc ay, (t) # 0
pour ¢ > 0. Il s’ensuit que ¢(yo) > 0.

Par le Lemme 5.2, pour u € R,

q(y:) q(yo)
2
olt 'on a & nouveau posé ht.j°(yo) = j°(y;). On a encore y; — 0, et donc

q(yt) — 0.

ht.(5°(uyo)) = [eo + uys — u ent1 +u(l —u) ht.eni1]
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Posons v(s) := j°(—syo) pour s € [0,1]. On remarque que [y] \ {0} C Qa.
Nous allons montrer que h'.[y] — 0. On concluera alors exactement de la méme
maniére que pour la fin de la Proposition 5.1.

Pour montrer que h.[y] — o, il suffit de montrer que pour toute suite (uy)
de [—1,0), et toute suite t; — oo, on a, quitte & considérer une sous-suite,
limg_ o0 htk.’y(ukyo) =o.

Si la suite (ukti) est bornée, on prend une sous-suite de sorte qu’elle converge
vers [ € (—o0,0]. Dans ce cas 1—% > () et on obtient, en utilisant ’expression
(20), que h'*.j°(upyo) — o.

Si (uxt?) n’est pas bornée, on peut supposer qu’elle tend vers —oco. Toutes
les composantes de h't.j°(uryo) croissent en O(uyty), sauf celle selon eg qui
est de l'ordre de ugt? : la limite de (h'*.;j°(ugyo)) est encore o. O

COROLLAIRE 5.4. — Pour toute suite (ty) telle que |ti| — 0o, et tout z € Qy,
la suite (h'*) admet, en z, une holonomie de la forme

(hi) = (diag(M2(k)*, Xa(k), ..., Aa(k), 1)), ot 1/Aa(k) — 0.

Démonstration. — On sait par le second point de la Proposition 5.3 que (ht*)
est stable en z. Comme nous ’avons déja mentionné, cela signifie qu’elle admet
en z une suite d’holonomie de la forme (diag(\;(k), ..., A\n(k))) € (AT)N (voir
[Fr4, Lemme 4.3]). Mais nous sommes ici en signature lorentzienne, ce qui veut
dire qu’il existe o, et py positifs, o > pr > 1 tels que Ay (k) = oppr, Ai(k) = pg
sii=2,...,n—1et \,(k) = ‘;—’; Par ailleurs, toujours par le second point de
la Proposition 5.3, on sait que (h'*) n’est pas fortement stable en z, et il en
va de méme pour toutes ses sous-suites. Aussi, 1/\,(k) > & > 0 pour tout k.
Quitte a multiplier I’holonomie par une suite bornée de P et prendre une sous-
suite, on peut donc supposer que A, (k) = 1. On obtient alors une holonomie
(diag(Aa(k)?, A2(k), ..., A2(k), 1)) de la forme annoncée. O

5.3.2. Deuziéme étape : propriétés dynamiques de {¢%} au voisinage de a(1).
— Nous reprenons les conclusions et les notations de la Proposition 5.3. En
particulier, dans ce qui suit, le segment géodésique [a] est celui donné par le
troisieme point de la Proposition 5.3.

LEMME 5.5. — Soit ©1 = «(1). Il existe un voisinage V' de x1, relativement
compact dans M, sur lequel ¢' est défini pour tout t > 0. De plus, il existe une
suite (sg) qui tend vers linfini, et une submersion lisse p : V. — A telles que :

1. Pour tout x € V, ¢¢.x — p(x).
2. La suite (¢%) est stable en chaque point de V, et admet une holonomie

de la forme (hi) = (diag(A\2(k)?, Xa(k), ..., Xa(k), 1)) ot ﬁ(k) — 0.

Démonstration. — Par la Proposition 5.3, [«] satisfait aux hypotheses de la
Proposition 3.2. On peut donc affirmer qu’il existe un voisinage V' de x1 := a(1)
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tel que ¢% soit défini sur V pour tout ¢ > 0. Par ailleurs lim;_ ¢ .[a] =
xo, et il existe une suite s — oo telle que la suite d’holonomie de (¢%) en
chaque point de V soit I'holonomie de (h®F) en ((1). Par le Corollaire 5.4,
cette holonomie est de la forme (hy) = (diag(A2(k)?, Aa(k), ..., Aa(k), 1)) avec
ﬁ(}g) — 0, ce qui prouve le point (2).

Si 'on considere (hy) comme une suite de O(p + 1,¢q + 1), alors (Ad hg)
restreinte & n~ est equivalente & Paction de (hy) sur R¥*~! par la repre-
sentation standard transposée. Cette suite adjointe tend vers une application,
notée Lo, € End(n7), avec Im Lo, = R.&; (ol & est le vecteur de n™ tel
que A(s) = mg(e*1)). On peut restreindre V de sorte qu'il soit relativement
compact.

Choisissons b; € B au-dessus de x1. Quitte a restreindre encore V', on peut
supposer que V = m(exp(b1,V)), ol V est un voisinage relativement compact de
0 dans n~ et ¢ — 7(exp(by,()) réalise un difféomorphisme de V sur V. Comme
(hi) est une suite d’holonomie en x1, et comme @3 .[a] — o, il existe une suite
(b) qui converge vers by telle que b}, := ¢§§.b;€.h;1 converge, lorsque k — oo,
vers by, dans la fibre de . Siz € V, on écrit x = 7(exp(b1,()) = m(exp(bk, (x)),
ou ¢ € V, et {x — (. On obtient alors pour tout k, en utilisant la relation (4)
donnée en la Section 2.3.3 :

@5 exp(by, (x).hy, " = exp(by,, (Ad hy)(Ck)),

ou encore, en projetant sur M :
lim 63 (m(exp(by, ©))) = m(exp(b, Loc (€))):

Appelons A(s) := m(exp(bh, s&1)), pour s € (—6,0), avec § > 0 assez petit.
Quitte a restreindre encore V', 'application

p: m(exp(b1,¢)) — m(exp(bh, Loo(€)))

est une submersion de V sur un intervalle de A.

Pour terminer la preuve du lemme, il ne nous reste plus qu’a montrer que
A=A (en tant que segments géodésiques de lumiere, abstraction faite du
paramétrage). Si € > 0 est suffisamment petit, alors il existe un petit voi-
sinage V' de x1, tel que ¢%.x € V pour tout x € V' et t € (—¢,€). Soit
I =p(V)etI' = p(V'); ce sont deux ouverts de A qui contiennent zg. De
identité limy o ¢35 .¢% .2 = ¢l .(limy_ 0o @3 .z) pour tout z € V', on déduit
que ¢4 .I” C I pour tout ¢t € (—€,€). On conclut que ¢tX.A C A, et en par-
ticulier, D, ¢4 (A’(0)) € RA/(0). Si I'on écrit, en utilisant les relations (3)
et (5) de 2.3.3, que A’(0) = 14,(C;), on obtient tp, ((Ad ht).(C;)) € Rupy (Cy),
et ce pour tout t € (—e,¢). Appelons 3 métrique lorentzienne induite
par Ab"~1 sur g/p (voir la Section 2.3.4 pour ces notations). Il est facile de
vérifier que RE; est la seule direction de g/p qui soit isotrope relativement &
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1,n—

X" et invariante par Ad ht. On obtient donc ¢, = &,, et A’(0) = A’(0). Re-
marquons pour conclure qu’en géométrie pseudo-riemannienne, deux segments
géodésiques de lumiere qui ont une méme tangente en un point sont identiques
sur l'intersection de leurs domaines de définition. O

Notons que lorsque la dimension de M est 3, on déduit directement du
second point du lemme ci-dessus que V' est un ouvert conformément plat, et par
analyticité, (M, g) est aussi conformément plate. Cela résulte de la Proposition
5 de [Fr1]. Nous supposerons dorénavant que la dimension de M est au moins
quatre.

Dans ce qui suit, nous noterons PL(TM) le projectivisé du fibré des vec-
teurs non nuls de type lumiére de TM. On définira PL(V) de maniére pareille
lorsque V' est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire lorentzien. Dans
la proposition qui suit, « et 3 sont les géodésiques conformes données par le
troisieme point de la Proposition 5.3.

PROPOSITION 5.6. — Siz1 := (1), et [u] € PL(T;, M), on a :
Tim D, 6% ([u]) = [A'(0)]
la limite étant prise dans PL(TM).

Démonstration. — Ecrivons a(v) = m(exp(bg, v€s)), ot &4 € (Ad P)(n~). On
pose &(v) = exp(bg,v€,). Le développement de & en 1lg est 3 définie par
B(v) = ¢¥e. Enfin 8 = ng o B. Nous savons que h*s[B] — 0. On en déduit
Pexistence d’une courbe py, : [0,1] — P telle que h‘f"“ﬁA(U)h‘s’fpk(v)_1 soit une
courbe du groupe N~ :=¢" . Comme 7 o e réalise un difféomorphisme de n~
sur un voisinage de o dans Ein""~!, on obtient :

heB(1) (pph®) ™t — 1g,

ot l'on a posé pr = px(1). On en déduit que (izk) := (prh®*) est une suite
d’holonomie de (h**) au point 3(1).

Dans ce qui suit, 1’élément de PL(g/p) déterminé par un ¢ non nul de g/p
sera noté [¢]. Nous allons montrer :

LEMME 5.7. — Pour tout [¢] € PL(g/p), on a limy_.o(Ad hy).[¢] — [&1].

Démonstration. — Dans I'univers d’Einstein Ein®" ™!, le projectivisé du fibré
des vecteurs de type lumiere, noté PL(TEin""" '), s’identifie & I'espace des
géodésiques de lumitres marquées de Ein>"~!'. Maintenant, si T’ est une
géodésique de lumiere passant par 3(1), on aura que h**.I' — A. Pour le
voir, commengons par supposer que I' ne passe pas par wa(3(1)). Alors pour
z € T différent de B(1), ma(z) # 7a(B(1)). Il ressort de la Proposition 5.3
que limg_,oo A% .0(1) # limg_ o h% .z, ol ces deux limites sont des points
de A. On conclut donc que limy .o, h**.I' = A. Maintenant, si I' passe
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par (1) et ma(5(1)), on a dune part limy_,oc h%.5(1) = 7(ma(6(1))), et
d’autre part limg_ o h%% . (B(1)) = ma(B(1)), puisque A (B3(1)) € A. Comme
T(ma(B(1))) # wa(B(1)), on a la encore limg_,oo A°*.I' = A. Si 'on exprime
ceci dans PL(TEin"" "), cela signifie que pour tout [u] € PL(Tjp)Ein"" ") :

(21) Tim Dy ([u]) = [A'(0)]

Ecrivons [u] = Lg(l)([d). Alors, utilisant les relations (3) et (5) :

Disayh™ (1501, (1) = e 0y (A ). [C))-

Comme nous avons vu que (hskﬁ(l)izlzl) tend vers 1¢, la relation (21) va im-
pliquer (Ad hy).[¢] — [£1]- B

AkeN fixé, on considéere la courbe
v @5 exp(bo, v€a).hy b = exp(¢5E.bo.hy b, (Ad hy)(vEL)).

Le développement de cette courbe en 1g est v — h%eY$eh=%k Par la for-
mule (1) donnée en Section 2.3, la courbe 4y : v — @3F.a(v).h % py(v)~! se
développe en 1g sur 6y, : v — hskﬁ(v).h_skpk (v)~1. Donnons nous sur le groupe
G une métrique riemannienne invariante a gauche, définie a partir d’un pro-
duit scalaire < , >4 sur g. On appelle L% (6%) la longueur de 64 pour cette
métrique. Sur B, on définit une métrique riemannienne < , >p en posant
<u,w >p=< w(u),w(w) >4. On appelle L(7;) la longueur de 4;, relativement
a cette métrique. Il est clair que L(%;) = L%(61). Comme 64, est une courbe
du groupe N~, qui se projette dans Ein'" ™! vers hx ], qui tend vers o, il
découle de [Fr3, Prop 3.2] que L%(64) tend vers 0, et donc [§;] tend vers by.
En particulier :

Jim ¢3¢ (1).hyt = bo.
Pour tout [¢] € PL(g/p), on peut alors écrire :
Da, 8% (ta ([€])) = t436 a(1y.hm1 (Ad ). [€)),
ce qui, au vu du Lemme 5.7, conduit, pour tout [u] € PL(T,, M), a :
lim D, 6% () = 1, (1)) = [A(O)]
Ceci conclut la preuve de la proposition. O

5.83.3. Troisiéme étape : annulation du tenseur de Weyl en xg. — Nous repre-
nons les conclusions du Lemme 5.5 : il existe un ouvert V' contenant z; = a(1)
sur lequel ¢% est défini pour ¢ > 0, et une suite s — oo telle que I’holonomie
de (¢%) en tout point de V soit de la forme

(hi) = (diag(A2(k)?, Xa(k), ..., Aa(K), 1)), avec 1/Aq(k) — 0.
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On va appliquer le Théoréme 3.3 & (¢%), quitte & restreindre ouvert V. L'en-
tier s donné par le Théoreme 3.3 vaut ici 3. Les suites (u;(k)) fournies par le
théoréme sont uz(k) = 1, ua(k) = 1/Xa(k), et py(k) = p2(k)? pour tout k. De
la Remarque 3.4, on tire que le feuilletage Fs de V' est un feuilletage par hyper-
surfaces dégénérées, et que F; est un feuilletage par géodésiques de lumieres.
Pour tout  dans V, on a de plus Fi(z)* = Fo(z).

On considere un repere {ui(xy),...,un(x1)} en z1, de sorte que wuy(xy)
appartienne a Fi(z1), {u1(z1),...,un—1(x1)} soit une base de Fa(x1) =
Fi(x1)*, et u,(z1) soit isotrope avec de plus gu, (ui(x1),un(21)) = 1. Les
points 1(a) et 1(b) du Théoreme 3.3 fournissent alors une suite de repeéres

(w1, k(z1), .- unk(x1))) en z1, convergeant vers (ui(x1),...,un(x1)), telle
que
1Dy &3 (e (21)]] = O(p2(k)?)
[ Dz, %% (wi k(21))]] = O(p2(k)), i=2,...,n—1
[1Dz, ¢°* (tn i (1)) = O(1)
LEMME 5.8. — On a les restrictions suivantes sur le tenseur de Weyl en y :
1. W|f_2(w1) =0.

2. Pour tout u € T,y M, on a W, (u1(z1),u,ui(x1)) = 0.
3. Pouri,j,l € {1,...,n}, on a Wy, (u;(x1),uj(z1), wi(x1)) € Fi(z1), sauf
éventuellement sii=1=mn ou j =1=n.

Démonstration. — Comme, ¢’ .z reste dans un compact de M pour ¢ > 0, il
existe C' > 0 tel que

Wtz (a; b, 0)[| < Cllall - [[b]] - [[e]| V £ = 0.
Si deux des indices ¢, 7,1 sont dans {1,...,n — 1}, alors :
(Wi 2y (Day % (i (21)), Doy @ (,k(21)), Day 6 (i k(1)) = 0 (p2(k))
Alors par équivariance de W,

1D, 5 (W, (wi k(1) wj k(1) wi i (20)))]] = 0 (p2(k))

Par le Théoreme 3.3, cela prouve que

(22) W, (uiz1), uj(z1), w(z1)) € Fi(z1)

De méme, pour tout v € T, M :

IWessr 2y (D &3 (ur,1(21)), Doy 93 (), Doy 93 (ur,w(x0)))| = 0 (p2(k)?)
Le point 1(a) du Théoréme 3.3 permet alors d’affirmer que

W, (u1(z1), u,ui (1)) = 0.
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Enfin, le méme type d’argument montre que
(23) Wy (wi(z1), wj(z1), w(z1)) =0 i,7,l <n.
O

Nous allons a présent montrer que le tenseur de Weyl s’annule en z;.
Pour cela, on constate que d’aprés le choix des suites (u; (1)), les vecteurs

H%(,C)leqs; (usk(z1)) sont de normes bornées si ¢ < n. Quitte & considérer

une sous-suite de (s), on aura que pour i < n, H%(,C)Dmlcﬁ‘;? (u;k(z1)) converge
vers un vecteur v; oo € Iy, M. Par ailleurs, d’apres la Proposition 5.6, il existe
une suite () telle que Dy, @5 (vpui(z1)) tende vers us € R*.A’(0).

Par invariance du tenseur de Weyl, et par le point (2) du Lemme 5.8, on a
pour tout k € N :

S 1 Sk S
W (Do 8% (1 (20), -5 Do 05 (i (1)), Doy 05 (v (2))) = 0.
En passant a la limite, on obtient que :
(24) on (uoo; Ui,oov uoo) - 0

Maintenant, par le Théoreme 3.3, et par la Proposition 5.6, il existe § > 0
tel que Dy, ¥ (un(21)) — duss. On obtient alors :

,uf%(k)Dam AS)? (le (Un(ml)a ’U@k(l’l)y un($1)))
= W(b;(kw1 (Dz1¢§? (un(xl))’ /,L%(k)Dand);? (U’L,k(xl))’ ‘Dxqu}g (Un(xl)))

- 52Wa¢0 (Uom Vi 005 uoo)
=0
par ’équation (24).
La suite des vecteurs (W, (un(z1),w;k(x1),un(x1))) est contractée par
(D, ¢%) plus vite que (p2(k)). Done, par le Théoreme 3.3, on a :

W, (un (1), ui(1), un(21)) € Fr(z1)-

Cette relation, jointe au Lemme 5.8, permet de conclure que I'image de W,
est contenue dans R.uq(z1) = Fi(z1) et que le tenseur de Weyl est nul sur
up(z1)t = Fa(z1). Comme on a par ailleurs :

Gy Wy (wi (1), w5 (1), un (1)), un (1)) =
=Gy (Wi (ui(21), u5(21), un (1)), un(z1)) =0,

on obtient que la composante de Weyl sur u;(z1) est aussi nulle. La conclu-
sion est que le tenseur de Weyl s’annule en x;, et aussi en x¢ puisque zg =
. S
limy oo @ .21
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5.8.4. Quatrieme étape : annulation du tenseur de Weyl sur A et fin de la
prewve. — Considérons a nouveau un paramétrage de A au voisinage de o de la
forme A(s) := 7 (1), ot & € n~. Comme {h'} fixe tous les points de A, il en
va de méme de {h!} := e""S1hte’st pour tout v € R. En particulier {rf} < P,
et la relation hte?1h;t = €¥$t montre que {h!} est un flot d’holonomie de {h}
en A(v). Pour v € (—¢,€) avec € > 0 assez petit, v — 7(exp(bg,v&1)) est un
paramétrage de A au voisinage de xg. Il n’est pas tres difficile de vérifier que
{h!} est un flot d’holonomie de {¢% } en A(v) (voir par exemple la Proposition
4.3 de [FM]). Les lemmes et propositions montrés lors des trois premieres étapes
restent alors valables si I’'on remplace o par A(v), zg par A(v), et la géodésique 3
par e~ Y61 3. En particulier, on obtient de la méme maniere que précédemment
que le tenseur de Weyl est nul en A(v) pour tout v € (—¢,€), en ayant choisi
un € assez petit.

Soit V' le voisinage original de z; = «(1). La suite (¢%) est stable sur V,
et les images (¢%.V) tendent vers un segment de A, o le tenseur de Weyl
s’annule. On conclut par [Frl, Prop 4(i)] que W s’annule sur V. Comme M est
supposée analytique, alors elle est conformément plate partout.

6. Un flot contractant sur une variété non conformément plate

Le fait qu’un flot conforme contracte un ouvert non vide assure la platitude
conforme de 'ouvert lorsque la signature est riemannienne ou lorentzienne, mais
ne suffit pas forcément pour prouver 'annulation du tenseur de Weyl sur cet
ouvert en signature arbitraire. Comme on I’a vu plus haut, les vitesses relatives
de contractions dans les différentes directions jouent un réle important. On
peut néanmoins énoncer le résultat général suivant :

THEOREME. — [Fr4, Th. 1.2] Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne de
dimension n > 3. On suppose qu’il existe un ouvert non vide U C M et une
suite de plongements conformes fi : U — M telle que la suite d’ouverts f,(U)
converge vers un point de M pour la topologie de Hausdorff. Alors (U, g) est
localement conformément Ricci-plat.

Par localement conformément Ricci-plat, on entend qu’il existe au voisinage
de chaque point de U une métrique Ricci-plate dans la classe conforme de g.

Dans 'exemple qui suit, nous construisons un flot linéaire qui contracte un
voisinage de l'origine, et agit conformément pour une métrique qui n’est pas
conformément plate.

Considérons sur RS la métrique

g = dx1dzg + deodas + darsdry + C,Cll'zl'gd.’)?%
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Le flot linéaire

est conforme pour cette métrique.

On va montrer que la courbure de Weyl de g ne s’annule pas sur le triplet
(e1,€2,€1), ol les e; forment la base standard de RS. Par abus de langage, on
notera encore e; le champ de vecteurs invariant par translations, valant e; en
0. On a [e;, e;] = 0 pour tous ¢, j. On calcule alors

1 0 1
<v6161561> = 587371<€1761> = 5332133
10
<V6161;62> = —5@@1761) = —51;11'3
1 0 1
<V6161;€3> = _567553@1761) = —5331332

(Ve,er,ei) =0 1=4,5,6
Donc
Ve €1 = —T1T2e4 — T123€5 + TaT3€6
Des calculs similaires donnent

Ve, €2 = —x173€6
Ve, e3 = —x122€6
Vees=0  j=1,...,6,i=456

Puis
Ve, Ve, €1 = —x1€4 + 2366
Ve, Ve, €2 = —3€6

Le tenseur de courbure R de g prend alors la valeur

R(61762)61 = (vezvel - v81v€2)el
= (v62ve1 - v61ve1)62

= —x1e4 + 2366
Supposons que zoxz = 0 mais x1 # 0. Alors

(W(er,ez)er,es3) = (R(e1,ea)er,es) — (g o P)(er, ea,eq,e3)
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ou o est le produit de Kulkarni-Nomizu, et P est le tenseur de Schouten
(voir [B, p.48 ]). Ce produit est

go P(ei,ez,e1,e3) = gler,e1)P(ez, e3) + glez, e3)P(e1, e1)
—g(e1,e3)P(e2,e1) — g(ez, e1)P(er, e3)
= z12923P (€9, e3)
-0

Donc
(W(e1,ez2)er,e3) = (R(ei,ez)er,e3) = —x1 # 0

et on conclut que W ey, ea,e1) ne s’annule sur aucun voisinage de l'origine.

BIBLIOGRAPHIE

[A] D.V Alekseevskii : Groups of conformal transformations of Rieman-
nian spaces. Math. USSR, Sb. 18 (1972), 285-301.

[BCDGM] T. Barbot, V. Charette, T. Drumm, W. M. Goldman, K. Melnick :
A primer on the (2+1) Einstein universe, in Recent developments in
pseudo-Riemannian geometry (D. Alexeevskii and H. Baum, eds).
Ziirich : European Mathematical Society. ESI Lectures in Mathe-
matics and Physics, 179-229 (2008).

[BCH] M.S Capocci, R. Beig, G. S. Hall : Zeros of conformal vector fields,
Classical Quantum Gravity 14 (1997), no. 3, 49-52.

[B] A Besse : Einstein manifolds. Ergebnisse der Mathematik und ihrer
Grenzgebiete (3), 10. Springer-Verlag, Berlin, 1987.

[CM] A. Cap and K. Melnick : Essential Killing fields of parabolic geo-
metries, arXiv :1208.5510 (2012).

[Cal] M. S. Capocci : Essential conformal vector fields, Classical Quan-
tum Gravity 16 (1999), no. 3, 927-935.

[Ca2] M. S. Capocci : Conformal vector fields and non-degenerate distri-
butions, Classical Quantum Gravity 13 (1996), 1717-1726.

[F1] J. Ferrand : The action of conformal transformations on a Rieman-
nian manifold, Math. Ann. 304 (1996), no. 2, 277-291.

[F2] J. Ferrand : Sur un lemme d’Alekseevskii relatif aux transformations
conformes. C. R. Acad. Sci., Paris, Sér. A 284, 121-123 (1977).

[Fri] C. Frances : Causal conformal vector fields, and singularities of twis-
tor spinors, Ann. Global Anal. Geom. 32 (2007), no. 3, 277-295.

[Fr2] C. Frances : thesis. http ://www.math.u-psud.fr/ frances/

[Fr3] C. Frances : Local dynamics of conformal vector fields, Geometriae

Dedicata. 158 (2012), no. 1, 35-59.



FORMES NORMALES POUR LES CHAMPS CONFORMES 43

C. Frances : Dégénerescence locale des transformations pseudo-
riemanniennes conformes. arXiv :1008.2436v1. A paraitre dans An-
nales de I'Institut Fourier.

C. Frances, K. Melnick : Conformal actions of nilpotent groups on
pseudo-Riemannian manifolds, Duke Math. J. 153 (2010), no. 3,
511-550.

M. Gromov : Rigid transformations groups, in Geometrie Differen-
tielle (D. Bernard and Y. Choquet-Bruhat, eds.) Paris : Hermann,
1988.

S. Kobayashi : Transformation groups in differential geometry. Ber-
lin : Springer-Verlag (1995).

W. Kiihnel, H. B. Rademacher : Essential conformal fields in
pseudo-Riemannian geometry. II, J. Math. Sci. Univ. Tokyo 4
(1997), no. 3, 649-662.

W. Kiihnel, H. B. Rademacher : Essential conformal fields in
pseudo-Riemannian geometry, J. Math. Pures Appl. (9) 74 (1995),
no. 5, 453-481.

W. Kiihnel, H.B. Rademacher : Conformal vector fields on pseudo-
Riemannian spaces. Differential Geom. Appl. 7 (1997), no. 3, 237—
250.

K. Melnick : A Frobenius theorem for Cartan geometries, with appli-
cations. eprint arXiv :0812.0624v2. L’Enseignement Mathématique
(Sér. II) 57 no. 1-2 (2011) 57-89.

D. W. Morris : Introduction to arithmetic groups, eprint
arXiv :math/0106065v3.

T, Nagano, T. Ochiai : On compact Riemannian manifolds admit-
ting essential projective transformations. J. Fac. Sci., Univ. Tokyo,
Sect. T A 33, 233-246 (1986).

R. W. Sharpe : Differential Geometry : Cartan’s generalization of
Klein’s Erlangen Program. Berlin : Springer-Verlag (1997).

M. Steller : Conformal vector fields on spacetimes, Ann. Global
Anal. Geom. 29 (2006), no. 4, 293-317.

Y. Yoshimatsu : On a theorem of Alekseevskii concerning conformal
transformations. J. Math. Soc. Japan 28 (1976), no. 2, 278-289.



