Coefficients multinomiaux

1 La factorielle

La factorielle est un nombre naturel n qui est défini de maniére suivante : Ona: 0! =1
et pourtousn > 1

Exemples :
ol=1 =1 20=2 3l=6 41 =24 5'=120
Attention parenthéses : Pour éviter des erreurs il faut utiliser des parenthéses :
Aton 2-31=2-(3)=2-6=12 ou 2-3!=(2-3)!=6/=720 7
La bonne réponse est 2 - 3! = 2 (3!), mais des parenthéses ne font pas de mal.

Remarque : Soient n, N deux nombres naturels avec N > n, alors par simplification de
fraction, on obtient :
N!' N-(N—-1)---(n+1)-(n!)

i o =N-(N-1)---(n+1)

Exemples : 2 = 2 — 5 gt 3 = 246 _ 9,

2 Coefficient binomial

Soient n et k£ deux nombres naturels avec 0 < k& < n, alors on définit le coefficient
binomial ,,k parmi n“ comme




Exemples :

n\ _ n! _q n\ _ n! _1

0 0!-n! n n!- 0!
ny n! B no\ n! B (pour n > 1)
)" " \n—1) T o Pour=

n n! n(n—1) n n! n(n—1)
(2)22!-(71—2)!: 2 <n—2>:(n—2)!-2!: 2 (pourn = 2)

Les coefficients binomiaux sont des hombres naturels (> 0). Il s’agit de nombres
strictement rationnels et positifs (claire d’aprés la définition). Mais aprés une réduction,
on obtient un nombre naturel. Par exemple :

6 6! 720
= = — = 1
<4> 4! 2! 48 >

»La régle de la symétrie” : De la définition du coefficient binomial (car n — (n — k) = k)
résulte que pour toutn,k € Navec 0 < k <n:

n . n
k) \n—k
,Formule de Pascal“ : Pourtoutn,k e Navec0 <k <n:
n+1 n n
= +
(i) =0+ ()
Ces deux regles peuvent étre illustrées par le triangle de Pascal : Dans la n-eme ligne
on trouve le coefficient binomial (Z) pourkdelOan:

1 3 3 1
1 46 4 1
1 51010 5 1
1 6 152015 6 1

Généralisation : On définit

(Z)zo pour k > n ou pour k < 0
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Autre généralisation : Soit &« un nombre quelconque réel. Soit £ un nombre entier. On
définit :

) a(a—l)(a—i!%--(a—ﬂl) quand & > 0
<k> _ )y quand k = 0
0 quand k£ < 0

Exemples : (255) = 25L5 — 375 — 1 875 et ( ) = CUED-ER — 1)k pour k > 0.

Formule du bindme de Newton

Soient a, b # 0 des nombres réels et soit n > 0 un nombre naturel. Alors :

(a+b)" i < ) = 3 <Z>a"‘kbk

k=0

Exemple :n =1
(a+b) =Sk (})a s " = ()a+ (})b=a+0

Exemple : n =2
(a+b)2=%7(})ab** = (2)a + (3)ab + (3)b* = a® + 2ab + b

Exemple : n =3
(a+b) =i, (})a0* " = (5)a* + (})a?b+ (3)ab? + (3)6° = a® + 3a%b + 3ab? + b?

3 Coefficients multinomiaux

Soient n, kq, ..., k, des nombres naturels avec n = ky + - - - + kg,
alors le coefficient multinomial associé est :

n B n!
ki,....ks)  kil--o-- k!

Exemples :

6 6! 9 9! 9.-8-7-6
_ — 60 — — = 1512
(3,1,2) 311121 (2,1,5,1) R TR R
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La valeur du coefficient multinomial quand tous le k; sont égaux a 1 est n!. Par example :

0 = 6! = 6! = 720
1,1,1,1,1,1) 1r-1t-10-areare1 o

Sis = 2,ca.d. n = k; + ko, On peut aussi utiliser la désignation suivante : k; = k,
ks = n — k. On retrouve alors un coefficient binomial :

(k:l@) - k'(gl—k)' - <Z>

On peut conclure que les coefficients multinomiaux sont des généralisations de la fac-
torielle et des coefficients binomiaux.

Les coefficients multinomiaux sont des nombres naturels (méme s’ils sont définis avec
une fraction).

Il découle clairement de la définition que l'ordre des k4, ..., k, n’a pas d’importance.
Avancé : On peut exprimer les coefficients multinomiaux comme produit des coefficients
binomiaux :

n . k)l /{31+k§2 k1+l{72+"'+k3 _ﬁ 22:1/%
ki, ... ki) \k ks ks LA
Exemple :
6 3\ (4\ (6
(45 () -

Formule du multinome de Newton

Soient ay, ..., a, # 0 des nombres réels, et soit n > 0 un nombre naturel, alors :

(a1+...+as)n: Z n .a’fl...afs

K1,k ks
k1++ks:n

Exemple :
(a+b+c)® =a®+ 0>+ + 3ab + 3a’c + 3b%a + 3b*c + 3c%a + 3¢%b + Gabe

dou

3_3!_13_3!_33_3!_6
3,0,0) 3!-0!-00 2,1,0) 20-11-0' 1,1,1) 1l-1r-10
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