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Chapitre 5

Le théoréme de Gauss-Bonnet

5.1 Surfaces abstraites, variétés

Cartes Soit E un espace topologique; une carte dans E est un couple (U, ¢), ot U est un ouvert de
R?, et ¢ : U — E est un homéomorphisme.

CAD Fournit un systéme de coordonnées dans un morceau de F.

Atlas Un atlas est une famille (U;, ¢;) de cartes tel que :
1. les ¢;(U;) recouvrent F;
2. si 9(Us) N ¢;(U;) # 0, et si W := ¢, (¢(U;) N ;(U;)), alors ¢ ' o ¢; est réguliere sur .

Définition Une surface est un espace topologique séparé muni d’un atlas. Une surface orientable est
obtenue si on demande que les qﬁj_l o ¢; préservent, I'orientation.

NB Dans la suite on utilisera seulement des surfaces orientables.

Exemple Bande de Mobius. Non orientable.

Exemple Pour séparé : deux copies de R? collées en 0.

Définition Deux surfaces sont équivalentes si leurs atlas sont compatibles, c’est & dire si...
Variétés Meéme chose en dim plus grande.

Lemme Les surfaces de R3 sont des surfaces (abstraites).

Définition Applications réguliéres.

Définition Champs de vecteurs. Espace tangent.

Définition Difféomorphismes.

Définition Meétriques riemanniennes.

Exemple Surfaces dans R? et leurs métriques induites.
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Lemme Toute surface compacte admet une métrique riemannienne.
Preuve Repose sur les partitions de 'unité, etc. Admis ici.

Remarque Certaines métriques riemanniennes ne sont pas obtenues dans R3 ! Par exemple la métrique
plate sur le tore T2, & cause du :

Théoréme de Hadamard : toute surface fermée dans R? a une courbure qui est strictement positive
en un point.

5.2 Gauss-Bonnet pour les surfaces dans R?

Théoréme Soit S une surface fermée dans R3. Alors Iintégrale de la courbure de S est égale 4 un
multiple entier de 47. Cet entier est le degré de 'application de Gauss.

Définition Un point critique d’une application d’une surface dans une autre est un point ou la diffé-
rentielle n’est pas injective.

Définition Une valeur critique d’une application est 'image d’un point critique.

Lemme de Sard : pour toute application réguliére d’une surface fermée dans une autre, I’ensemble
des valeurs critiques est de mesure nulle.

Preuve Admis ici, mais pas trés difficile — on se raméne & une question locale pour les applications
d’un ouvert de R? dans R2.

Degré des applications

NB (admis) Soit f : S — S’ une application réguliére entre surface orientables . Il existe des valeurs
réguliéres de f, car le complémentaire est de mesure nulle.

Lemme Soit f: S — S’ une application réguliére. Il existe un entier k € Z tel que :
g

/Sf*ka/Slw;

2. pour toute valeur réguliére y de f, on a :

Z sign(Jac(dzf)) =k .

fz)=y

1. pour toute 2-forme w sur S’ on a :

Preuve exercice! Découper la surface en morceaux, etc.

Définition On appelle k le degré de f.

Remarque Si f n’est pas surjective, son degré est nul.

Remarque Rapport avec le degré des applications en dim 1 : cas particulier.

Preuve du théoréme de Gaus-Bonnet : On fait un changement de variables et on se raméne & une
intégration sur la sphére (exercice).
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5.3 Triangulations

Définition Triangulations
Définition Triangulations plus fines.
Définition Triangulations homotopes.

Lemme (Admis) Soit S une surface, et soit T'et T’ deux triangulations de S. Il existe une triangulation
T" homotope & T et une triangulation T plus fine que 7" et que T".

Exemple Triangulations de S2. Du tore. Calculs de caractéristique d’Euler...

Définition Caractéristique d’FEuler d’une triangulation.

Remarque Pas nécessaire que ce soit une triangulation ! Exemples des polyédres réguliers.
Lemme si T est plus fine que T, alors x(7") = x(T).

Corollaire Soit S une surface; toutes les triangulations de S ont méme caractéristique d’Euler.

Exemple 2 pour S?, 0 pour 72, puis tores & 2 trous, 3 trous, etc.

5.4 Formes différentielles

Définition 1-formes, Q1.

Exemple Différentielle d’une fonction.

Définition Intégration d’une 1-forme sur une courbe.

Rappel Formes antisymétriques dans R%. Forment un EV de dim 1.
Définition 2-formes dans S. Q%(S).

Définition Aire associée 4 une 2-forme. Intégration sur un ouvert a bord.
Lemme Indépendant du paramétrage choisi.

Définition 2-forme canonique associée & une métrique riemannienne.
Lemme Correspond & la notion d’aire introduite avant !

Définition df, du.

Définition u A v pour u,v des 1-formes.

Propriété d(fu) =df Au+ fdu.

Lemme Invariant par difféomorphisme.
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Propriété Soit u une 1-forme sur un triangle  de R2. Alors :

/du:/ v .
Q o0

Preuve Explicite : u = adz + bdy, puis on applique une intégration & chaque terme.

Formule de Stokes Soit 2 C S un ouvert relativement compact, & bord régulier par morceaux. Alors,

pour toute 1-forme u sur S :
/ du = / v .
Q a0

Preuve Par décomposition en éléments triangulaires. Puis utilisation de 'invariance par difféomor-
phismes et passage dans R? pour un triangle.

Définition 1-forme fermées.
Exemple La différentielle d’une fonction est fermeée.
Définition Formes exactes.

Lemme de Poincaré Soit Q un ouvert étoilé de R2. Pour toute 1-forme u & support dans  avec
du = 0, il existe une fonction f sur R telle que u = df. Pour toute 2-forme w sur €2, il existe une 1-forme
u telle que w = du.

5.5 Gauss-Bonnet polygonal

Lemme Soit S une surface, et soit 2 C S un ouvert relativement compact de S & bord régulier,

difféomorphe & un disque. Alors : .
/ Kda:27rf/ kds .
Q Joq

Preuve 1l suffit de le faire pour les disques de R? munis d’une métrique. On choisit un champs de
vecteurs unitaire v, avec une singularité. On considére la 1-forme associée a la connexion, soit :

u(z) = g(Dyv, Jv) .
On remarque que du = Kda. En effet :
du(v, Jv) = v.9(D v, Jv) = Jv.g(Dyv, Jv) — g(Dp, Jvlv, Ju) ,

donc :
du(v7 JU) = g(DvDJv'Ua JU) - g(D.]vaU7 JU) - g(D[vv JU]Uv JU) )

donc
du(v, Jv) = K .

Théoréme Soit S une surface, et soit {2 un ouvert relativement compact de S, & bord régulier par
morceaux, homéomorphe au disque. Alors :

Kda:27r—/ kds + Q
Q Ble) XZ:

ol les oy sont les angles (extérieurs) aux points singuliers du bord.
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Preuve Approximation par des réguliers.

5.6 Gauss-Bonnet intrinséque

Théoréme Soit S une surface (intrinséque). L’intégrale de la courbure de S est égale a 4wy (5).

Corollaire Si f est une surface dans R2, alors le degré de son application de Gauss est égale & sa
caractéristique d’Euler.

Preuve On choisit une triangulation, et on applique le théoréme précédent. On remarque que les angles

intérieurs sont 7™ moins les angles extérieurs, et que la somme des angles intérieurs est 27 pour chaque
sommet,.
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