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Chapitre 6

Géométrie intrinsèque des surfaces

6.1 Coordonnées

Remarque Soit S une surface, munie localement d'une carte. On a alors un système de coordonnées
locales, qu'on note (xi). On peut note aussi :

ei :=
∂

∂xi
,

les (ei) forment alors une base de chaque espace tangent. Chaque champ de vecteurs peut donc s'écrire
sous la forme :

v =
∑

i

viei ,

si bien que v est uniquement déterminé par les fonctions vi. La métrique riemannienne g est alors déter-
minée en chaque point par une matrice (gij), avec :

g(v, w) =
∑
i,j

gijv
iwj .

Remarque Notation de sommation implicite sur les indices et exposants.

Dé�nition On note (gij) la matrice inverse de (gij).

Lemme On a :

[v, w]i = vj ∂wi

∂xj
− vi ∂wj

∂xj
.

Preuve Par dérivation des fonctions.

Théorème La connexion D de g est dé�nie par la formule :

(Dvw)i = vj ∂wi

∂xj
+ Γi

jkvjwk ,

où :

Γi
jk =

1
2
gil(∂kgjl + ∂jgkl − ∂lgjk) .

Corollaire Γi
jk = Γi

kj .
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Preuve [Attention à avoir des exposants k pour les termes en u pour pouvoir simpli�er]

2g(Dvw, u) = v.g(w, u) + w.g(v, u)− u.g(v, w) + g([v, w], u)− g([w, u], v) + g([u, v], w) ,

donc :

2gij(Dvw)iwj = vi∂i(gjkwjuk)+wj∂j(gikviuk)−uk∂k(gijv
jwi)+

+gik(vj∂jw
i−wj∂jv

i)uk−gij(wk∂kuj−uk∂kwj)vi+gij(uk∂kvi−vk∂kui)wj .

Puis regrouper les termes contenant des dérivées de u, ensuite des dérivées de v et w, en�n les termes
résiduels.

Théorème Soit (x, v) ∈ TS ; il existe une unique géodésique issue de x, paramétrée à vitesse constante,
et dont la vitesse en 0 est v.

NB à priori c'est seulement un "germe" de géodésique, de longueur arbitrairement petit.

Preuve Théorème de Cauchy-Lipschitz pour le champ de vecteur dé�ni sur TS, dans le voisinage de
s ∈ S, par les équations satisfaites par les géodésiques.

6.2 Champs de Jacobi

Dé�nition Soit c : [0, L] → S un segment géodésique. Un champ de Jacobi Y le long de c est un champ
de vecteur le long de c tel qu'il existe une famille à un paramètre de géodésiques, (ct)t∈[0,1] tel que c0 = c,
que tous les ct soient des segments géodésiques (paramétrés à vitesse constante) et que Y = ∂ct(s)/∂t.

Lemme Soit Y un champ de vecteurs le long d'une géodésique c. Alors Y est un champ de Jacobi ssi
la longueur orientée de sa partie tangentielle est a�ne, et si la longueur orientée y de sa partie normale
est solution de :

y′′(s) + K(c(s))y(s) = 0 .

Preuve On calcule l'edo satisfaite par les composantes tangentielle et orthogonale de Y ; pour ça on
note X = c′, on a alors [X, Y ] = 0, donc :

DXDXY = DXDY X = RX,Y X + DY DXX + D[X, Y ]X ,

donc
DXDXY = RX,Y X ,

et le résultat suit par décomposition en partie tangentielle et orthogonale.

Coordonnées géodésiques Soit s ∈ S. Les coordonnées géodésiques sont les coordonnées (r, θ) obte-
nues en prenant l'image par l'application exponentielle en s de coordonnées polaires dans TsS.

Lemme Dans les coordonnées géodésiques on a :

g

(
∂

∂r
,

∂

∂θ

)
= 0 .

Preuve Propriétés des champs de Jacobi (partie tangentielle).

Théorème Soit s ∈ S. Il existe un voisinage U de s tel que, pour tout x ∈ U , il existe un unique chemin
minimisant entre s et x, et c'est un segment géodésique.
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Dé�nition Soit c : [0, L] → S un segment géodésique, avec c(0) = p. Un point c(t1) est conjugué à p le
long de c si expp n'est pas inversible en t1c

′(0).

CAD Signi�e que si on déplace un peu c′(0), on tombe quand même (au premier ordre) sur le même
point c(t1).

Exemple Sur S2, un point n'est conjugué qu'avec le point antipodal, et ce quel que soit la géodésique
considérée.

Remarque q est conjugué à p le long de c ssi il existe un champ de Jacobi le long de c qui s'annule en
p et en q.

Exemple Champs de Jacobi le long de géodésiques de S2.

Exemple Champs de Jacobi le long des géodésiques de R2.

Théorème Soit c : [0, l] → S un segment géodésique paramétré à vitesse unité. Soit Y un champ de
vecteurs orthogonal sur c qui s'annule aux extrémités de c, avec Y = yJc′, et soit (ct) une déformation
de c telle que :

(∂tct)|t=0 = Y .

Alors la variation seconde de la longueur de (ct) est donnée par :

L′′
t=0 = −

∫ l

0

y(y′′ + K0y)ds .

Remarque Intéressant que ça ne dépende que de y !

Preuve On pose X = c′t, on a alors :

L′ =
∫ l

0

〈∂tc
′
t, c

′
t〉

‖c′t‖2
ds ,

donc :

L′′ =
∫ l

0

∂t
〈∂tc

′
t, c

′
t〉

‖c′t‖2
ds

=
∫ l

0

(〈∂2
t c′t, c

′
t〉+ 〈∂tc

′
t, ∂tc

′
t〉)‖c′t‖2 − 2〈∂tc

′
t, c

′
t〉2

‖c′t‖2
ds .

Donc :

L′′
|t=0 =

∫ l

0

〈∂2
t c′t, c

′
t〉+ 〈∂tc

′
t, ∂tc

′
t〉 − 2〈∂tc

′
t, c

′
t〉2

=
∫ l

0

〈DY DY X, X〉+ 〈DY X, DY X〉 − 2〈DY X, X〉2

=
∫ l

0

〈DY DXY, X〉+ 〈DXY, DXY 〉

=
∫ l

0

〈DXDY Y + RY,XY + D[Y,X]Y, X〉 − 〈DXDXY, Y 〉+ [〈DXY, Y 〉]l0

=
∫ l

0

X.〈DY Y, X〉 − 〈DY Y, DXX〉 −K0y
2 − yy′′ds .
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Théorème Soit c un segment géodésique. S'il existe deux points p et q conjugués le long de c (qui ne
sont pas tous deux des extrémités de c), alors c n'est pas minimisante.

Preuve Par la variation seconde de la longueur, qu'on applique en alongeant un peu l'intervalle entre
les points conjugués et en utilisant une solution de y′′ + K0y = ε, pour ε assez petit.

6.3 Géodésiques

Dé�nition Applications exp et Exp.

Théorème Pour tout s ∈ S, exps est un di�éomorphisme local en 0.

Exemple R2, S2.

Théorème Pour tout s ∈ S, il existe un voisinage U de s tel que tout point de U est joint à s par un
unique courbe minimisante, qui est une géodésique.

Dé�nition On dit qu'une surface (S, g) est géodésiquement complète si tout segment de géodésique
peut être prolongé pour tous temps.

Théorème Soit (S, g) une surface riemannienne complète ; alors (S, g) est géodésiquement complète.

Théorème Soit S une surface, munie d'une métrique riemannienne complète. Soit p, q ∈ S. Alors il
existe une géodésique joignant p à q, et dont la longueur est d(p, q).

Heuristique minimisation de longueur de courbe. Mais pas facile à mettre en forme de cette manière.

Exemple Sur S2 \ {p+}, il existe des paires de points qui ne sont pas joints par une géodésique mini-
misante (mais toute paire de point est jointe par une géodésique). Sur S2 \ {p+, p−}, il existe des paires
de points qui ne sont pas joints par des géodésiques.

Preuve On construit un cercle Cε de rayon ε autour de p, et on note qu'il existe un point r de ce cercle
tel que d(p, q) = d(p, r) + d(r, q) (par compacité de Cε).

Si ε est assez petit, il est l'image d'un cercle (un vrai) dans TpS. En particulier r est l'image d'un
vecteur de la forme εv. On considère la géodésique c issue de p avec c′(0) = v. Ainsi c(ε) = r. Pour tout
t ∈ [0, ε], d(p, q) = d(p, c(t)) + d(c(t), q).Fin 9/01/01

On appelle t0 le sup des t′ tels que ça reste le cas. Alors la propriété reste valide en t0 par continuité,
et au-dessus de t0 : par argument de cercle à nouveau, choix d'un nouveau point d'un petit cercle de
centre c(t0) comme avant, et remarque que pas de changement de direction possible.

6.4 Surfaces à courbure positive

Théorème de Bonnet Soit S une surface complète, à courbure K ≥ K0 > 0. Alors S est compacte,
et son diamètre est borné par π/

√
K0, et son aire est bornée par π3/K0. De plus, π1(S) est �ni.

Preuve La borne sur le diamètre découle des ptés des champs de Jacobi, et du théorème de comparaison
de Sturm. Puis en déduire aire. Pour le π1 passer à revêtements, et utiliser que l'aire est �nie pour en
déduire une borne sur le nombre d'éléments.
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Thm de Sturm Soit u et v deux solutions de :

u′′ + A(s)u = 0 ,

v′′ + B(s)v = 0 ,

avec A(s) ≥ B(s), et u(0) = v(0) = 0. Si u0 et v0 sont les premiers zéros de u et v resp., alors u0 ≤ v0.

NB Extension en dimension plus grande.

6.5 Surfaces à courbure négative

Théorème de Hadamard Soit S une surface simplement connexe, complète, à coubure K ≤ 0. Alors
S est simplement connexe, et, entre deux points passent un unique géodésique, qui est minimisante.

Preuve Soit s ∈ S. exps n'a pas de point critique, car il n'y a pas de point conjugués. On note r0 le
sup des rayons tels que exps est un di�éo sur les disques de rayon r. On note que pour r0 on a soit un
point conjugué, soit un segment géodésique fermé basé en s. Le premier cas est exclu par les champs de
Jacobi, le second par Gauss-Bonnet. Donc exps est un di�éomorphisme.

Théorème (admis) Soit (S, g) une surface compacte. Pour tout élément γπ1S, il existe une géodésique
fermée g telle que [g] = γ.

Idée de démonstration Minimiser la longueur des courbes dans γ... Mais di�cultés, donc le faire
parmi les courbes géodésiques par morceaux

Théorème (admis) Soit (S, g) une surface compacte à courbure négative. Pour tout élément γπ1S, il
existe une unique géodésique fermée g telle que [g] = γ.
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