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Intro : remarques générales

0.1 Présentation

0.2 Objectifs du cours

Trois objectifs distincts :

1 : géométrie "classique" celle des courbes et des surfaces dans R? et dans R3. Correspond encore
4 des domaines actifs des mathématiques, mais surtout indispensable pour beaucoup d’applications —
par exemple mécanique (forme des voitures...) robotique (trajectoire des bras des robots), informatique
(géomeétrie pour la vision artificielle, etc) etc. Trés utile aussi pour concours. Enseigné en 1lére ou 2éme
année d’université dans la plupart des pays européens!

2 : intro élémentaire a la topologie C’est une série d’outils indispensables aux maths contempo-
raines, et aussi un domaine trés actif de recherche. Les objets mathématiques considérés sont abstraits,
on va les introduire ici dans les cadres ou ils sont les plus faciles & comprendre heuristiquement, pour les
courbes et pour les surfaces. Ca devrait aider les étudiants qui continueront 3 faire des maths & avancer
dans leurs études. Pour les autres ca sera une introduction utile & des outils conceptuels puissants.

On va introduire les concepts fondamentaux d’homologie et de cohomologie, ainsi que des idées assez
simples de degré d’une courbe, et plus tard de degré d’une application.

3 : intro a la géomeétrie différentielle L& aussi c’est un domaine important des maths contempo-
raines, dont I’abord est rendu assez difficile par des notions de bases assez abstraites — variété, tenseur de
courbure, etc. On va considérer ici le cas le plus simple, celui des surfaces, et essayer de faire comprendre
dans ce cadre les idées fondamentales du domaine.

0.3 Meéthode de travail

Questions Ne pas hésiter & en poser. Pendant le cours, ou bien au début ou a la fin. Ou pendant les
pauses.

Apprendre le cours Connaitre les définitions et les énoncés des théorémes, et savoir retrouver les
preuves de théorémes. Pas indispensable de connaitre les formules par coeur, mais savoir & quoi corres-
pondent les différents termes.

Notations Attention, on va utiliser une notation "abstraite", puissante mais pas forcément facile 3
utiliser au départ. On évite au maximum de faire des calculs en coordonnées, et on fait des opérations sur
des objets géométriques. Pas tellement présent dans la bibliographie. Les étudiants peuvent utiliser des
calculs "classiques" en coordonnées, mais il serait bon qu’ils comprennent aussi I’approche "abstraite".

Reéferences Voir biblio. Conseil : Berger et do Carmo, suivant la partie du cours. Seule une partie de
Berger correspond au cours.



Exams Documents autorisés a priori. Calculatrices UPS seulement.

0.4 Plan

1. Courbes dans R? Vitesse, courbure. Degré d’une application de S! dans S'. Nombre de rotation
d’orientation d’une courbe. Degré d’une courbe par rapport & un point. Théoréme de Jordan. Inégalité
isopérimétrique. Convexité.

2. Courbes dans R®> Repére de Serret-Frenet. Théoréme fondamental. Théoréme de Fenchel. Noeuds.
Théoréme de Fairy-Milnor.

3. Théorie locale des surfaces dans R3 Définitions des surfaces. Applications réguliéres. Vecteurs
tangents. Métrique induite. Invariants locaux. Crochet de Lie. Connexion sur S. Géodésiques. Théoréme
de Gauss.

4. Surfaces spéciales Surfaces réglées et développables. Fonctions sur une surface. Déformations de
surfaces. Surfaces minimales. Surfaces & courbure moyenne constante.

5. Le théoréme de Gauss-Bonnet Surfaces abstraites, variétés. Revétements. Triangulations. Formes
différentielles. Degré des applications. Gauss-Bonnet dans R3. Gauss-Bonnet polygonal. Gauss-Bonnet
intrinséque.

6. Géométrie intriséque des surfaces Coordonnées. Champs de Jacobi. Géodésiques. Surfaces a
courbure positive : théoréme de Bonnet. Surfaces & courbure négative : théoréme de Hadamard.

0.4.1 Pratique

Partiel et exam final. Deux devoirs. Début des cours & ’heure. Eteindre les portables.



Chapitre 1

Courbes dans R?

Notations

R? muni d’un produit scalaire (,). Longueur associée, notée d, etc.

Régularité Sauf mention explicite du contraire, on considére des courbes C'°°. Pour se simplifier la vie,
car la plus grande partie du chapitre pourrait se faire avec une régularité moins grande.

1.1 Définitions des courbes

Courbes paramétrés Application réguliére f : I — R?, dont la dérivée premiére ne s’annule jamais.
NB Besoin de condition de dérivée non nulle & cause de points singuliers qu’on peut obtenir sans cela!
Courbes géométriques Classes d’équivalences de courbes paramétrées.

NB Pas la méme chose que de regarder les images !

Courbes orientées Définies comme courbes paramétrées, modulo changements de paramétrisation qui

préservent l'orientation, avec ~. Interprétation géométrique.

Proposition A chaque courbe géométrique correspondent deux courbes orientées.

1.2 Vitesse, tangentes

Vitesse d’une courbe paramétrée. v(s) = ||f'(s)]-
Tangente Unique droite passant par f(s) et dirigée par f'(s).

Vecteur tangent unitaire Deux choix possibles, un seul compatible avec I'orientation pour une courbe
orientée. On le note 7

Vecteur normal unitaire On le note v.

Remarque 7 définit une application continue de I dans S*.



1.3 Courbure

Définition Pour une courbe paramétrée & vitesse 1 :

k(t) = (dr(t)/dt, v(t)) .

Signication naturelle car dérivée est dans R? donc ok.
Exemple Une courbe dont la courbure est constante égale & 1 est un cercle de rayon 1.
Définition Pour une courbe paramétrée en général :
1
k(t) = —{dr(t)/dt, v (1)) -
v
Rayon de courbure Inverse de la courbure.

Proposition Si f est paramétrée & vitesse 1, on a en chaque point :
() =k(t)v(t) .

Preuve Par:

donc f” est orthogonal & f’.

Proposition Soit f : I — R? une courbe paramétrée a vitesse 1, et soit ¢y € I. On a au voisinage de

to :
(t —to)?

5 k(to)v(to) + O((t — to)*) .

f(@t) = f(to) + (t —to)v(to) +
Corollaire Interprétation du rayon de courbure en terme de cercle osculateur.

Corollaire Soit A(tg) la tangente en ¢ & f, notons 0(¢t) := d(f(t), A(to)). Alors :

sty = U )2 4 o((t - 10y

Preuve On a:
d(f(t),Ato)) = [(f(t) — f(to), v(t0))! ,

et le corollaire suit de la proposition plus haut.
Courbure totale d’une courbe Intégrale de la courbure.
Propriété Indépendant de la paramétrisation choisie, & condition que I'orientation reste la méme.

Remarque Change de signe avec 'orientation !

1.4 Un peu de topologie

Motivations On voit apparaitre des applications de S' dans S! quand on étudie les vecteurs tangents
de courbes fermées. On veut les comprendre d’un point de vue topologique, c’est & dire aux déformations
prés. En particulier, on voudrait comprendre quand deux telles applications sont déformables I'une dans
I'autre, c’est & dire qu’on veut les classifier & déformations preés.



Exemple Donner exemples :
— application identité, degré 1;
— de méme mais dans 'autre sens;
— application de degré un qui fait une "boucle" ;
— application de degré 3;
— de méme mais avec une boucle.
Remarquer que le nombre de tours joue un réle.

1.4.1 Relevés des applications
Définition On note p la projection canonique de R dans S*. On a alors le lemme fondamental suivant.
Lemme Soit I = [a,b] C R, f € C*([a,b],5"), et u € p~'(f(a)). Il existe une unique application
feC>(I,R) telle que f =po f et que f(a) = wu.

DESSIN

(Graphe commutatif pour relévement de f)

Remarque Notion de dérivée d’une application & valeur dans S!. C’est un nombre, on le trouve en
identifiant S = R/27Z.

Preuve Sif=pof,alors f' = f en tout point. Donc f est uniquement déterminée par intégration.

Remarque Deux relevés différent par une constante, multiple de 27.

1.4.2 Degré des applications

Degré d’une application de S' dans S' Soit f: S' — S'. On identifie S* = R/27Z, on applique
le lemme précédent, et on obtient une application f : [0,27] — R. On appelle degré de f le nombre :

72m) — f(0)

&= 27

Propriété d°f € Z.
Preuve f(27) = f(0), donc f(27) — f(0) € 27Z, qed.

Remarque On aurait pu remplacer 0 par t € R, et poser :

f@2r+1t) - (1)

21 ’

d°f :=

le résultat aurait été le méme. Ne dépend pas non plus du relevé de f choisi — car les différents relevés
différent par une constante additive.

Remarque Si on prend une application périodique d’une période autre que 2w, on a une définition
analogue ; par exemple, pour f: R/LZ — R/27Z, on pose :

dOf:: f(t+§;7f(t) )

Propriété Une application non surjective f de S' dans S* est de degré nul.



Preuve Soit f : [0,27] — R un relevé de f. Soit # € S! une valeur non atteinte par f. Comme f(S')
est compacte, son complémentaire est ouvert, donc on peut supposer que 6 # f(0). Il existe donc deux
réels u, v congrus a 6 modulo 27, avec u €]f(0) — 2m, £(0)] et v €]£(0), f(0) + 27].

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, on a f(27) € [u,v], donc f(27) = f(0) puisque
f(2r) = f(0). Donc d°f =0

Remarque Interprétation en terme de nombre d’image réciproques, avec signe.

1.4.3 Homotopies

Définition Soit c¢;,cp : S — S deux applications réguliéres. On appelle homotopie de ¢; en ¢y une
application réguliére :
H:[0,1] x St — S,

telle que :

H(0,s) = ci(s),
H(l,s) = cafs).

On dit alors que ¢; et ¢y sont homotopes.

Remarque 1l s’agit donc d’une "déformation" de ¢; en co.

1.4.4 Classification

Théoréme Les applications de S dans S' sont classifiées, & homotopie prés, par leur degré.
Traduction Deux applications sont homotopes si et seulement si elles sont le méme degré.

Preuve Si H est une homotopie entre c¢; et co, alors H(t,-) est une application réguliére de S* dans
S1. Son degré est une fonction continue de ¢, & valeur dans Z, donc elle est constante. Donc d°c; = d°cs.
Réciproque : soit ¢; et co deux applications de méme degré. On les reléve en deux applications :

¢ :[0,271] = R,

¢ :10,21] = R

telle que :
¢1(2m) —¢1(0) = ¢3(2m) — ¢2(0) = 27wd°¢y .
On pose pour tout ¢ € [0,1] et pour tout s € [0, 27] :
H(t,s) = te1(s) + (1 — t)ea(s) .
On vérifie que H est une déformation continue entre ¢; et ¢,. De plus, pour tout ¢ € [0,1], on a :
H(t,27) = 2md°cy .
On en déduit par passage au quotient une application :

H:[0,1] xSt — S,

qui est une homotopie entre ¢y et co.

1.5 Nombre d’enroulement

Définition Soit f : S' — R? une courbe paramétrée. Le nombre d’enroulement de f est le degré de
l'application 7 : St — S'. Noté enroul(f).



Propriété Indépendant du paramétrage choisi, & condition qu’il préserve l'orientation.
Preuve Le degré est invariant par homotopie !

Définition Pour une courbe orientée, le nombre d’enroulement est défini en choisissant une paramétri-
sation.

Définition Pour une courbe non orientée, il est défini au signe prés.
Propriété Le nombre d’enroulement est invariant par déformation.
Preuve Invariance par homotopie du degré.

Théoréme Pour toute courbe fermée paramétrée 3 vitesse 1, f : S* — R2, on a :
/k(s)ds = 2menroul(f) .

Preuve On a vu que k(s) est la vitesse (orientée) de variation de 7(s) par rapport & s. Sur tout
intervalle, I'intégrale de k(s) est donc la variation totale de 7(s). Donc lintégrale sur S* de k(s) est égale
& 27 fois le nombre de tours effectués par 7. qed.

Définition Homotopie entre courbes fermées orientées.

Théoréme Les courbes fermées orientées sont classifiées, & homotopie prés, par leur nombre d’enrou-
lement.

Traduction Deux courbes fermées orientées sont homotopes ssi elles ont le méme nombre d’enroule-
ment.

Preuve Si deux courbes sont homotopes, alors elles ont méme nombre d’enroulement, par invariance
du nombre d’enroulement par déformation.

Réciproquement, soit ¢; et co deux courbes orientées ayant le méme nombre d’enroulement n. On veut
montrer qu’elles sont homotopes. On note qu’il suffit de montrer le résultat si ¢; et ¢ sont de longueur
27, sinon on fait une déformation homothétique, etc.

On choisit des paramétrages f1, fo paramétrées & vitesse 1. Quitte a faire des translations, on suppose
que f1(0) = f2(0) = 0. On appelle 71, 75 les vecteurs unitaires tangents associés, ainsi d°m; = d°1e = n.

D’aprés le théoréme de classification des applications de S! dans S!, il existe une homotopie H :
[0,1] x ST — R? de 71 sur 72. On pose alors, pour ¢ € [0,1] et s € [0,27] :

27

F(t,s) /Htudu—— H(t,u)du
0
On note que :
1. F est une application réguliere (C? ici).
2. Ona:
2m
F(0,s) = /HOudu—— H(0,u)du
0
S 2m
= / 71 (u)du — —/ 71(u)du
0 21 Jo

= fils)=0



2

F(l,s) = / Hluduf— H(1,u)du
0
3. Pour tout t € [0,1], on a :
2 omr 2
F(t,2m) = H(t,s)ds — — H(t,s)ds =0= F(t,0),
0 21 Jo

si bien que F(t,-) définit bien une application de S* dans S*.
4. Pour tout t € [0,1] et tout s € S* :

d 1 2
—F(t,s) = H(t,s) — Py

H(t,
7 (t,u)du #0 ,

car (1/2m) 0277 H (t,u)du est un barycentre de points de S*, donc est dans le disque ouvert de centre
0 et de rayon 1.

Donc F est bien une homotopie entre fi et fs.

ADMIS Une courbe fermée simple a pour nombre d’enroulement 1 ou —1.

1.6 Indice d’une courbe par rapport & un point

Définition Soit f : S — R? une application réguliére, et soit x¢ un point de R?\ f(S'). On appelle
indice de f par rapport a z( le degré de I’application :

Sl N Sl
f(s) — o
[f(s) — o]

S

On le note ind,, f.

NB On peut considérer ici les courbes continues, et pas seulement les courbes réguliéres. La dérivée
peut s’annuler.

Propriété Indépendant de la paramétrisation & condition que 'orientation reste la méme.

Définition Si ¢ est une courbe fermée orientée, et si xg ¢ ¢, 'indice de ¢ par rapport & xg est défini en
choisissant une paramétrisation.

Remarque L’indice est défini pour les applications réguliéres, et non pas seulement pour les courbes!

Lemme L’indice est invariant par déformation parmi les applications réguliéres dont 'image ne contient
pas xg.

Preuve Invariance du degré des applications par déformation.
Lemme Soit ) la composante connexe de ¢ dans R?\ f(S1). Pour tout x € Q, on a : ind, f = ind,, f.

Preuve Invariance par déformation encore!

10



Remarque Supposons qu’il existe une demi-droite issue de o qui ne rencontre pas c. Alors ind, c = 0.
Preuve le degré correspondant est O car c’est celui d’une application non surjective.

Corollaire S’il existe une courbe continue g issue de zg et allant & 'infini sans rencontrer ¢, alors
indg,c = 0.

Preuve Pour t assez grand on a ind,)c = 0, d’aprés la remarque précédente. Donc par invariance par
déformation on a aussi indyg)c = 0.

1.7 Théoréme de Jordan

Motivations Montrer que le complémentaire d’une courbe fermée simple est bien comme on le croit.
Pas aussi facile qu’on peut 'imaginer — surtout pour une courbe qui est seulement continue, dans ce cas
c’est assez subtil! Mais on se limite ici au cas des courbes réguliéres, bep plus facile. On va utiliser des
outils topologiques qu’on vient de voir.

Définition Une courbe est simple si elle est paramétrée par une application injective.

Théoréme Soit ¢ une courbe fermée simple dans R?. Alors R? \ ¢ a exactement deux composantes
connexes Cj et Caxg, avec les propriétés suivantes :

— Cipt est compact, Ceyg ne lest pas;

- pour tout z € Cjt, indzc = £1;

- pour tout z € Cjpt, indzc = 0.

La preuve est repoussée un peu plus loin.

Lemme Soit m € ¢, et soient u,v deux points de la normale & ¢ en m, situés de part et d’autre de m
et assez proches. Alors :
lind,c —indye| =1 .

Preuve Par étapes.

1. Choix d’un petit rectangle R centré sur m, oul ¢ est un graphe.

2. Homotopie de ¢ & support dans R, pour remplacer I'intersection de c avec R par un chemin constitué
de deux segments "verticaux" dans le bord, et du segment "horizontal" central.

3. On déplace u et v pour qu’ils soient a distance € de m sur la normale — ca ne change pas l'indice.
On choisit une paramétrisation de c par h : S — R? telle que le segment central de la boite correspond
a[-1,1].

4. On pose :
h(t) —u
't =
/ Th(®) ]
_ _ h(t) —v
I8 Th) o

On veut montrer que |d°f — d°g| = 1. On note que, si € est assez petit, on a : |f(¢) — g(¢)| < 1/10 pour
t&[-1,1].

5. On note f et g des relevés de f, g en des applications de R dans R, avec f(x +27) = f(z) +2md°f,
et de méme pour g. On les choisit telles que |f(1) — g(1)] < 1/10. Alors pour tout ¢t € [1,27 — 1],
FO-gol <110,

6. La variation totale de f sur [—1,1] correspond au passage de —m + a & —q, c’est donc 7 — 2a, avec
« petit dépendant de €; de méme la variation totale de g est 2ac — 7.

11



7. On ajoute les majorations pour obtenir finalement, :
|27rd° f — 27d° f — 27| < 4+ 2/10

et comme c’est un multiple de 27, on a |d°f — d°g — 1| = 0. qed.

Preuve du théoréme de Jordan D’aprés le lemme précédent, indc prend au moins deux valeurs
différentes, donc R? \ ¢ a au moins deux composantes connexes.

On veut montrer qu’elle en a au plus deux. Soit A : S — R? une paramétrisation de c¢. On définit
une application : ® : S* x [—¢, €] — R2, qui & (s,t) associe le point & distance (orientée) ¢ sur la normale
(orientée) a c en h(s). C’est une application continue, telle que :

— si € est assez petit :

d(S'x]0,¢[) cR?*\ ¢,

B(S'x] —¢,0)) cR?\ ¢,

— tout point de R?\ ¢ assez proche de c est dans ®(S1x] — €, €[\{0}) .
D’aprés le premier point et le lemme, ®(S!x] — ¢, ¢[) \ ¢ a deux composantes connexes ; d’aprés le second
point, toute composante connexe de R?\ ¢ doit contenir ¢ dans son adhérence, et donc contenir ®(S* x]0, €[)
ou bien ®(S'x] — ¢, 0[). Donc R?\ ¢ a exactement deux composantes connexes, soit C; et Cs.

C et Cy ne sont pas toutes deux compactes, car leur réunion est R2.

Soit R telle que B(0,R) D c. Alors R? \ B(0, R) est contenu dans C; ou dans Cy, et indc y est 0,
et cette composante n’est pas compacte. Sur autre composante, inde = +1, donc cette composante est
contenue dans B(0, R), et donc elle est d’adhérence compacte.

Définition Aire de lintérieur de la courbe c. Notée Aire(c).

1.8 Inégalité isopérimétrique

Motivations Outil fondamental (dans un cadre plus général) en géométrie riemannienne. Reviendra
(peut-étre...) dans la suite sous forme plus générale. Historique intéressant : probléme de Didon, etc.

Théoréme Soit ¢ une courbe fermée simple réguliére, on a :

L(c)? > 4rAire(c) .
avec égalité ssi c est un cercle.
Lemme (inégalité de Wirtinger). Soit f € C'(R) une fonction 27-périodique de moyenne nulle, on a :

2 27
f2(t)dt > fA(t)at
0 0

avec égalité ssi f(t) = acos(t) + bsin(t).

Preuve f € L? donc elle est égale au sens L? 3 sa série de Fourier, et de méme pour f’, etc.

Preuve de I’inégalité isopérimétrique On se raméne par homothétie & une courbe de longueur 2,
avec une paramétrisation a vitesse constante h : S ! — R2. On se raméne par une translation au cas ol
0 est le centre de gravité de ¢, i.e. si h = (f,g), on a:

fr=fsmr

Comme on a paramétrisation & vitesse 1, on a :

/ f2 g% =2m=L(c),
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alors que :
Aire(c) = /f(t)g’(t)dt.

Donc :

2(m — Aire(c)) = /f’2 +g% —2fg'dt = /(f’2 — fAdt + /(f —g)%dt .

Mais d’apreés le lemme, la premiére intégrale est positive, donc 27w — 2Aire(c) > 0.
Le cas d’égalité correspond a un cercle paramétré & vitesse 1.

1.9 Convexité

Théoréme Soit ¢ une courbe fermée simple dans R2. Il y a égalité entre :
1. k garde un signe constant, i.e. £ < 0 partout ou k > 0 partout;
2. [ k| =2m;
3. c reste d’un seul coté de chacune de ses tangentes;

4. deux points de I'intérieur de ¢ sont joints par un segment dans Cj;.
Définition Une courbe vérifiant ces propriétés est dite convexe.

Preuve (1)~ (2) : évident puisque [k = +27.

(2) — (1) : de méme, car le nombre d’enroulement est £1.

(1) = (3) : on se donne une paramétrisation f de c. (1) et (2) impliquent que 7 parcourt une fois S,
et que chaque point de S! est atteint pour un unique point de c¢. On suppose qu’il existe deux points p, g
qui sont de part et d’autre de la tangente A, & m € ¢. On considére une normale unitaire n a ¢ en m,
et la fonction :

h: S'— R
s—  (f(t) —m,n) .

Alors f prend des valeurs positives et negatives (cf. p,q), donc un max > 0 et un min < 0, et donc 3
points critiques (avec m). Ceci contredit le fait que n et —n sont atteints chacun une fois au plus.

(3) — (4) : On fixe x € Cj,t, et on note §, 'ensemble des points de Cj,¢ qui sont joints par un
segments géodésique dans Cj;. Soit y € 0€), et soit A la droite passant par = et y, alors A doit étre
tangente a c entre x et y, du coté de Cjp;. Puis méme argument que plus haut avec normale unitaire
pour montrer qu’il existe un point o la tangente est du coté de Ceayt.

(4) — (1) : On montre la contraposée. On suppose donc que, au voisinage de m, ¢ est le graphe d’une
fonction f avec f(s) =0 pour s € [0,1], f”(s) > 0 pour s > 1, et f”(s) <0 pour s <0, sur [—¢,]+¢]. On
suppose (sans perte de généralité) que Cj,; est en-dessous du graphe. On choisit a € [0, €], et b > 0 tres
petit.

On considére les points my = (I 4+ a, f(I +a) — b) et m_ = (I,—b), on remarque qu'ils sont dans
Cint pour b assez petit. On va montrer que le segment qui les joint rencontre Cayg. C’est le graphe d’une
fonction g, on considére f — g, on a :

(f=9)=(f—g)(l+a)=0
(f=9)" >0 sur [I,l+ad]

Donc f — g < Oentre [ et [ + a si b est assez petit, donc [m_,m] rencontre Coyy.
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Chapitre 2

Courbes dans R’

Objectifs :

— définitions etc.

— géométrie locale : courbure, torsion, etc.

théoréme fondamental : la courbure et la torsion permettent de reconstruire la courbe.

— théoréme de Fenchel : intégrale de courbure > 27.

courbes nouées. Un peu de topologie.

— théoréme de Fairy-Milnor : les courbes nouées ont une intégrale de courbure au moins 4.

2.1 Définitions des courbes

Définition Courbes paramétrées, géométriques, orientées, etc.

Définition Tangente & une courbe en un point, vecteur tangent unitaire.

2.2 Repére de Serret-Frénet

Définition Soit f : I — R? une courbe paramétrée a vitesse 1. La courbure de f en s est k(s) :=

17 (s)]I-
NB k(s) € Ry, différent des courbes dans R?!
NB invariant par changement d’orientation.

Définition Si k(s) # 0, on appelle vecteur normal & f en s le vecteur unitaire dans la direction de
1" (s). Noté n(s).

Rappel Produit vectoriel dans R3.

Définition Si k(s) # 0, on note t(s) := f'(s), et b(s) := t(s) An(s). b(s) est le vecteur binormal.
Propriété Pour k(s) # 0, (t(s),n(s),b(s)) forment un triedre orthonormeé, le triedre de Frénet.
Remarque ¥'(s) est orthogonal & b(s) et & ¢(s). En effet :

— (V',b) =0 par ||p]| = 1.
—V=0An) =t An+tAn' =tAn, cart' = f" =kn, donc V/ L t.
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Définition Lorsque k # 0, le nombre 7(s) défini :

est la torsion de f en s.
Définition Pour k # 0, le plan engendré par t(s) et n(s) est le plan osculateur a f en s.

Interprétations par le comportement de la courbe, & I'ordre trois, par rapport a son plan osculateur
(utiliser un développement limité).

2.3 Formules de Frénet

Lemme En tout point s € I, on a :

t = kn
n = —kt—71b
A ™

Preuve On a (1) et (3) par construction. On note que n = b A t, donc :

n = UAt+bAY
= (tnAt)+bA (kn)
= —T1b—Fkt,
donc (2).
Vocabulaire

— plan osculateur : engendré par ¢, n.
— plan rectificateur : par ¢, 0.
— plan normal : par b, n.

2.4 Théoréme fondamental

Théoréme fondamental de la théorie locale des courbes Soit I un intervalle de R, k: I — R}
et 7: I — R. Il existe une courbe f paramétrée a vitesse 1 dont la courbure est k et la torsion 7. f est
unique aux isométries globales de R? preés.

NB Unicité — cad on peut faire un déplacement pour envoyer une solution sur une autre.

Preuve Existence : par existence des solutions aux ODE — & vérifier pour ceux qui connaissent.
Unicité : on suppose donnés f, f deux solutions, avec #(0) = £(0), etc. Alors :

1d . - _ - _ -
ia(llt—f\\%r||n—ﬁ||2+||b—b||2) = (t-Lt =)+ n-mn =)+ (b-bb ~7)

= kt—t,n—n)+7{b—-bn—n)—kin—-n,t—1t) —7(n —7m,b—b)
0.

NB Pas vrai pour les courbes fermées — car la courbe qu’on "reconstruit" ne se referme pas en général.
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2.5 Le théoréme de Fenchel

Théoréme Soit f : S' — R? une courbe fermée. Alors :

k>2m,
Sl
avec égalité ssi f est une courbe plane convexe.

Remarque
— pour une courbe paramétrée a vitesse 1, f : R/LZ, on a :

/Slkr:/OLk(s)ds.

— Cas d’égalité clair dans le cas des courbes planes.
— Preuve repoussée aprés une petite introduction a la théorie des surfaces — anticipation sur la suite.

Aire des domaines de S? Soit Q) C R? ouvert & bord régulier par morceaux, et soit f : Q — S? un
difféo local injectif préservant l’orientation. On définit :

Aire(f) = A(% A %,f}dxdy .

Alors Aire(f) ne dépend que de I'image f(2).

Preuve On se donne un autre couple (€, f) avec f(Q) = f(©2). On pose h = fo 71— Alors
f = foh. En chaque point de f(2) on choisit un repére orthonormé (u(m),v(m) de f(m)* = T;,5%. On
appelle M (z,y) la matrice de d(, ) f dans les bases (e1,e2) et (u,v). Alors :

or o1

det(M () = (57 A 5

f)-
et donc :
Aire(f) = /Q<2£Ag§,f>dxdy
- /Q det(M (z, y))dzdy

On note de méme M la matrice pour f, et N la matrice jacobienne de h. Alors M(z,y) =
M(h(z,y))N(z,y). Donc :

Aire(f) = /det(M(x,y))dxdy
= /det(ﬂ(h(:c,y)))det(N(:L',y))dmdy

_ / det(M (h(z, y)))dwdy

Q
_ of , of <
= [GAED
= Aire(f)

Définition On pose Aire(f(Q2)) := Aire(f).
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Preuve du théoréme de Fenchel On considére f : R/LZ — R3. Il suffit de montrer le théoréme
dans le cas ot k ne s’annule qu’en un nombre fini de points (sinon perturbation).
Tube autour de f, donné par :

X(s,60) = f(s) —e(ncos@ + bsinb) .

Bien défini en dehors des points isolés ou & = 0. On appelle N(s, 6) la normale intérieure au tube, cad
que N(s,0) = bsinf + ncos6.
On note :
T=X®R/LZ,S"),
R=XR/LZ,)) —7/2,7/2]) ,
R=X(R/LZ,[-7/2,7/2)]) ,
S = X(R/LZ,)7/2,37/2]) ,

La preuve repose sur les propositions suivantes, qui impliquent la partie inégalité du théoréme.
Proposition 1 L’application N : R — S? est surjective.

Proposition 2 Aire(N(R)) =2 fOL k(s)ds.
La preuve de la proposition 1 repose sur le :

Lemme Si € est assez petit, alors, aux points de R, R reste d’un seul coté de son plan tangent. Aux
points de S, S rencontre son plan tangent le long de courbes.

Preuve On calcule le comportement de X par rapport a son plan tangent. Calcul explicite du produit
scalaire avec N des dérivées secondes de X par rapport a s, 6. Calcul du déterminant :
det M(s,0) = (1 4 ek cos )k cos b .
Donc M est définie positive lorsque cosf > 0, et définie négative quand cosf < 0.
Preuve de la proposition 1 Soit Ny € S2. On veut montrer qu'il existe (s,6) € R telle que la normale
intérieure & X en (s, ) est Ny. Pour tout ¢ € R, on considére :
Poi={m e R*| (m,No) =t} .

Puis ¢ est 'inf des ¢ tels que intersection non nulle avec T', et on vérifie que ok.

Preuve de la proposition 2 On a:
N(s,0) = cos(f)n + sin(0)b ,
OsN N 99N = kcoséN ,
(OsN NOgN,N) = Ekcosb .

Donc par définition de laire :

Aire(N(R)) = /0 " k(o) cos 0d6ds = 2 /O " k(o)ds |

Cas d’égalité dans le théoréme Pour le cas d’égalité, il suffit de montrer que, si 'image de f n’est
pas planaire, alors Nz n’est pas injective. Or si f n’est pas planaire, il existe un plan (orienté) P que
f traverse 4 fois au moins. On note P; les paralléles & P & distance (orientée) ¢. On considére les deux
segments (au moins) de Im f \ P qui sont au-dessus de P, et les valeurs maxima des valeurs de ¢ atteintes,
soit t; et ta, atteintes en s; et s3. On suppose que les P, ne sont pas les plans osculateurs de Imf aux
maxima — sinon on modifie un peu P.

On vérifie alors que la normale orientée & P est dans N(s1,] —7/2,7/2]) et N(s2,] — 7/2,7/2).
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2.6 Noeuds

Définition Soit ¢ une courbe fermée plongée dans R3. ¢ est non nouée s’il existe un plongement ¢ :
D? — R3, telle que ¢(0D?) = c. Sinon elle est nouée.

Lemme Soit (c¢)ie[p,1] une famille & un paramétre de courbe fermées plongées. c; est nouée si et
seulement si ¢ Dest.

Admis (on peut expliquer I’heuristique).

2.7 Le théoréme de Fairy-Milnor

Théoréme Soit ¢ une courbe plongée nouée dans R3. Si c est nouée, alors I'intégrale de sa courbure
est au moins 4.

Preuve On suppose que 'intégrale de la courbure de c¢ est inférieure & 47. On reprend le cadre de la
démonstration du théoréme de Fenchel, on voit qu’il existe un élément de Ny € S? dont un voisinage
dans S? est atteint une seule fois par N\Rg, et on note Py le plan orienté dont la normale est Ng. D’aprés
le raisonnement précédent, les paralléles P, & Py rencontrent ¢ en deux points au plus.

On change la paramétrisation de c et on effectue un déplacement et une homothétie, pour obtenir une
paramétrisation de la forme :

f: S'— R?3
0 (x(0),y(0),sin0))

Pour z € [-1,1], on pose :
m(z) = (z(arcsin(z)), y(arcsin(z2))), m(z) = (¢(r — arcsin(z)), y(7 — arcsin(z))) .
On définit alors ¢ par :
f: D*- R

(X, Z) — (ﬁ%(zﬂﬁm(@z) .

On note que ¢ est un plongement du disque dont les valeurs aux bords sont les points de c. q.e.d.

NB traitement spécial pour les points maximaux et minimaux de Z sur D?, & préciser a la fin de la
preuve.
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Chapitre 3

Théorie locale des surfaces dans R”

Motivation

Def des surfaces : on veut définir les surfaces dans R? d’une maniére qui correspond a l'idée intuitive
qu’on en a. Ce n’est pas si facile, il faut des précautions.

Connexions : c’est une notion fondamentale, qui permet de comparer des vecteurs en des points
proches.

Meétriques induites sur les surfaces Notion naturelle, e.g. pour la distance sur la surface de la terre.

Invariants locaux des surfaces Ecart au plan tangent, puis on en déduit la notion de courbure et de
courbure moyenne de la surface.

Courbure Le point crucial est que c’est un invariant intrinséque des surfaces, c’est le théoréme
Egregium de Gauss. On définit ici la courbure d’une maniére intrinséque, proche de ce qui se généralise
dans un cadre beaucoup plus vaste.

3.1 Définitions des surfaces

Définition Une surface est un sous-ensemble S C R? tel que, pour tout = € S, il existe un voisinage U
de z et une fonction f: R® — R telle que f~1(0)NU = SN U, et que df ne s’annule pas sur S.

Propriété Soit x € 9; il existe un voisinage U de = dans R3, un voisinage V de 0 dans R? et
une application réguliére ¢ : V — RS3, injective, dont la différentielle est partout de rang 2, telle que

SNU = ¢(V).

Propriété Equivalent & demander qu’il existe, au voisinage de tout point, une fonction a valeurs réelles
dont I’ensemble considéré est une surface de niveau.

3.2 Applications réguliéres

3.3 Connection dans R3

Définition D° connection canonique sur R3, comme application bilinéaire sur les champs de vecteurs
sur R3. Par :
DXY = (dyy(X), dya2(X), dys(X)) .
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Propriété On a les propriétés suivantes :
1. linéaire par rapport au premier vecteur.
2. D% fY = fDSY +df(X)Y.

3. compatible avec la métrique.
Définition Transport paralléle le long d’une courbe.
Définition Crochet de Lie : [X,Y] = D{Y — DY X.
Définition X.f = df(X).

Propriété Soit f une fonction sur R3, et soit X,Y deux champs de vecteurs sur R3. Alors :

X.(Y.f) — YiX.f) = [X,Y].f .

Identité de Jacobi [X,[Y,Z]]+[Y,[Z, X]]|+[Z,[X,Y]] =0.
Preuve en utilisant la propriété précédente.

3.4 Vecteurs tangents

Définition Plan tangent en un point s € S : Imdy f, ot f est un paramétrage local en s. On le note
TsS.

Définition Plan affine tangent le sous-espace affine de R? des points de la forme s + x, ot z € T,S.
Définition Champs de vecteurs tangents a une surface.

NB Les champs de vecteurs définissent des “dérivations” sur 'espace des fonctions réguliéres sur une
surface.

Remarque Si X,Y sont deux vecteurs tangents & S, on définit [X,Y] par extension de X et Y au
voisinage de S, et on remarque que [X,Y] sur S ne dépend pas de Iextension choisie.

Proposition Soit X et Y des champs de vecteurs de R?, qui sont tangents & S. Alors [X, Y] est tangent
a S, et la restriction de [X,Y] & S ne dépend que des restrictions de X et de Y &4 S.

Preuve Soit f une fonction définissant localement S, on lui applique la pté plus haut.

Définition Crochet de Lie de deux champs de vecteurs tangents 4 S, comme un champ de vecteurs
tangent & S.

Fonctorialité Soit S et S’ deux surfaces, et ¢ une application réguliére de S dans S’ dont la différentielle
est partout injective. Alors ¢ préserve le crochet de Lie.

Preuve En utilisant Paction sur les fonctions.

3.5 Meétrique induite

Métrique induite
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Longueurs des courbes

Distance

Inégalité triangulaire

Aire

3.6 Invariants locaux

Opérateur de forme BX = DN, ot N est un champ de vecteurs normaux unitaires & S.
Proposition B est symétrique pour 1.

Preuve Par crochet de Lie dans R3 et propriété que le crochet de deux vecteurs tangents & S est
tangente a .S, donc :

I(BX,Y) — I(BY, X) (DYN,Y) — (DY N, X)
X.AN,Y) = (N,D%Y) - Y.(N, X) + (DY X, N)

((X,Y],N)

Courbures principales Valeurs propres de B. Les vecteurs propres sont les directions principales,
leurs courbes intégrales les lignes de courbure. Les directions principales sont orthogonales.

Définition Un point ou les deux courbures principales sont égales est ombilique. Ressemble localement
4 une sphére.

Propriété Soit P un plan normal & S en un point s; I'intersection de S avec P est une courbe dont la
courbure est :
k= kl <1), 61>2 + k2<’U, €2>2

Preuve Soit v le vecteur unitaire dans Uintersection. On étend v en un champs de vecteur sur S au
voisinage de s.
k = (D%,N)
v.(v,N) — (v, DIN)
I1(v,v)

= [{er,v)er + (e, v)eal7;

et la suite suit de la définition des courbures principales.
Seconde forme fondamentale [I(X,Y)=-I(BX,Y).
Propriété (DSY,N)=1I(X,Y).

Preuve

(DXY,N) = X.(Y,N)-(Y,DyN)
= (Y,BX)

Interprétation simple Soit S le graphe d’une fonction f : R? — R, avec f(0) = df(0) = 0. Alors la
seconde forme fondamentale de S en 0 est le Hessien de f en 0.
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Troisiéme forme fondamentale I11(X,Y)=I(BX,BY).

NB I est une forme bilinéaire positive, et définie positive sauf lorsque une courbure principale est
nulle.

Application de Gauss

NB notion de métrique "tirée" de celle de S? pour II1.
Proposition III(X,Y) = Is:(dN(X),dN(Y)).

Courbure moyenne 2H = —Tr(B).

Courbure de Gauss On définit la courbure de Gauss K := det(B).

Proposition K est le rapport des éléments d’aires entre domaines qui se correspondent par N sur (S, I)
et sur S2.

Directions asymptotiques

3.7 Connexion sur S

Proposition Soit X et Y des champs de vecteurs sur R3 tangents & S. Alors la restriction de D}Y &
S ne dépend que des restrictions de X et Y 4 S.

Définition DxY = D}Y — II1(X,Y)N. Partie tangente de D°. Possible grace & la proposition précé-
dente.

Théoréme D vérifie les propriétés suivantes.
- Dny = fDXy;
~ Dx(fY) = fDxY + (X.f)Y ;
- DxY - Dy X =[X,Y];
- XIY,Z2)=1(DxY,Z)+ 1(Y,Dx 7).

Théoréme D est uniquement déterminé par les propriétés ci-dessus et par I.

Preuve Par formule de définition :

20(DxY,Z) = X.I(Y, Z)+ Y.I(X, Z) — ZI(X,Y) + I([X,Y], 2) + 1([Z, X],Y) + I[([Z,Y],X) .

Transport paralléle le long des courbes

3.8 Géodésiques

Remarque Soit ¢ : [0,1] — S une courbe réguliére. Soit X un champ de vecteurs sur S. Alors D ;X
ne dépend que de la restriction de X a I'image de c.

Définition Si X est un champ de vecteur défini le long de ¢, on définit D) X par ...

Définition Soit c¢: [0,1] — S une courbe, on dit que ¢ est une géodésique si D. ¢’ est partout paralléle
a c’. Si u est le vecteur tangent unitaire & c, alors ¢ est géodésique si et seulement si Do u = 0 partout.
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Remarque Une géodésique c est paramétrée & vitesse constante si et seulement si D¢’ = 0. Récipro-
quement, une courbe telle que Do ¢’ = 0 est une géodésique paramétrée a vitesse constante.

Définition Soit ¢: [0,1] — S une courbe. L'énergie de ¢ pour I est :
1
B = [ I wlfar.

Proposition Soit ¢ : [0,1] — S une courbe. ¢ est une géodésique si et seulement si, pour toute dé-
formation de ¢ qui fixe les extrémités, la longueur de ¢ reste constante au premier ordre. ¢ est une
géodésique paramétrée a vitesse constante ssi, pour toute déformation de ¢ qui fixe les extrémités, F(c)
reste constante au premier ordre.

Preuve Premier point : on se donne une variation (cs)sep,1] de ¢, avec c,(0) = ¢(0) et c (1) = ¢(1)
pour tout s. Alors :

23 o !
5 = o] ldwie
1

= 2/ I(C;,Dascgcg)df
0

1
2/ I(c,, Do Oscl)dt
0

1
2/ c(t).I(c,, dsct) — I(chc;,ascg)dt
0

Donc %—If = 0 pour toutes les variations si et seulement si D, ¢} = 0.

Pour le second point, on note uy(t) le vecteur tangent unitaire a ¢; au temps ¢, on a alors :

oL a [t
= = = t)||rdt
5 = 5 140l
Y I(c,Da. o
_ 2/ (¢ Iasss)dt
0 |Cs|1
1
= 2/ I(us(t), Der Oscy)dt
0
1
= 2/ c;(t).[(us,ascg)fI(chus,asc;)dt
Jo
et donc % = 0 pour toute variation ssi chus =0.

NB!!!! Le point délicat de la preuve précédente est la construction locale de déformations qui intégrent
un champ de vecteur donné le long d’une courbe!

Remarque En fait les géodésiques minimisent localement la longueur — on le verra plus tard.
Application exponentielle

Théoréme L’application exponentielle est un difféomorphisme local en 0.

3.9 Application exponentielle

Symboles de Christoffel I‘;k dans un systéme de coordonnées, par F;k = (De, e, €q)-

23



Propriété T, =T7}..

Propriété Existence et unicité des géodésiques paramétrées & vitesse constante issues d’un point donné
avec une vitesse donnée.

3.10 Théoréme de Gauss
Opérateur de courbure Si X,Y et Z sont trois champs de vecteurs sur une surface .S, on pose :
R(X,Y)Z = Dx(DyZ) — Dy (DxZ) — Dix y1Z .

C’est encore un champ de vecteurs sur S.

Interprétation R mesure le "défaut de commutation" quand on déplace Z sur une courbe intégrale
de X puis de Y, ou le contraire. Explique les symétries et autres propriétés décrites plus bas.

Remarque Si on fait la méme construction dans R3, et qu’on pose pour 3 champs de vecteurs de R3 :
0 0 (10 0 (0 0
R°(X,Y)Z = Dx (DY Z) — DY (DX Z) — Dixv\Z ,
on trouve 0 (calcul simple). Interprétation en terme de commutation de champs de vecteurs.

Lemme
1. R(Y,X)Z =—-R(X,Y)Z.
2. I(RxyT,Z)=—-I(RxyZ,T).
3. La valeur de R(X,Y)Z en un point ne dépend que de la valeur de X en ce point.
4. R(X,Y)Z ne dépend que de la valeur de Y et Z au point considéré.

Preuve 1. Immédiat.

2. Par compatibilité de D avec I et explicite.

3. Il suffit de vérifier que, si X = 0, on trouve 0 (et de méme pour Y). Pour ca, on peut utiliser le
lemme suivant.

Lemme Soit F : T;T — T,S une application réguliére pour chaque s, qui varie réguliérement avec s.
Soit X et Y deux champs de vecteurs avec X (m) = 0. Alors :

Dy (F(X))(m) = F(Dy X)(m) .

Preuve Passage dans R? et application de la méme chose pour D°, qui est évidente.
4. Conséquence des propositions évidentes pour X et pour T, avec les points précédents.

Courbure intrinséque K =I(R(X,Y)Y,X) si (X,Y) forment un repére orthonormé.

Remarque Indépendant du choix de X et Y, en fait on aurait pu prendre I(Rx yY’, X') ou (X,Y) et
(X',Y") forment deux bases orthonormées.

Courbure et cartes La courbure d’une surface est une mesure de sa "proximité & un plan". C’est
d’ailleurs la motivation qu’avaient Gauss, puis Riemann, en introduisant cette notion.

Lemme Soit S une surface et x € S. La courbure K s’annule au voisinage de x si et seulement si z a
un voisinage isométrique & un voisinage de 0 dans R2.
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Théoréme de Gauss K = K.

Remarque On en déduit que la courbure de Gauss ne dépend que de I! Théoréme Egregium.
Extension de D

Formule de Codazzi (DxII)(Y,Z)= (DyII)(X,Z).

Remarque On peut aussi dire : (DxB)(Y) = (Dy B)(X).

Preuve On démontre ensemble la formule de Codazzi et le théoréme de Gauss, en développant la
formule qui exprime que la courbure de D° est nulle. On étend X,Y et Z en des champs de vecteurs sur
R3. Alors :

0 = RxyZ
= DYDYZ — DYDY Z — Dix y,Z
= DX (DyZ+1I(Y,Z)N)— DV.(DxZ + 11(X, Z)N) — Dix y1Z — I1I1([X,Y],Z)N
= DxDyZ+1I(X,DyZ)N + X.II(Y,Z)N — I1(Y, Z)BX
DyDxZ —II(Y,DxZ)N —Y.II(X,Z)N + II(X, Z)BY
—Dixy1Z — II([X,Y], Z)N
= RxyZ—II(Y,Z)BX + II(X,Z)BY + (DxII)(Y,Z) — (DyII)(X,Z)

Théoréme fondamental de la théorie des surfaces Soit S une surface, considérée comme une
variété “abstraite”. Soit h une métrique sur S, et soit b, : T, — TS, pour chaque x € S, une application
linéaire symétrique pour h. Il existe une immersion de S dans R? dont la métrique induite est h est
I’application de Weingarten est b ssi d”b = 0 et det(b) = K, ott D est la connexion de h.

Preuve Repoussée a plus tard.
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Chapitre 4

Surfaces spéciales

Préliminiaires topologiques
Définition Bord d’une surface.

Définition Surfaces & bord. Il existe des points qui ont un voisinage qui est 'image par un difféomor-
phisme d’un morceau de demi-plan.

Remarque Une surface dont le bord est non vide n’est pas toujours une surface &4 bord!
Définition On dit qu’une surface est compléte si son bord est vide.

Définition On dit qu’une surface est fermée si elle est compacte (sans bord).
Remarque Une surface fermée est donc compléte... Mais la réciproque est fausse.

Exemple S? C R3 est fermée. S? N {z > 0} n’est pas compacte. S? N {z > 0} est compacte & bord.
{22 4+ y* = 2% — 1} est compléte.

Lemme Toute surface compacte admet une métrique riemannienne.

Preuve Repose sur les partitions de I'unité, etc. Admis ici.

4.1 Surfaces réglées et développables

Définition Un sous-ensemble de R? est réglé s’il contient un segment passant par chacun de ses points.
Exemple Soit U C R?, et soit V I’enveloppe convexe de U. Alors 9V \ U est un ensemble réglé.
Définition Une surfaces réglées est une surface qui contient une droite passant par chacun de ses points.
Exemple Paraboloide hyperbolique, z = xy.

Remarque Propriété assez générale des quadriques!

Propriété K <0.
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Propriété Les droites contenues dans une surface réglée sont nécessairement des courbes asymptotiques.
Plus généralement, une courbe contenue dans une surface est une droite de ’espace ambiant ssi elle est
a la fois asymptotique et géodésique.

Remarque Dans la suite de cette section, on étudie les surfaces paramétrées sous la forme X (¢,s) =
a(t) + sw(t), avec ||w|| = 1. Forme un peu particuliére de surfaces réglées. Ici ¢t € T et s € R a priori.
Permet des surfaces singuliéres & priori.

Surfaces cylindriques Une telle surface est dite “cylindrique” si w est constant. Correspond & un
“cylindre” au dessus d’une courbe.

Définition Une surface réglée est dite non-cylindrique si w’ # 0 partout.
NB Attention ca n’est pas 'opposé d’une surface cylindrique...

ID Oun veut trouver une paramétrisation un peu plus contrainte, sous la forme b(t)+w(t)s, ot (b, w’) =0
partout.
On la cherche sous la forme : b(t) = a(t) + u(t)w(t), on doit avoir alors :

b =ad +vw+uw
et o' orthogonal & w’, donc :

(o, w')

U= e

[[w

Propriété b ne dépend pas du choix de a; en effet ca découle de I'unicité de b, on peut aussi le montrer
directement.

Définition b est la ligne de striction de la surface.
ID On écrit maintenant la surface avec la paramétrisation : X (¢, s) = b(t) + sw(t).

Propriété Il existe une fonction f telle que b’ Aw = fw'. Alors || X; A X4||2 = (f2 + s?)||w’||%. f est le
paramétre de distribution de la surface.

Propriété Les points singuliers d’une surface réglée se trouvent sur la ligne de striction u = 0, et ils
apparaissent seulement si f = 0.

Théoréme La courbure de Gauss de la surface est :

f2

K=~y

En particulier, on retrouve que K < 0, avec 0 exactement sur les courbes qui rencontrent la ligne de
striction en un point ot f = 0.

Preuve On calcule les matrices M et M;; de I et IT respectivement dans la base (9:X,9;X). On a :
a b E F
MI_(bc)’]w”_(F G>’

a=(0sX,0,X) = (w,w) =1,
b=(0:X,0,X) = (w,b + sw') = (w,d) ,

avec :
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c= (0 X,0,X) = (V' + sw', b + sw') = |[V'[|* + s*[[w'||*,

donc :
det My = [|']|* + s*(|w'[|* — (w, ") = [0 Aw]® + *[[w'||> = f2[|w’[|* + s*||w'[|* .

Par ailleurs, on a aussi :
E ={(0;0,X,N)=0,

(W, —fw' +swAw)  —f|v|
F={0,0:X,N) = = )
e T
donc : 2l
w
det(]\/[]]) = _f2 n 52 .
Donc :
- det(]\/[[]) f2

©det(M;)  (f24s2)2°
Définition Surfaces localement convexes.
Définition Une surface est développable si sa courbure est partout nulle.
Théoréme Une surface réglée et localement convexe est développable.
Exemple Bords des enveloppes convexes, quand réguliéres !

NB Attention on passe dans la partie plus culturelle du cours — mais les détails de la preuve peuvent
étre faits par les étudiants motivés.

Théoréme Soit ¢ : S' — R? une courbe réguliére. Supposons que c¢ se trouve sur le bord de son
enveloppe convexe, et que sa courbure ne s’annule nulle part. Alors il existe au moins 4 points ou la
torsion de ¢ s’annule.

Preuve Repose sur I'étude du bord de I'enveloppe convexe de la courbe, mais demande un peu de
travail... Pas trés difficile.

Remarque C’est le "théoréme des quatre sommets" pour les courbes "convexes" de R3. Démontré en
1994, [Sed94|. Mais la conjecture compléte reste ouverte, car on a du supposer que la courbure ne s’annule

nulle part.

Conjecture (Scherk, 1936) Une courbe fermée réguliére convexe de R? a au moins 4 points de torsion
nulle.

4.2 Fonctions sur une surface

But Définir le hessien et le laplacien d’une fonction sur une surface, et applications. Connu au moins
du cours de physique. Principe du maximum énoncé sans preuve. Utilisé dans la suite.

Définition Gradient d’une fonction sur S.

Définition Soit f une fonction sur une surface S. Soit X et Y deux champs de vecteurs sur S. On

pose :
Hess(f)(X,Y) := X.(Y.f) = (DxY).f .
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Propriété On a aussi: Hess(f)(X,Y)=1(DxDf,Y)=1(X,DyDf).

Propriété FEn chaque point s de S, Hess(f) définit une forme bilinéaire symétrique. CAD : ne dépend
que de la valeur de X et de Y au point s, pas de leurs dérivées.

Preuve Pour la symétrie :

Hess(f) (X, )~ Hess(f)(Y, X) = X.(Y.f)~(DxY).f~Y.(X.f)+(Dy X).f =
— [X,Y].f—[X,Y].f=0.

Reste seulement & montrer que 0 si X = 0 en s, mais évident par la définition.

Définition On définit de méme le hessien d’une fonction de R? par :
Hess’(f)(X,Y) := X.(Y.f) — (D%Y).f .

C’est encore une forme bilinéaire symétrique en chaque point de R3.

Remarque Permet de définir la “dérivée seconde” d’une fonction. Mais ca n’est pas possible sans une
connexion ! Situation différente de la dérivée premiére, qui peut se définir sans métrique et sans connexion.

Théoréme Soit f une fonction sur R?, et soit f sa restriction & une surface S. Alors, en un point de
S, on a pour deux vecteurs X et Y tangents & S :

Hess(f)(X,Y) = Hess’(f)(X,Y) + (N.)II(X,Y) .

Laplacien Soit S une surface et u : S — R. On appelle Laplacien de u la fonction définie sur S par :
Au ;= —Tr(Hess(u)).

Remarque On peut faire de méme en dimension 1, le Laplacien est simplement la dérivée seconde (au
signe prés).

Remarque Le signe est choisi pour que cet opérateur soit positif sur les fonctions! Voir plus bas.

Fonctions harmoniques Soit S une surface, et u : S — R. On dit que u est harmonique si son
laplacien est partout nul.

Exemple Sur R, les fonctions harmoniques sont les fonctions affines.
Fonctions complexes [pour les fonctions réelles et complexes]

Théoréme Soit S une surface, et u : S — C une fonction holomorphe. Alors la partie réelle de u et la
partie imaginaire de u sont toutes deux harmoniques.

Définition JX est le vecteur normal & X, de méme norme, dans le sens trigonométrique.
Lemme Dy (JX)=JDyX.

Preuve (du théoréme) Soit X un champ de vecteurs unitaires. On a alors :

“Au = X.du(X) + JX.du(JX) — du(Dx X) — du(Dyx JX)
—iX.du(JX) + iJX.du(X) + idu(JDx X) — du(JDjx X)
= CiX.du(JX) +idu(DxJX) +iJ X.du(X) — idu(Dyx X)
—iHess(u)(X, JX) + iHess(u)(J X, X)
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Remarque La réciproque est vraie aussi, montrée plus tard dans le cours.
Principe du maximum Une fonction harmonique ne peut pas avoir de maximum isolé.

Principe du maximum généralisé Soit f et g deux solutions d'une équation du type
Tr(Hess(f)M(f,df)) + P(f,df) = 0 sur un ouvert connexe {2 d’une surface, ot M(f,df) est une ma-
trice 2 x 2 définie positive. Supposons que f > g partout et f(xg) = g(x0), et dyyf = dyog. Alors f =g
partout.

Remarque Preuve possible dans bcp de cas si on suppose que f et g sont analytiques — en fait elles le
sont souvent comme solutions de ces opérateurs.

Remarque 'hypothése est équivalente au fait que f est solution d’une équation du type Af+P(f,df) =
0, mais pour le laplacien d’une métrique autre que la métrique considérée sur S.

4.3 Déformations de surfaces

Déformations normales Il suflit de les considérer pour obtenir toutes les déformations infinitésimales
de surfaces, au moins dans le cas complet. Données sous la forme fN. Revient & se donner une famille
d’applications ¢; : S — R3, avec 0¢;/0t normal & Sy := ¢4 (s).

Remarque Revient aussi & se donner une application ® : S x [-1,1] — R?3, avec 9®/9t = fN. On
peut donner explicitement ® en utilisant 'application exponentielle normale & S.

NB Détermine une identification canonique entre la surface de départ et les surfaces déformeées; & tout
champ de vecteurs sur S, on peut associer un champ de vecteur sur chaque S;. On peut donc parler de
variation premiére (dérivée) de 1,11, B, da, etc.

cad Si X est un vecteur sur S, avec X = +/(0), on lui associe sur la courbe intégrale de N un champ
de vecteurs donnés par (P o v)’(0).

Remarque Attention, le vecteur normal unitaire Ny & S; n’est pas le vecteur tangent unitaire i la
courbe ¢ () pour z fixé, qu’on note encore N !

Lemme Soit X un champ de vecteurs sur S, étendu en un champ au voisinage de S. On a : [X, fN] = 0.

Preuve On se donne une paramétrisation locale de S, soit v : U — S'; on en déduit une application f
d’un ouvert de V C R? dans R?, donnée par f(z,t) = ®(¢,u(z)). On appelle Y I'image inverse de X par
f, alors Y est partout horizontale et indépendant de z dans R?; puis calcul explicite.

Variation premiére de I On a :

oI
5 = 211

Preuve Pour X,Y deux champs de vecteurs sur S on a :

dI(X,Y)

= U)LY,

= (DX(fN),Y) + (X, Dy(fN))
= —2fII(X,)Y).
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Variation premiére de I/ On a:

oIrr 0
W—Hess (f)—fIII.

Preuve On montre d’abord que : (D?CNNt)“O = Df, ou le gradient est pris sur S. On a alors :

dIT(X,Y)
dt

Variation premiére de Paire

(fN)(DXY,Ny)

(D fNDXY N)+(D%Y, DONNt> ;

(RS xY + D% DYNY + Diyn x)Y,N) — (DXY,Df)
<DXDYfN N) —df(DxY)

(D& (=fBY +df(Y)N),N) — df (DxY')
—fII(X,BY) 4 X.df(Y) — df (DxY)
—fIII(X,Y)+ Hess(f)(X,Y) .

La variation de 'aire est donnée par :

dda
5 = ~2fH .

Traduction Variation de l'aire d’un domaine en terme d’intégration.

Surfaces minimales Une surface est dite minimale si sa courbure moyenne est partout nulle.

Explication Correspond aux surfaces dont ’aire ne varie pas au premier ordre quand on fait des
déformations & support compact.

4.4 Surfaces minimales

Théoréme Une surface est minimale si et seulement si, pour toute déformation a support compact, la

variation de ’aire est nulle au premier ordre.

Interprétation physique Les surfaces minimales correspondent en particulier aux surfaces dont laire
est minimale sous des contraintes données. Par exemple, les films de savon, qui minimisent leur tension

superficielle.

Parameétrisation isothermes
sion a:

Une paramétrisation X : Q € R? — R? d’une surface est isotherme

10: X = l0: X, (9:X,0,X) =0

Traduction On demande qu’il existe une fonction f sur Q (non nulle) telle qu’on ait :

(dX (u),dX (v)) = f2(u7v> .

Propriété Soit X une paramétrisation isotherme d’une surface. Alors :

s X + 0uX = 2f2HN .
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Preuve On dérive les équations caractérisant les paramétrisations isothermes :
<8ssX; asX> == <astX» a1&*)(> )
((9,55X, atX> + <85X, attX> = 0 .

Donc :
(055X, 0s X)) + (0 X,0:X) =0,

ce qui indique que 0ss X + 0 X est parallele & N. Mais comme la paramétrisation est isotherme on a :

(0ssX + 0y X,N) = 2f?H .

Théoréme Soit S une surface. S est minimale ssi, pour toute paramétrisation isotherme, les fonctions
coordonnées sont harmoniques.

Preuve Conséquence de la propriété précédente.
Théoréme Une S surface est minimale ssi ses fonctions coordonnées sont harmoniques sur S.
Preuve Calcul explicite du Hessien, trace, et obtient 2H N, donc 0 ssi H = 0.

CAD Le thm concernant les paramétrisations isothermes est moins géométrique, mais c’est ce qui sert
dans la suite.

Représentation de Weierstrass Soit S une surface, et X = (z,y, z) une paramétrisation de S. On
note :
gbl = 85.27 - Z.atwa ¢2 = asy - Z.at/ya ¢3 = asz - Zatz .

Alors X est isotherme ssi ¢F + ¢3 + ¢3 = 0. De plus, si c’est le cas, S est minimale ssi les ¢; sont
holomorphes.

Conséquence La recherche de surfaces minimale est ramenée a ’étude de fonctions holomorphes! Cf
les TD.

Lemme Soit f: R? — R, et soit S le graphe de f. Alors la courbure moyenne de S est :

1+ 0y )05 f + (A4 (0:1)*)05, f — (1 + 0:10,1)03, f
(L4 (2:)2) A+ (9,1)?) = @ N0, H) VI AP

Preuve On note X :=(1,0,0,f) et Y := (0,1,0,f). Alors N est paralléle & V = (=0, f, —9,f,1). On

a:
DY X,V
II(X,X)= <XV|> ,
donc 5 f o
x
X, X) = ————,
V1 [ldf[I?
et de méme pour Y. De plus :
2£/9.,
[1(X,Y) = 0% f |0xdy

VI+Id?

Par ailleurs, on a :

I(X,X) =1+ (0f/0x)* , I(Y,Y)=1+(0f/9y)* , I(X,Y)=(0f/0x)(0f/0y) ,

et on en déduit H.
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Principe du maximum Soit S; et Sy deux surfaces minimales, et x € Sy N Se. Supposons que S;
reste, au voisinage de x, d’un seul coté de Sy. Alors S et Sy sont confondues au voisinage de z.

Preuve On prend un voisinage de z ot S; et Sy sont les graphes de fonctions f; et fo au-dessus du
plan tangent & Sy en x. Alors fi et fs sont harmoniques. On leur applique le principe du maximum pour
conclure.

Théoréme 1l n’existe pas de surface minimale fermée. (ie : compacte sans bord!).

Propriété Soit g une courbe dans R? C R3. Soit S une surface & bord compacte, dont le bord est g.
Si S est minimale, alors S C R2.

Théoréme Soit g une courbe fermée de R3. Soit S une surface compacte minimale dont le bord est S.
Alors S est contenue dans I’enveloppe convexe de g.

4.5 Surfaces a courbure moyenne constante

Définition Une surface & courbure moyenne constante est un surface telle que H = H,.
Remarque En particulier, les surfaces minimales sont CMC.

Interprétation physique Les bulles de savon sont des surfaces & courbure moyenne constante. En
effet, la pression A 'intérieur de la bulle est supérieure & la pression a 'extérieur, ce qui est contrebalancé
par la pression superficielle du film de savon.

Principe du maximum Soit S; et Sy deux surfaces ayant la méme courbure constante, et z € 51 NS,
un point ot les vecteurs normaux unitaires sont orientés du méme coté. Supposons que S; reste, au
voisinage de x, d’un seul coté de S3. Alors S; et S sont confondues au voisinage de .

Preuve On prend un voisinage de z ot S; et S sont les graphes de fonctions f; et fo au-dessus du
plan tangent & S7 en x. Alors f; et f5 sont solution de ’équation :

) 2 () -
(o () (- () () (32 v

On leur applique le principe du maximum pour conclure.

Réflexion d’Aleksandrov

Caractérisation de S? Soit S une surface fermée 3 courbure moyenne constante. Alors S est une
sphére.

cad S est une “vraie” sphére ronde!!

Preuve Réflexions, on obtient un plan de symétrie pour chaque plan vectoriel. Ce plan passe nécessai-
rement par le centre de gravité de la surface. Donc tous les plans passant par ce point sont des plans de
symétrie. Donc S est symétrique sous le groupe engendré par ces symétries, qui n’est autre que le groupe
des isométrie de R? fixant ce point.

33



Chapitre 5

Le théoréme de Gauss-Bonnet

5.1 Surfaces abstraites, variétés

Cartes Soit E un espace topologique; une carte dans E est un couple (U, ¢), ot U est un ouvert de
R?, et ¢ : U — E est un homéomorphisme.

CAD Fournit un systéme de coordonnées dans un morceau de F.

Atlas Un atlas est une famille (U;, ¢;) de cartes tel que :
1. les ¢;(U;) recouvrent F;
2. si 9(Us) N ¢;(U;) # 0, et si W := ¢, (¢(U;) N ;(U;)), alors ¢ ' o ¢; est réguliere sur .

Définition Une surface est un espace topologique séparé muni d’un atlas. Une surface orientable est
obtenue si on demande que les qﬁj_l o ¢; préservent, I'orientation.

NB Dans la suite on utilisera seulement des surfaces orientables.

Exemple Bande de Mobius. Non orientable.

Exemple Pour séparé : deux copies de R? collées en 0.

Définition Deux surfaces sont équivalentes si leurs atlas sont compatibles, c’est & dire si...
Variétés Meéme chose en dim plus grande.

Lemme Les surfaces de R3 sont des surfaces (abstraites).

Définition Applications réguliéres.

Définition Champs de vecteurs. Espace tangent.

Définition Difféomorphismes.

Définition Meétriques riemanniennes.

Exemple Surfaces dans R? et leurs métriques induites.
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Lemme Toute surface compacte admet une métrique riemannienne.
Preuve Repose sur les partitions de 'unité, etc. Admis ici.

Remarque Certaines métriques riemanniennes ne sont pas obtenues dans R3 ! Par exemple la métrique
plate sur le tore T2, & cause du :

Théoréme de Hadamard : toute surface fermée dans R? a une courbure qui est strictement positive
en un point.

5.2 Gauss-Bonnet pour les surfaces dans R?

Théoréme Soit S une surface fermée dans R3. Alors Iintégrale de la courbure de S est égale 4 un
multiple entier de 47. Cet entier est le degré de 'application de Gauss.

Définition Un point critique d’une application d’une surface dans une autre est un point ou la diffé-
rentielle n’est pas injective.

Définition Une valeur critique d’une application est 'image d’un point critique.

Lemme de Sard : pour toute application réguliére d’une surface fermée dans une autre, I’ensemble
des valeurs critiques est de mesure nulle.

Preuve Admis ici, mais pas trés difficile — on se raméne & une question locale pour les applications
d’un ouvert de R? dans R2.

Degré des applications

NB (admis) Soit f : S — S’ une application réguliére entre surface orientables . Il existe des valeurs
réguliéres de f, car le complémentaire est de mesure nulle.

Lemme Soit f: S — S’ une application réguliére. Il existe un entier k € Z tel que :
g

/Sf*ka/Slw;

2. pour toute valeur réguliére y de f, on a :

Z sign(Jac(dzf)) =k .

fz)=y

1. pour toute 2-forme w sur S’ on a :

Preuve exercice! Découper la surface en morceaux, etc.

Définition On appelle k le degré de f.

Remarque Si f n’est pas surjective, son degré est nul.

Remarque Rapport avec le degré des applications en dim 1 : cas particulier.

Preuve du théoréme de Gaus-Bonnet : On fait un changement de variables et on se raméne & une
intégration sur la sphére (exercice).
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5.3 Triangulations

Définition Triangulations
Définition Triangulations plus fines.
Définition Triangulations homotopes.

Lemme (Admis) Soit S une surface, et soit T'et T’ deux triangulations de S. Il existe une triangulation
T" homotope & T et une triangulation T plus fine que 7" et que T".

Exemple Triangulations de S2. Du tore. Calculs de caractéristique d’Euler...

Définition Caractéristique d’FEuler d’une triangulation.

Remarque Pas nécessaire que ce soit une triangulation ! Exemples des polyédres réguliers.
Lemme si T est plus fine que T, alors x(7") = x(T).

Corollaire Soit S une surface; toutes les triangulations de S ont méme caractéristique d’Euler.

Exemple 2 pour S?, 0 pour 72, puis tores & 2 trous, 3 trous, etc.

5.4 Formes différentielles

Définition 1-formes, Q1.

Exemple Différentielle d’une fonction.

Définition Intégration d’une 1-forme sur une courbe.

Rappel Formes antisymétriques dans R%. Forment un EV de dim 1.
Définition 2-formes dans S. Q%(S).

Définition Aire associée 4 une 2-forme. Intégration sur un ouvert a bord.
Lemme Indépendant du paramétrage choisi.

Définition 2-forme canonique associée & une métrique riemannienne.
Lemme Correspond & la notion d’aire introduite avant !

Définition df, du.

Définition u A v pour u,v des 1-formes.

Propriété d(fu) =df Au+ fdu.

Lemme Invariant par difféomorphisme.
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Propriété Soit u une 1-forme sur un triangle  de R2. Alors :

/du:/ v .
Q o0

Preuve Explicite : u = adz + bdy, puis on applique une intégration & chaque terme.

Formule de Stokes Soit 2 C S un ouvert relativement compact, & bord régulier par morceaux. Alors,

pour toute 1-forme u sur S :
/ du = / v .
Q a0

Preuve Par décomposition en éléments triangulaires. Puis utilisation de 'invariance par difféomor-
phismes et passage dans R? pour un triangle.

Définition 1-forme fermées.
Exemple La différentielle d’une fonction est fermeée.
Définition Formes exactes.

Lemme de Poincaré Soit Q un ouvert étoilé de R2. Pour toute 1-forme u & support dans  avec
du = 0, il existe une fonction f sur R telle que u = df. Pour toute 2-forme w sur €2, il existe une 1-forme
u telle que w = du.

5.5 Gauss-Bonnet polygonal

Lemme Soit S une surface, et soit 2 C S un ouvert relativement compact de S & bord régulier,

difféomorphe & un disque. Alors : .
/ Kda:27rf/ kds .
Q Joq

Preuve 1l suffit de le faire pour les disques de R? munis d’une métrique. On choisit un champs de
vecteurs unitaire v, avec une singularité. On considére la 1-forme associée a la connexion, soit :

u(z) = g(Dyv, Jv) .
On remarque que du = Kda. En effet :
du(v, Jv) = v.9(D v, Jv) = Jv.g(Dyv, Jv) — g(Dp, Jvlv, Ju) ,

donc :
du(v7 JU) = g(DvDJv'Ua JU) - g(D.]vaU7 JU) - g(D[vv JU]Uv JU) )

donc
du(v, Jv) = K .

Théoréme Soit S une surface, et soit {2 un ouvert relativement compact de S, & bord régulier par
morceaux, homéomorphe au disque. Alors :

Kda:27r—/ kds + Q
Q Ble) XZ:

ol les oy sont les angles (extérieurs) aux points singuliers du bord.
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Preuve Approximation par des réguliers.

5.6 Gauss-Bonnet intrinséque

Théoréme Soit S une surface (intrinséque). L’intégrale de la courbure de S est égale a 4wy (5).

Corollaire Si f est une surface dans R2, alors le degré de son application de Gauss est égale & sa
caractéristique d’Euler.

Preuve On choisit une triangulation, et on applique le théoréme précédent. On remarque que les angles

intérieurs sont 7™ moins les angles extérieurs, et que la somme des angles intérieurs est 27 pour chaque
sommet,.
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Chapitre 6

Géométrie itrinseque des surfaces

6.1 Coordonnées

Remarque Soit S une surface, munie localement d’une carte. On a alors un systéme de coordonnées
locales, qu’on note (z*). On peut note aussi :

e
CT 9t

les (e;) forment alors une base de chaque espace tangent. Chaque champ de vecteurs peut donc s’écrire

sous la forme :
v = E v'e;
i

si bien que v est uniquement déterminé par les fonctions v*. La métrique riemannienne g est alors déter-
minée en chaque point par une matrice (g;;), avec :

g(v,w) = Zgijviw-j .
.7

Remarque Notation de sommation implicite sur les indices et exposants.
Définition On note (¢%) la matrice inverse de (g;;).

Lemme Ona: , )
ow' ; ow?

=0

Preuve DPar dérivation des fonctions.

Théoréme La connexion D de g est définie par la formule :

0wt .
(Dyw)" = W% + T viw?

ou :

i1
= 59 l(akgjl + 09k — Oigjk) -

Corollaire ij = I‘};j.
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Preuve [Attention & avoir des exposants k pour les termes en w pour pouvoir simplifier|
2g(Dvw7 ’U,) = v.g(w, u) + w'g(U’ u) - u.g(v, ’U)) + g([v7 IU], u) - g([wa U], ’U) + g([ua U]a w) ’
donc :

2gi; (Dyw)'w? = Uia,;(gjkwjuk)erj@j (gikviuk) fukak(g,;jvjwi)+
+gik(vj6jwi—wjajvi)uk—gij (wkakuj—ukakwj)vi—kgij(uk(‘)kvi—vkakui)wj )

Puis regrouper les termes contenant des dérivées de u, ensuite des dérivées de v et w, enfin les termes
résiduels.

Théoréme Soit (z,v) € T'S; il existe une unique géodésique issue de x, paramétrée a vitesse constante,
et dont la vitesse en 0 est v.

NB 4 priori c’est seulement un "germe" de géodésique, de longueur arbitrairement petit.

Preuve Théoréme de Cauchy-Lipschitz pour le champ de vecteur défini sur 7S, dans le voisinage de
s € S, par les équations satisfaites par les géodésiques.

6.2 Champs de Jacobi

Définition Soit ¢ : [0, L] — S un segment géodésique. Un champ de Jacobi Y le long de ¢ est un champ
de vecteur le long de c tel qu’il existe une famille & un paramétre de géodésiques, (ct):ep0,1] tel que co = c,
que tous les ¢; soient des segments géodésiques (paramétrés & vitesse constante) et que Y = dc(s)/0t.

Lemme Soit Y un champ de vecteurs le long d’une géodésique c. Alors Y est un champ de Jacobi ssi
la longueur orientée de sa partie tangentielle est affine, et si la longueur orientée y de sa partie normale
est solution de :

y"(s) + K(c(s))y(s) =0 .

Preuve On calcule 'edo satisfaite par les composantes tangentielle et orthogonale de Y ; pour ¢a on
note X = ¢/, on a alors [X,Y] =0, donc :

DxDxY = DxDyX = RxyX +DyDxX + D X,Y]X ,

donc
DxDxY =RxyX,

et le résultat suit par décomposition en partie tangentielle et orthogonale.

Coordonnées géodésiques Soit s € S. Les coordonnées géodésiques sont les coordonnées (r, §) obte-
nues en prenant 'image par I’application exponentielle en s de coordonnées polaires dans T5.S.

Lemme Dans les coordonnées géodésiques on a :
0 0
—,=— | =0.
g <8T’ 80)
Preuve Propriétés des champs de Jacobi (partie tangentielle).

Théoréme Soit s € S. 1l existe un voisinage U de s tel que, pour tout z € U, il existe un unique chemin
minimisant entre s et x, et c’est un segment géodésique.
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Définition Soit ¢ : [0, L] — S un segment géodésique, avec ¢(0) = p. Un point ¢(¢1) est conjugué a p le
long de c si exp, n’est pas inversible en t;¢/(0).

CAD Signifie que si on déplace un peu ¢/(0), on tombe quand méme (au premier ordre) sur le méme
point ¢(tq).

Exemple Sur S2, un point n’est conjugué qu’avec le point antipodal, et ce quel que soit la géodésique
considérée.

Remarque ¢ est conjugué a p le long de c ssi il existe un champ de Jacobi le long de ¢ qui s’annule en
peten q.

Exemple Champs de Jacobi le long de géodésiques de S2.
Exemple Champs de Jacobi le long des géodésiques de R2.

Théoréme Soit ¢ : [0,]] — S un segment géodésique paramétré a vitesse unité. Soit Y un champ de
vecteurs orthogonal sur ¢ qui s’annule aux extrémités de ¢, avec Y = yJ¢/, et soit (¢;) une déformation
de c telle que :

(Oect)ji=0 =Y .

Alors la variation seconde de la longueur de (¢;) est donnée par :

l
Li_g=— / y(y" + Koy)ds
0
Remarque Intéressant que ¢a ne dépende que de y!

Preuve On pose X = ¢}, on a alors :

(Al
donc :
(04}, ¢
L// — /8t 1 t
| t||2
_ / ({97t ch) + <3t62,3t02>)||62\\2—2@0270926“
- s <
0 el
Donc :
o = / (026}, 1) + (0, 01c}) — 201}, )2

l
= /(DyDyX,X>+<DyX,DyX>—2<DyX,X>2
0

!
/ (DyDxY,X)+ (DxY,DxY)
0

!
/ (DxDyY + Ry xY + Dy, x)Y, X) — (DxDxY,Y) + [(DxY,Y)];
0

!
/ X.(DyY,X)—(DyY,DxX) — Koy* — yy"ds .
0
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Théoréme Soit ¢ un segment géodésique. S’il existe deux points p et ¢ conjugués le long de ¢ (qui ne
sont pas tous deux des extrémités de c), alors ¢ n’est pas minimisante.

Preuve Par la variation seconde de la longueur, qu’on applique en alongeant un peu l'intervalle entre
les points conjugués et en utilisant une solution de y” + Koy = ¢, pour € assez petit.

6.3 Géodésiques

Définition Applications exp et Exp.
Théoréme Pour tout s € 5, exp, est un difféomorphisme local en 0.
Exemple R2, S2.

Théoréme Pour tout s € S, il existe un voisinage U de s tel que tout point de U est joint & s par un
unique courbe minimisante, qui est une géodésique.

Définition On dit qu’une surface (S, g) est géodésiquement compléte si tout segment de géodésique
peut étre prolongé pour tous temps.

Théoréme Soit (S, g) une surface riemannienne compléte ; alors (S, g) est géodésiquement compléte.

Théoréme Soit S une surface, munie d’une métrique riemannienne compléte. Soit p,q € S. Alors il
existe une géodésique joignant p & g, et dont la longueur est d(p, ).

Heuristique minimisation de longueur de courbe. Mais pas facile & mettre en forme de cette maniére.

Exemple Sur 52\ {p,}, il existe des paires de points qui ne sont pas joints par une géodésique mini-
misante (mais toute paire de point est jointe par une géodésique). Sur S? \ {p,,p_}, il existe des paires
de points qui ne sont pas joints par des géodésiques.

Preuve On construit un cercle C¢ de rayon € autour de p, et on note qu’il existe un point r de ce cercle
tel que d(p,q) = d(p,r) + d(r,q) (par compacité de C.).

Si e est assez petit, il est I'image d’un cercle (un vrai) dans 7,S. En particulier r est 'image d’un
vecteur de la forme ev. On considére la géodésique c issue de p avec ¢/(0) = v. Ainsi ¢(e) = r. Pour tout

Fin 9/01/01 € [0, €], d(p, q) = d(p, c(t)) + d(c(t), q).

On appelle tg le sup des t’ tels que ¢a reste le cas. Alors la propriété reste valide en ¢y par continuiteé,
et au-dessus de ty : par argument de cercle & nouveau, choix d’un nouveau point d’un petit cercle de
centre c(tp) comme avant, et remarque que pas de changement de direction possible.

6.4 Surfaces a courbure positive

Théoréme de Bonnet Soit S une surface compléte, & courbure K > Ky > 0. Alors S est compacte,
et son diamétre est borné par 7/\/Ko, et son aire est bornée par 7°/K. De plus, m1(S) est fini.

Preuve La borne sur le diamétre découle des ptés des champs de Jacobi, et du théoréme de comparaison
de Sturm. Puis en déduire aire. Pour le m; passer & revétements, et utiliser que laire est finie pour en
déduire une borne sur le nombre d’éléments.
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Thm de Sturm Soit u et v deux solutions de :
u + A(s)u=0,
v+ B(s)v =0,

avec A(s) > B(s), et u(0) =v(0) = 0. Si ug et vg sont les premiers zéros de u et v resp., alors uy < vg.

NB Extension en dimension plus grande.

6.5 Surfaces & courbure négative

Théoréme de Hadamard Soit S une surface simplement connexe, compléte, & coubure K < 0. Alors
S est simplement connexe, et, entre deux points passent un unique géodésique, qui est minimisante.

Preuve Soit s € S. exp, n’a pas de point critique, car il n’y a pas de point conjugués. On note 7¢ le
sup des rayons tels que exp, est un difféo sur les disques de rayon r. On note que pour ry on a soit un
point conjugué, soit un segment géodésique fermé basé en s. Le premier cas est exclu par les champs de
Jacobi, le second par Gauss-Bonnet. Donc exp, est un difféomorphisme.

Théoréme (admis) Soit (5, g) une surface compacte. Pour tout élément 715, il existe une géodésique
fermée g telle que [g] = 7.

Idée de démonstration Minimiser la longueur des courbes dans ... Mais difficultés, donc le faire
parmi les courbes géodésiques par morceaux

Théoréme (admis) Soit (.5, g) une surface compacte a courbure négative. Pour tout élément 7S, il
existe une unique géodésique fermée g telle que [g] = 7.
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