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Chapitre 2

L’espace hyperbolique

Motivations

Aprés avoir bien compris la géométrie du plan hyperbolique, on va décrire
I’espace hyperbolique de dimension 3. Une partie de la description est presque
la méme que pour le plan hyperbolique, en particulier tout ce qui concerne les
différents modéles. Ceci se généralisera d’ailleurs sans aucun mal aux dimensions
supérieures.

Par contre, ’analyse du groupe des isométries est différente ; 14 ot apparais-
sait PSL(2,R) en dimension 2, on va voir apparaitre PSL(2,C) en dimension
3. L’une des maniéres de l'expliquer est en reférence a l'action de groupe des
isométries sur le bord a I'infini.

2.1 Les principaux modéles

L’espace de Minkowski de dimension 4 C’est le cadre “réel” de la relativité
restreinte.

Le modéle de I’hyperboloide

Meétrique, connexion, courbure Les définitions sont analogues a celle du
plan hyperbolique. L’opérateur de courbure est encore antisymétrique par rap-
port & (z,y) et & (z,t), et symétrique par rapport a I’échange de (z,y) et de
(z,t). Dans une base orthonormée (u,v,w), on a :

(Rypv,uy =—1,

<Ru,1)u7w> =0 )
les autres valeurs s’en déduisent.

Preuve Comme dans le plan hyperbolique.

Le groupe des isométries
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22 CHAPITRE 2. L’ESPACE HYPERBOLIQUE

Définition On note O(3,1) le groupe des isométries de R} qui préserve
Porigine, SO(3,1) le sous-groupe des éléments qui préservent ’orientation, et
04(3,1) le sous-groupe des éléments pour lesquels la premiére coordonnée de
Iimage de (1,0,0,0) est positive.

Propriété O, (3,1) agit transitivement sur les repéres orthonormés de H®.

Le modéle projectif La métrique d’écrit :

dr? n h,.
(I=r2)2 1—1r2

Le disque de Poincaré C’est maintenant une boule, on I'appelle encore “dis-
que’ par habitude... La métrique est :

4
m(dl‘z + dy2 + dZ2)

Le demi-espace de Poincaré

Définition 1l est obtenu & partir du disque de Poincaré, mais on n’a plus
d’interprétation complexe, on se contente de faire une inversion :
p: D3 — Ri
(0,0,1)—v
v~ wegonre — (0.0:1/2)

On vérifie que cette application est bien & valeurs dans R2 , car la coordonnée
suivant z de p(v) est nulle ssi ||v]| = 1, et on constate que I"image de 0 est bien
dans le bon demi-espace.

Champs de Jacobi Comme dans le cas du plan. On en déduit ’existence de
géodésiques asymptotiques, et on peut définir le bord a ’infini comme quotient.

Géodésiques asymptotiques Comme dans le cas du plan. On en déduit une
définition possible du bord & l’infini.

Le bord a linfini On peut le voir dans n’importe lequel des 3 modéles.

Propriété Les géodésiques de H> sont uniquement déterminées par leurs ex-
trémités, qui sont des points distincts dans Ouc H®.

2.2 Les isométries comme transformations pro-
jectives complexes

Définition CP! comme l'espace projectif sur C2.

Définition Une transformation projective complexe sur CP! est ’application
induite sur CP! par une application complexe linéaire inversible sur C2.
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NB On a une identification naturelle de CP' privé d’un point avec C, par
Papplication [z1, 23] — 21/z2. Dans C, les applications projectives complexes
agissent par :

az+b

cz+d’

Z =

avec a,b,c,d € C.
Lemme On peut identifier CP! avec S?, avec sa structure conforme usuelle.

Preuve Par définition, CP! := C2/C*, ou C* agit par multiplication sur les
deux facteurs. Or on peut identifier :

5% :={(21,22) € C* | |z1]* + |22]> = 1 A Iim(22) = 0} .

Or étant donné (z1,20) € C2, il existe un unique A € C* tel que Im(z2/)\) =
0 et que |z1/A| + |22/A] = 1, d’ou identification. Par construction c’est une
application complexe de CP; sur S? munie de sa structure complexe canonique.

Propriété Les transformation projectives complexes agissent sur S2 en pré-
servant la structure complexe et les cercles. Par contre, ca ne préserve pas du
tout la “taille” des cercles.

Preuve Par identification avec C avec un point a l'infini... L’identification
correspond & 'application stéréographique, quand on passe par [z1, 23] — 21/22.
Il suffit de montrer que l'image réciproque de {|z| = 1} est un cercle ou une
droite, or un calcul direct permet de 1’obtenir.

Exemple Les homothéties sont projectives conformes. De méme pour les in-
versions, i.e. z +— 1/z.

Lemme Une transformation complexe bijective de CP! dans lui-méme est
une transformation projective complexe.

Preuve En composant par une transformation projective complexe, on peut
se ramener a I’é¢tude d’une transformation complexe u qui fixe 0 et co. Posons :

1
o0& = Ty

alors v fixe encore 0 et oo et on a un développement :
v(2) = viz + V2% 4 - -

avec v; # 0 car v est bijective au voisinage de 0. Donc limg v(z)/z = vy, donc
limg zu(1/z) = 1/v1, donc limy, u(z)/z = 1/v1. Donc u(z)/z est une fonction
holomorphe bornée, donc elle est constante, et donc u(z) = az est une transfor-
mation projective complexe.

NB Attention les transformations conformes ne sont pas toujours complexes,
c’est vrai ssi elles préservent l'orientation. Sinon elles sont anti-holomorphes.
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Remarque On peut identifier le bord & 'infini de H? avec CP! = S? — dans
n’importe lequel des 3 modéles : projectif, disque de Poincaré, demi-espace de
Poincaré. En effet :
— le bord est muni, dans chacun des modéles, d’une structure conforme, et
ces structures conformes sont les mémes ;
— les isométries agissent en préservant cette structure conforme, c’est clair
en particulier dans les modéles de Poincaré.

Lemme Les action sur le bord & l’infini des isométries préservant ’orientation
sont exactement les transformations projectives complexes.

Preuve On sait que les actions & l'infini des isométries sont des transforma-
tions conformes, complexes si elles préservent 'orientation. Ce sont donc des
transformations projectives complexes. Réciproquement on vérifie directement,
en utilisant un modéle, que les transformations projectives complexes sont les
valeurs au bord des isométries de H3.

Propriété Uneisométrie hyperbolique est uniquement déterminée par 'image
de trois points & l'infini.

Preuve C’est une propriété des transformations projectives complexes, on
peut considérer 'image des points 0, 1, co. Pour le montrer, on remarque que si
on connait I'image de ces trois points — soit 0 = [0,1],1 = [1,1],00 = [1,0] —
par une matrice 2 X 2 de déterminant 1, on peut retrouver la matrice.

2.3 Plans géodésiques

Définition Dans le modéle de Poincaré, ce sont les intersections de H? avec
les plans de dimension 3 contenant 0.

Propriété Dans un plan géodésique P, deux points quelconques sont joints
par une unique géodésique qui reste dans P. Toute géodésique dont les extré-
mités sont dans un plan géodésique est elle-méme dans ce plan.

Preuve Par définition dans le modéle de Minkowski.

Propriété Dans le modéle projectif, les plans géodésiques sont les intersec-
tions de la boule avec les plans euclidiens.

Propriété Dans le modéle du disque de Poincaré (resp. du demi-espace), les
plans géodésiques sont les demi-sphéres orthogonales au bord (resp. les demi-
sphéres ou demi-plans orthogonaux au bord).

Propriété Chaque plan géodésique, muni de sa métrique induite, est isomé-
trique au plan hyperbolique.
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2.4 Fonctions de Busemann, horosphéres

Définition Fonctions de Buseman : définies comme dans le plan hyperbolique.

Définition Les horosphéres sont les surfaces de niveau des fonctions de Buse-
mann.

Propriété Dans le modéle du disque de Poincaré, ce sont les sphéres tangentes
au bord. Dans le demi-espace de Poincaré, ce sont les plans horizontaux et les
sphéres tangentes au bord.

Propriété chaque horosphére, munie de sa métrique induite, est isométrique
au plan euclidien.

Preuve Dans le demi-espace de Poincaré.



