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1. (a) Soit D = diag(d1, d2, . . . , dn) une matrice diagonale. Déterminer Dk pour
k ∈ N.
(b) Soient A, D, P ∈ Matn(K) avec D une matrice diagonale et P une matrice
inversible telle que on a A = P ·D · P−1. Déterminer Ak, k ∈ N.
(c) Soit

A =

(
3 −4
2 −3

)
En utilisant (a) et (b) déterminer une formule pour Ak (pour K = R).
(d) Soit

A =

(
1 1
2 −1

)
En utilisant (a) et (b) déterminer une formule pour Ak (pour K = R).
(e) Soit

A =

(
1 1
−2 −1

)
En utilisant (a) et (b) déterminer une formule pour Ak (pour K = C).

2. Les nombres de Fibonacci fi sont définies dans une manière recursive par f0 = 0,
f1 = 1 et

fn+1 = fn + fn−1, n ≥ 1.

Trouver une formule (non-recursive) pour fn comme une fonction de n. Suggestion:
Déterminer une matrice A ∈ Mat2(R), telle que on a(

fn+1

fn

)
= A ·

(
fn

fn−1

)
.

Utiliser les résultats dans 1.

3. Soit A la matrice 1 1 1
0 2 0
0 0 3

 .

1



Est-ce que la matrice A est diagonalisable? C. à. d., est-ce que on trouve une
matrice T inversible, telle que

T−1 · A · T = D ?

Si oui, donner les matrices D et T .

4. Soit A ∈ Mn(K) une matrice triangulaire

a11 a12 a13 · · · a1,n−1 a1n

0 a22 a23 · · · a2,n−1 a2n

0 0 a33 · · · a3,n−1 a3n
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · an−1,n−1 an−1,n

0 0 0 · · · 0 ann


(a) Quelles sont les valeur propres de A?

(b) Soient les aii, i = 1, 2 . . . , n deux à deux différentes. Montrer que A est diago-
nalisable.

5. Soit A ∈ M2(C). Montrer que A est semblable a une et une seule des matrices
suivantes:(

λ1 0
0 λ2

)
, λ1, λ2 ∈ C, λ1 6= λ2,

(
λ 0
0 λ

)
, λ ∈ C,

(
λ 1
0 λ

)
, λ ∈ C.

6. (a) Soit f : V → V , dim V < ∞, une application linéaire. Soit f diagonalisable.
Est-ce que fn, n ∈ N est aussi diagonalisable? Si qui, quelles sont les valeurs propres
et les vecteur propres?
(b) Soit f : V → V , dim V < ∞, une application linéaire qui est nilpotente (c.à.d.
il existe k ∈ N tel que fk = 0). Montrer que f admet comme seule valeur propre 0.
En déduire que si f est diagonalisable et nilpotente, alors f = 0.

7. Soient A ∈ Mn(K) une matrice, Eij pour i, j = 1, . . . , n les matrices élémentaires,
λ ∈ K, In le matrice d’unit.
(a) Comparer les résultats de 2 produits matricielles EijA et AEij.
(b) Démontrer A = λIn si et seulement si EijA = AEij, ∀i, j.
(c) Démontrer A = λIn si et seulement si BA = AB, ∀B ∈ Mn(K).
(d) Soit Eij la matrice élémentaire. Trouver deux matrices inversibles C, D telle que
on a Eij = C −D.
(e) Démontrer A = λIn si et seulement si BA = AB, ∀B ∈ Mn(K), B inversible.
(f) Démontrer que A est la seule matrice qui est semblable à A si est seulement si
A = λIn.


