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Géométrie et Algebre Linéaire

Feuille d’exercices 5

1. Soient V et W deux espaces vectoriels sur le corps K et L(V, W) I'ensemble des
applications linéaires f : V — W.
(a) Montrer que si on fait la definition

(f+9)@) = f(z)+g(z), (- N)@)=r-flx), [fgellV.W), rek

(L(V,W),+,-) est un espace vectoriel. (Pour L(V,K) on ecrit aussi V*).

(b) Soient dimV = n et dimV = m. Soient {vy,ve,...,v,} et {wy,we,..., wy}
deux bases correspondantes. Soit e; ; : V' — W l'application linéaire qui est donné
par la description

Wy, Sik:ja
i) =00 Gk

pouri=1,...net j=1,...m.
Pour quoi, ¢a donne une application linéaire?

,,,,,

(d) Montrer que dim L(V, W) = dim V - dim .

2. On donne les systemes d’équations linéaires suivants. Dans chaque cas répondre
aux questions suivantes. Est-ce qu’il existe une solution? Si oui, déterminer I’ensemble
de solutions. (En utilisant 1'algorithme de Gauss.)

(a)

r1 + X9 + XT3 =1
T + 210 + x3 + 14 = 1
r1 + 39 + 23 + 224 = 1

) + x4 = 0

(b)

I +  Z9 =1

2ZE1 + 31‘2 = 0

4$1 + 51’2 = 2



(c)

209 + 223 = 2

T + x3 = 0
) —I— T3 = 1
(d)
r 4+ 2y — 2z + 3w = 2
2 + 4y — 3z 4+ 4w = 5

or + 10y — 8z + 1llw = 12

3. Déterminer les valeurs de a pour lesquelles le systeme
r + y - z =1
r + 2y + az = 2
2 + ay + 2z = 3

(a) n’a pas de solution; (b) a une infinité de solutions; (c) a une solution unique.
(Il n’est pas necessaire de déterminer ’ensemble de solutions.)

4. Pour quelles valeurs de a, b, ¢ le systéme suivant admet-il au moins une solution?

r + 2y — 3z = a
3r + 8y — ldz =
2z + 4z =

5. Soit t € R un parametre réel. Déterminer I’ensemble de solutions L; du systeme
des équations linéaires

r + t-y + 3z = 0
—x 4+ (1—-t)-y — 2 = 1
v+ (1+t)-y + 44z = (t+2) ,

dépendante de la valeur de t. Pour préciser,

Li = {(z,y,2) € R®| (x,y, 2) est une solution du systéme avec le parametre  qui est fixé}.



6. Résoudre le systéme suivant dans R*:

T + QIQ — T3 -+ 3$’4 =0
Ty + 3$2 + x3 + 21’4 =
2.%1 + 5.2132 + x3 + 3.%4 =0
To + 391:3 — 333'4 =0
233’1 + 55132 + 533'4 =0
7. Donner les sous-espace vectoriels de R3
1 0
VZ( 0 ) 1 >7 Wt:(x,y,z>
0 0
avec t un parametre réel et les vecteurs
1 0 2
r=12], y=1\|1], z= 5)
3 2 2+t

(a) Déterminer dim W; dépendante de la valeur de ¢.
(b) Donner une base de W; qui est un sous-ensemble de {z,y, z}.
(c) Calculer la dimension et une base de U, :=V N W,.

8. (a) Pour quelles valeurs de « les vecteurs

v ="1,-1,0,2), v =%1,0,1,2), wv3="1,3,5,7), vs="0,23,0),
forment-ils une base de R*?
(b) Dans les cas ou la famille est liée, déterminer les relations linéaires qui lient ces
vecteurs. Quelle est la dimension de I'espace engendré?

(¢) Soit v = *(—2,k,1,3). Pour quelles valeurs de k le vecteur v € (v, va,v3,v4)7
Déterminer, dans ce cas, les composantes de v dans une base de (vq, va, vs, v4).
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