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Géométrie et Algebre Linéaire 2

Feuille d’exercices 1

1. Soit t un parametre réel. En utilisant 1'algorithme de Gauss (!) déterminer
’ensemble de solution L, (en fonction de la valeur t) du systéme d’équations linéaires

Ty + 21’2 + 3ZL’3 = 6
To + 3[L’3 = 2
ry + 3.132 + 6ZL'3 = t.

2. Soit b un parametre réel et f, : R® — R3 Papplication linéaire donné par

vi— fiy(v) = Ay - v, Ay =

S S =
S = O
_ s o

a) Déterminer le rang de la matrice A, (en fonction de la valeur b).
b) Pour quelle valeurs de b I’application f, est un isomorphisme.
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(c) Déterminer les dimensions du noyau ker f;, et de 'image im f,
(en fonction de la valeur b).
(
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d) Déterminer le noyau ker f, en donner une base de noyau
en fonction de la valeur b).

e) Déterminer 'image im f, en donner une base de l'image
en fonction de la valeur b).

3. Soit Ry la rotation par I'angle ¢ autour de 0 € R2.

(a) Vérifier Ry, 14, = Ry, 0 Ry, .

(b) Soit B := {e1, e2} la base standard de R?. Calculer Mp(Ry) € Maty(R).
(c) Vérifier directement

Mp(Ry,1¢,) = Mp(Ry, © Ry,) = Mp(Rg,) - Mp(Ry,).

4. Soient V un espace vectoriel de dimension n sur le corps K, B une base de V'

quelconque, et A € K. Soit ¢ : V — V, v — Av. Donner la matrice Mg(p,).
1



2

5. Dans R? sont donné la base standard B = {ey, €5, €3} et la base B’ = {1, f2, f3}
avec

1 1 1
fi=10], fo=(1], fz=]1
0 0 1

Calculer MB7B(’l'd), MB7B/(Z'd), MBlyB(’id) et MB/’B/(’id).

6. (a) Soient A une matrice de type m x n, P une matrice de type n X n qui est
inversible, et () une matrice de type m X m qui est inversible. Démontrer que

rg (A) =g (QA) = rg (AP) = rg (QAP).
(b) Soient A une matrice de type n x n et tr (A) la trace de la matrice A (la somme
des termes de la diagonale de A). Démontrer que tr (AB) = tr (BA).
(c) Soient A une matrice de type nxn, P une matrice de type nxn qui est inversible.

Démontrer que
tr (PTAP) = tr (A).

7. (a) Soient A, B deux matrices de type n X n. On dit que B est semblable a la
matrice A, sii il existe une matrice P de type n X n qui est inversible telle que on a
B = P7'AP. On note B ~ A. Démontrer que d’étre semblable (~) est une relation
d’équivalence.

(b) Soit CI(A) la classe d’équivalence de A. Démontrer que pour B et B’ € Cl(A)
on a nécessairement

rg (B) =rg (B'), tr (B) = tr (B).

Est-ce que ces conditions sont aussi suffisantes?

8. Est-ce que les couples des matrices suivantes sont semblable?
(a)

2 0 ot 3 0

0 3 0 2

2 0 ¢ 3 0

0 2 ¢ 0 3

2 0 ¢ 3 0

0 2 ¢ 0 1

(b)
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