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Géométrie et Algebre Linéaire 2
Feuille d’exercices 3

1. Soit A € M,,(K) une matrice triangulaire

ay; a2 aiz - a1n-1 Q1n

0 ax a3y --- a2 n—1 Q2n,

0 0 ass -+  azp A3n

0 O 0 cet an—l,n—l an—l,n

o o 0 -- 0 Qpn
(a) Quelles sont les valeur propres de A?
(b) Soient les a;;, i = 1,2...,n deux a deux différentes. Montrer que A est diago-
nalisable.

2. Soit A € My(C). Montrer que A est semblable a une et une seule des matrices
suivantes:

A0 A0 Al
(0 )\2>a )‘17)\2 ch )\1 7é)\27 (O )\)7 )\GC; (O )\), AE(C

3. (a) Soit f:V — V, dimV < oo, une application linéaire. Soit f diagonalisable.
Est-ce que f, n € N est aussi diagonalisable? Si oui, quelles sont les valeurs propres
et les vecteur propres?

(b) Soit f:V — V, dimV < oo, une application linéaire qui est nilpotente (c.a.d.
il existe £ € N tel que f* = 0). Montrer que f admet comme seule valeur propre 0.
En déduire que si f est diagonalisable et nilpotente, alors f = 0.

4. Soit C*(R) l'espace des fonctions réelles différentiables.
(a) Démontrer que la famille {exp(Az) | A € R} est libre.
(b) Démontrer que la famille {sin(Az) | A € R*"} est libre.

Suggestion: On cherche une application ¢ : C*°(R) — C*(R) telle que la fonction
exp(A\x) est un vecteur propre de 1 avec la valeur propre \.
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5. Soit ¢ : V' — V une application linéaire. Démontrer que les conditions suivantes
sont équivalentes:
(i) 0 est une valeur propre de ¢,

(i) ker & # {0},
(iii) ¢ n’est pas injective.
6. Soit f € K[X] un polynéme
f(X):iaiXi, a; € K.
i=0
Soit A € M, (K) une matrice carrée d’ordre n. On fait la définition (avec A = I,,)

f(A) = ZaiAi e M,(K).

(a) Soit P € M, (K) une matrice qui est inversible. Démontrer que
f(PAP™Y) = Pf(A)PL

(b) Soit A une matrice qui est diagonalisable, c.a.d. il existe une matrice P inversible
et D une matrice diagonale telle que D = P~*AP. Soit

A 0 0 - 0

0 X 0 --- 0

. . . . . s A €EK

0 0 0 An

Démontrer que
fO) 00 0
0 Ay) O - 0
pay—p. | O TR0 P,

0 0 0 FO)
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