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CHAPTER 1

Marches aléatoires

1.1. Marche aléatoire symétrique

Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et Bernoulli telle
que

P{X, =1} =P{X, =1} =

DN | =

On appelle marche aléatoire symétrique sur Z la suite (Sy,)n>0:

So=0
Sp=X1+...+Xn, n>1

Interprétation.  Un joueur joue a pile ou face (avec une piéce équilibré). Il
recoit 1 euro s’il obtient pile, et donne 1 euro & la banque s’il obtient face. Alors
S, est la fortune du joueur aprés le ni®™® coup.

On remarque que

+1 pour pile au ni®™e coup,
Xp =8, — Sy = pourp oo
—1 pour face au n'*™ coup.
Le vecteur (Sp, S1,...,Sn) prends des valeurs dans ZV+! telles que

50:0 et Si—Si,1€{:|:].}, izl,...,N.
Pour (sg,51,...,5n5) € ZN avec s =0 et s; —s;_1 € {£1},i=1,..., N, on trouve

]P{SO:SO, 51281,...7 SN:SN}

=P{X1 =51 —50, Xo=52—51,....,. XN =58 —snN-1}

Al 1
= HP{XZ = S§; — Si—l} = 27N

i=1

=1/2
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REMARQUE 1.1. Evidement, on a

E[S,| =E[Xi]+...+E[X,] =0, carE[X;]=...=E[X,]=0,
et
E[S7] = i E[X;X;]=n, car E[X;X;]= {

ij=1

1, i=j
E[X]E[X,] =0, i#).

Probléme. Le joueur se demande s’il peut améliorer son gain en arrétant de
jouer & un instant favorable.

NOTATION 1.2. Soit (S),),>0 une suite de variables aléatoires sur (9, </, P).
Pour n € N, on note

ﬂn = O'{S(),...,Sn}
la tribu engendrée par Sy, ...,S,. Alors:
A est réunion des événements de type

A
E'Q{’ﬂ<:>{{50250751:51,“-,5’”:8”}, s; € 7.

On a
{9, Q= Ch CAHhC...CH.
La tribu <7, s’appelle “tribu des événements disponible a l’instant n”.
DEFINITION 1.3. On appelle temps d’arrét une variable aléatoire
T:Q— NU{oo}

telle que
{I'=n}ew,, VneN.

REMARQUE 1.4. Pour un temps d’arrét 7" on a
VneN, {T=n}ed, < VneN, {T<n}ed,
PrREUVE. Il faut de montrer les deux directions.

“=7: Pour tout n € N, on a

n

{T <n}=|J{T =k} € o,
k=0

car {T =k} € o), C .

“<”: Pour tout n € N,
{T=n}={T<n}\{T<n-1} € 4,
car{T<nted et {T<n—-1} € 1 C ). O
PROPOSITION 1.5. Soient R et T deuz temps d’arrét. Alors
RAT =min(R,T) RVT =max(R,T), R+T
sont aussi des temps d’arrét.
PREUVE. 1. RAT est un temps d’arrét. En effet,
VneN, {RAT <n}={R<n}U{T <n}e,.
—_— ——

ety caly



1.1. MARCHE ALEATOIRE SYMETRIQUE 3

2. RV T temps d’arrét, car
VneN, {RVT <n}={R<n}n{T <n}e,.
—_—

S €y
3. R+T temps d’arrét, car
VneN, {R+T<n}=|J{R=knN{T=n—k} e, 0
k=0 _ ~~
c oy, Caly ey 1. CAp

LEMME 1.6. Pour tout n > 0 et tout A, € <, on a
E[X,1114,]=0.
PREUVE. Sans perte de généralité, on peut supposer que
A, ={So =80, S1 =51,...,5, = sn} £ O.
Alors
Ap={X1=3s1—50, Xo=82—51,...,Xn =8n — Sn—1}
={X;=21,..., X, =z},

ou x; = 8; — $;—1 € {£1}, et donc

1 1

En particulier,
EXpt114,] =P(4, N {Xp11 =1}) = P(4, N {X,1 = —1}) + 0 P(AS)

1 1
=-P(4,) - =P(4,) =0. O
SP(An) — 3 P(4,)
PROPOSITION 1.7. Soit N € N et soit T un temps d’arrét tel que T < N. On a

E[S7] = 0.

PREUVE. Par définition, on a (S7)(w) = Sp(,)(w) et

T N
Sr = ZX,, = ZXnn{ngT}.
n=1 n=1

Mais {T' 2 n} ={T < n—1}° € o,_; et donc

N
E[Sr] = Z E[X, 1{,<r}] =0, par Lemme 1.6. 0

n=1
REMARQUE 1.8. On a méme:
E[Sr] =0, V temps d’arrét T tel que E[T] < co.
PREUVE. D’abord on remarque que
E[T] < 00 = P{T < o0} = 1 = Sr bien définie.

[ee]
Comme St = 3 X, I,<ry, 0n a
n=1

St| < Xl Tgngmy =T,
|S7| nz:l|_l|{ }
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et de méme facon, |Stan| < T AN < T. Par convergence dominée,
E[ST] = lim E[ST/\N} =0.
N —00 e —r

=0

En effet,
(oo}
|E[S7] — E[Sran]| < E Z Xn 1{T/\N<n<T}]
n=1
<E[T-TAN]10, N— . 0

EXEMPLE 1.9. Pour a € Z, soit
T, =inf{n >0| S, =a} (inf@ = c0).

Alors T, est un temps d’arrét. En effet, pour a # 0 (sans restrictions), on a

{Sk:a}: U {Xlle,...,Xk:xk}Edk.
z1,...,c,€{£1}
r1+...frr=a

Donc, pour tout n € N,

{Tngn}=U{Sk:a}Esz{n.

k=1 ™
caty, C oty
En particulier,
Ton =T, AN

est un temps d’arrét pour tout N € N et on a

0= E[STa/\N] = ]E[STQ ]l{TagN}] + E[SN ]l{Ta>N}]
=aP{T, < N} +E[Sy 1{1,>n3}]-

PROPOSITION 1.10. Pour tout a # 0, on a E[T,] = oc.

PREUVE. Supposons que E[T,] < oo, alors P{T, < oo} =1, c.ad. T, < o©
presque stirement. Donc

0=E[St,] =a, car ST, =a,

ce qui donne une contradiction si a # 0. ]
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RESUME 1.11 (Marche aléatoire). Soit
5 {o, sin =0,
X1+ ...+ X, sin>1,
une marche aléatoire symétrique et
Ay, = 0{S0,51,...,} =c{X1,..., Xu}.

SiT:Q— N=NU{+oo} est un temps d’arrét, c.a.d. {T < n} € 4, pour tout n,
alors E[S7] = 0 si E[T] < co. En particular, si on note

T,=inf{n>0|S,=a} et Ton=T, AN =min(T,,N), a€Z,

alors on a E[St, ] = 0, mais E[T,] = co pour a # 0.

1.2. Stratégie de jeu et processus arrétés
DEFINITION 1.12 (Stratégie de jeu). Soit 8 = (8x)k>1 une suite prévisible de
variables bornées, c.a.d. By est <7,_1 mesurable pour tout &k > 1 au sens que
VbeR, {Br<b}eE 1.

On appelle (Bk)r>1 une stratégie de jeu; Bi représentant la somme misée au Jieme
coup. On pose

S =" BuXk =Y Be(Sk—Sk-1)i S =0
k=1 k=1

La variable S,(f ) correspond au gain aprés n coups.
PROPOSITION 1.13. Les suites suivantes satisfont les hypothéses d’une stra-
tégie:
(1) Br = Lyr>ky avec T est un temps d’arrét;
(2) (Doublement successif jusqu’au premier +1)

Br=2"""1rspy avee T:=inf{n >1|X,=+1}
(3) Brx = Sk—11yrky avec T un temps d’arrét.
PREUVE.
(1) Soit Bx = L{r>k}- Comme T' est un temps d’arrét, on a
(T>k ={T<k-1}°c i Yk

et puis
nAT

SP = "NrsmXe =D Xi = Surr.
k=1 k=1

On remarque que par définition, (Sua7)(w) = (Spar(w)) (W)
(2) Soit B = 28" Lypsyy et T = inf{n > 1] X, = 1}. Comme T est un temps
d’arrét, on a
{T'>k}edh1 Vk.

Evidement,

2k—1 g Xl(w):...:Xk_l(w):—l
0 sinon.

Bi=1 et Bk(w):{
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Par exemple, si T'(w) = n, alors

n—1 n—2
Spoa(w) ==Y 2" ==Y "2F = —(2"7' — 1), mais
k=1 k=0

Su() = Su 1 (@) B = —(2 1 — 1) F 2 =1,

N-1
Pour la premiére égalité on utilise que > 28 =2V — 1.
k=0

—_

oo o0 o0

SP(w), n=0,1,2,...

(3) Soit Bx = Sk—1 L{p>ky. On observe que Sy et Lpxy) sont @ _i-mesurable.
En plus, comme

Sl% = (Skfl + Xk;)Z = Sl%fl + 28,1 X + 1,
on a
1

Par conséquent, on obtient

n nAT
1 1
B8) — _ oo 2y _ 1o B
Sy = ;ﬂkxk = ; 5 (87— 58 = 1) = 5520 —nAT). 0

PROPOSITION 1.14. Pour toute stratégie de jeu (Br)k>1, on a
E[SP] =0, n>0.

PREUVE. On a

n

B[S =Y E[Bu Xy,

k=1
donc il suffit & démontrer que

E[8:Xi] =0, V&> 1.
Comme Sy est ,_1-mesurable et comme card(«;,_1) < 0o, on peut écrire

L
B :Zbiﬂ{,ﬁk:bi}7 avec by,...,by € R.

i=1
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Par conséquent, on obtient par Lemme 1.6,
¢
E[BeXe] =Y biE[X) i,-0,3] =0,
~—_——

i=1
=0
car {Br = b;} € 1.

COROLLAIRE 1.15.
(1) Soit Bx = Lypsky. Alors

0=E[S{] =E[Stan] n—o0 E[Sr], si E[T]< oo
(2) Soit By = 2+~ 1 Lir>ky. Alors

c.a.d.
E[S;nr] = E[n AT
et alors, quand n — oo,
E[S2] = E[T], si T est intégrable.
(égalité de Wald).

1.3. Premier temps de passage

Soit

_ {0, n=0
"X 4.+ X, n>1
avec (X,) 1id. et P{X, =1} =P{X, = -1} = 3.
LEMME 1.16. Pour tout a1 < as dans Z, on a
P{a; < S, <ax} =0, quandn — +oo.

PREUVE. On note
Un =Y Tix,=1}»
k=1

et donc
Sp=U, —(n-U,) =20, —n.

re-n=()() () -0

On remarque que

On a

n pair = S, pair,
n impair = §,, impair,
c.a.d.
Sp€{-n,—n+2,....,n—2,n}.

Pour £ =0,1,...,n on a:

P{S, =2k —n} = P{2U, —n =2k — n} = P{U, = k} = (">
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n\ < n <n+tl
(k)[>l(k_1)‘:’k[>] 5

P{S, =0} n pair
P{S, = £1} n impair.

Comine

on obtient
m?x]P’{Sn =/} = {
Par la formule de Stirling on a
n! ~ (ﬁ>n 27,
e
d’ou on obtient
_m o oy (2n\ 1T (2n)! 1

Donc, on a

az

P{ay < Sp <ag} = Y P{S, =k}
k:al

< (ag —ap + 1) P{Ss,, =0} - 0, n — oo,

avec m tel que n = 2m ou n = 2m — 1.

PREUVE DU LEMME 1.16 (avec le théoréme limite central). On utilise que

Sn — E[S4] _ S en 10 N(0,1), quand n — co.

Vi

Donc, pour n grand,

P{algsngaQ}}P{algsngaz}N a

et par conséquent,
P{a; < Sn, <az} — 0, quand n — occ.

ExeMPLE 1.17. Soient a,b € N avec —a < 0 < b et soit

Ty :=T_oANTp, ANN.

Sry =b
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Alors on a

0=E[Sry] =—aP{T_o <Tp et Ty < N} +b P{T, < T_, et T, < N}

= T’X‘r =: Ty
+E[SN Lir_, am,>N}] -
— )

Quand N — o0, on obtient

(1) r§ = A =P{T_, <Tp}

(2) rB = rB =P{T, < T_,}

3) 1) < (aVb)P{—a < Sy <b} = 0.

Par conséquent,
—ar +br® = 0.
D’autre part,

1— (g +rR)=P{T_o AT, > N} =P{—a < Sy <b} — 0, quand N — oo,

donc

et puis,
A_L B — a
a+b’ a+b

ProprosSITION 1.18. Pour —a <0< b, on a
E[T_o ATp] = ab.
Rappelons que E[T,] = +oco pour tout a # 0.

PREUVE. Pour Ty =T_, ATy AN on a:

E[Ty] = E[S%N] = ULQTJI?I + bQTJJ\gi +E [SJQV ]]'{T_a,/\Tb>N}]
—— —— ——
= E[T-o AT}) — a’rt = brB -0
avec
b
N =P{T <TyetT <N} =1 =P{T_,<T} = 5
a
rB—P{T, < T et Ty <N} =18 =P{T}, < T_,} = aib,
r 4B =1,
Par conséquent,
2b b2
E[T_o ATy] = a4 + 028 = 22 © _ gp, O
a+ba+bd

LEMME 1.19 (Le principe de réflexion de Désiré André). Soient A = (m,a) et
B = (n,b) deuz points du plan Z*. On suppose que 0 < m <n eta>1,b> 1.

Alors le nombre de chemins allant de A a B qui touchent ou traversent l’axe
horizontal est égal au nombre de chemins allant du point A a B’ = (n, —b).
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PREUVE. Soit
$:= (Sm, Sm41s---55n)
un chemin de A & B, c.a.d.

Sm=a, S8,=0, Spt1—sp€{xl}, k=m,...,n—1,

touchant ou traversant 1’axe horizontal.

—bi

Soit ng lindice le plus & gauche ou le chemin s atteint ’axe horizontal. Alors
8" = (Smy--s Sng » —Sngtls--+s—5n)
~—
=0

est un chemin de A & B’ et application s — s’ est une bijection envoyant la
premiére famille des chemins sur la seconde. (I

Notation. Pour n € N, on note M,, = min(Sp, S1,...,5).

COROLLAIRE 1.20 (Le principe de réflexion pour les marches aléatoires symé-
trique). Soit a >0 et b > —a. Alors:
P{M, < —a et S, =b} =P{S, = —2a — b}.
PREUVE. Par réflexion des chemins pour les temps > T, au niveau —a, on

obtient une bijection (principe de réflexion de D. André) entre
{M, < —a, S, =b} et {S,=—2a—b}.

—2a—b 1t —————————————————————;“—’.“
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PROPOSITION 1.21. Pour tout a > 0, on a
P{T_, < n} =P{S, €]-a,a]}.
PREUVE. En effet, on a
P{T_, < n} =P{M, < —a}

S P{M, < —a, Sp = b}

b=—o0

11

= f P{S,, =b} + Z P{S,, = —2a — b} (par Corollaire 1.20)

b=—00 b=—a+1

< —a}+P{S, < —a—-1}

=P{S, < —a} +P{S, >a+1} (par symétrie)
¢

- a,a]}.

COROLLAIRE 1.22. Pour tout a # 0, on a P{T, < oo} =1, mais E[T,] =

PREUVE. Sans restriction soit a > 0. Alors
P{T_, >N} =P{Sy€]-a,a} -0, N — oo
| —
LP{T_, = +o0}

Avec Exercise 1 du TD 7 (premier semestre) et Proposition 1.21 on obtient

E[Ta] = iP{Ta > k} = iP{T—a > k}
k=0 k=0
= ZP{Sk €l—a,a]}
k=0

> P{S) =0} = +oo,
k=0
car P{So; = 0} ~ \/%
COROLLAIRE 1.23. Pour Ty = inf{n > 0: S, =0} on a:
P{Ty =0} =0 et E[Tp] = +oo.
PREUVE. En fait,
P{Ty < 2n} = ]P’{TO on; Sp = +1} + IP’{TO on; ) = —1}

= §]P){T0 < 27’L|Sl +1} + P{TO 2n|81 }

= ST <21} 4SBTy < 20— 1)
=P{T_1 <2n -1},
et puis
P{Ty, > 2n} =P{T_1 > 2n — 1}
=P{Se,_1 €] —1,1]} (par Proposition 1.21)
=P{S2,—1 =1}
=P{Sy, =0} -0, n— oo.

Q.
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Interprétation. La marche aléatoire en dimension 1 est récurrente.

1.4. Loi discréte de P’arc-sinus pour la derniére visite

Considérons S,,, n =0,1,...,2N. On note
LQN:maX{()gngQN: Sn:O}

la “derniére visite en 0 avant 2N” (“dernier retour a l'origine”).

Loy

Interprétation Deux joueurs jouent a pile ou face 2N fois. Alors Loy est la
derniére fois qu’on a égalité entre les deux; aprés I'instant Loy un de les deux est

toujours avant 'autre.

Rappel On note Ty = inf{n > 0: S, = 0}. Pour tout n, on a
]P{T() > 2TL} = P{Sgn = 0}
Pour 0 < n < N on obtient
P{Lyn = 2n} =P{S2, =0, Soni2 #0,...,5%n #0}
= ]P){SZTH-Q 7é 07 ey SZn 7é O|SQTL = O}IP{SQH = 0}
=P{Ty > 2N — 2n} P{S3, = 0}
=P{Son—_2, = 0} P{S,5, =0}
(2N -2n 1 2n i
- N —n 22N72n n 22n
(2n> (2N—2n)

_\n N—n

- 922N

P{LQN = 271}

mmmmmmmmmﬂm

2N
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PROPOSITION 1.24 (Loi discréte de larc-sinus pour la derniére visite).
P{Lsy, = 2n} = P{Ss, = 0} P{Sy(n—n) = 0}
_GOCN)
- 92N
La loi de Loy est symétrique par rapport & N, c.a.d.
P{Lony =2n} = P{Lany = 2(N —n)}.
“Le gagnant prend la téte sans recours ou bien trés tot ou bien trés tard”.

REMARQUE 1.25. Pourquoi le nom arc-sinus? On a

P(S =0}~ —— et P(Sav_au =0}~ M
et donc
P{loy =2} m— 1y (ﬁ)
7y/n(N —-n) N AN
avec 1
o= t1—t)

D’oit on obtient pour 0 < x < 1,

p{l <ol o ¥ L)~ [ st Zanciny
0

ni§ ST

0 T 1

aire = 2 arcsin /z ~ P {52 < z}

Interprétation.  Si 'on fait un grand nombre de lancers & pile ou face, la
derniére fois que le nombre de “pile” et le nombre de “face” obtenus ont coincidé est
proche du début ou de la fin de la série. Par exemple,

2
P{L10000 < 100} ~ ; arcsin v 0.01 ~ 64%

2
P{L10000 < 1000} =~ - arcsin v0.1 ~ 20.5%,
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et par symétrie
P{ L1gg0o = 9900} ~ %arcsin V0.01 ~ 6.4%
P{ L1gooo = 9000} ~ %arcsin V0.1 ~ 20.5%.

REMARQUE 1.26. Notons

(o)
#{retours en 0 de S, } = Z 1(s,,=01-
k=1

Alors on a

E[#{retours en 0 de S, }| = E

Z ]1{5%—0}]
k=1

> El{s,=0)]
1

k

M

P{S,; = 0}.

ES
Il

1

Plus précisément,

T70:=0
71 :=1inf{k > 0: S, =0}

Tn = inf{k > 7,_1: Sk =0}

Alors on obtient pour I'espérance de

V= Z 1is,,=0} = Z Tyr, <oc}

neN neN

la formule

EV] = Pl <o}
neN

D’autre part on a

P{r, <oo}=P{m_1<o0 e H:X, 41+ - +X;_,+¢=0}
=P{r_1<oo}P{3: X, 1+ +X, _,+¢=0}
=P{m-1 < 00} P{m < o0}
=P{n <oo}"=1.

Par conséquent, on obtient que

P{S,, revient a lorigine infiniment souvent} = 1.
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1.4.1. Loi discréte de ’arc-sinus pour les temps de séjour. On s’interésse
a la variable aléatoire

Afy = #{1 <n <2N: max(S,-1,5,) >0},

“le temps total passé par la marche au-dessus de 0 pendant les 2N premiers pas”.

Un chemin est dit positif [resp. negatif] sur U'interval [n — 1,n] si S,,—1(w) > 0 ou
Sp(w) > 0 [resp. Sp—1(w) < 0 ou Sy (w) < 0]. On note

Aonon = {chemins de longueur 2N avec 2n trajets positifs }

(et 2(N — n) trajets négatifs)
Alors on a
P{Asn2n} =P{Ady =2n}, n=0,1,...,N.
THEOREME 1.1 (Loi de 'arc-sinus pour les temps de séjour).
Pourn=0,1,...,N, on a
(*) ]P){AQN = QTL} = P{Sgn = 0} ]P){SQNfgn = 0}

En particulier, pour tout 0 < a < <1

lim P{‘;i]fv € [a,ﬁ]} = % (arcsin /B — arcsin \/E> .

N—o0
PREUVE. On remarque que par symétrie
P{AJy = 2n} = P{A]y = 2N —2n}.
Soit n =0 oun = N:
P{Son =0} = P{Tp > 2N}

= P{Si=1,52>21,...,%y 21} +P{S; =—-1,5 < —1,...,5nN <
=2P{S; =1,8,>1,...,SN =1}

=2P{S; > 1,...,5nN > 1|S1 = 1}P{S; =1}

= P{Sy>1,...,%5y > 1|5 =1}

= P{S1>0,...,5nN_1 >0}

= P{S;>0,...,8nN_12=0,SnN >0}

= P{A}, =2N}

= P{4j, =0}.

Il reste & démontrer () pour tout n € {1,...,N — 1} et tout N > 1
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Oun proceéde avec récurrence par rapport ¢ N (le cas N =1 est déja fait).
Partition par rapport au premier retour & l’origine donne

N
P{A3, = 2n} = P(Asn.2n) = Z]P)(AQN_Qn N{Ty = 2r}).

r=1
On decompose

{Toy=2r}y={To =2r} T U{Ty =2r}~
par rapport au sign sur [0, 2r].
Alors

P (Aan2n) = g: P(AQN,% N{Ty = 2r}+> + f: IP(AQN,% N{Ty = 27’}_)

r=1 r=1

#0 seulement pour r<n #0 seulement pour r<N—n
N—n
P({To = 2r}") P (Aav—r) 20-n)) + D P ({To = 2r}7) P (Az(v—r).20)

I
M=

1

3

Il
Ea
3 =

P{TO = 2’/’} P (A2(N7r),2n)
1

DN =

I
N =
M=

P{To = 2r} P (Aa(N—r)2(n—r)) +

ﬁ
Il

r

1
N
Z P{Ty = 2r} P {Sa(n—r)=0} P {So(v—n)=0}

N =

=1
N—n
1 N .,
+ 3 Z P{To =2r}P {SQ(N_T_H):O} P{San—0} (par hypothése de récurrence)
r=1

1 n
= 5 ]P){SQN,QTL = 0} ZP{T@ = 2’/“} P{Sgn,QT = 0}

r=1
=P{S2,=0}
1 N—n
+ 5 P{S2n = 0} ; P{Ty = 2r} P{Son—2n—2r = 0}
=P{Sa2n—2,=0}
= P{Sgn = 0} HD{SQN,QTL = 0} . O

Interprétation On note
+

A

2N

Alors, pour N grand,

= “la fraction du temps passé du coté positif”.

AF 2
P 2N Cxb~ Zarcsiny/z, 0<z<1.
2N T

Par example, on obtient

Ajy
P <0.024 % ~0.1,
{3 <o)
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c.a.d.
PP{la marche passe au moins 97.6% de son temps du méme coté de l'origine }

Aln Asn
=P <0024 U 22N 5100241 ) 02
({5 <00 }u{2N 0021} ) ~o

De méme facon on obtient

P {au moins 85% de temps du méme cété} ~ 0.5
[99%] [0.13]






CHAPTER 2

Fonctions génératrices

Soit @ = (an)n>0 une suite de nombres réels. On appelle fonction génératrice
de la suite a = (an)n>0 la fonction

Gu(s) = i ans"
n=0

pour s € C tels que la série converge.

e Convergence. Il existe 0 < R < oo (rayon de convergence) tel que la série
converge absolument si |s| < R, et diverge si |s| > R.

e Différentiation. Sur |s| < R, G, peut étre différentiée terme & terme.
o Unicité. Sl existe r > 0 tel que G4(s) = Gp(s) pour s € [—r,r], alors a, = by,
pour tout n. De plus (formule de Cauchy),

al”
= = (0).

e Continuité (Abel). Si a, > 0 pour tout n, et G,(s) converge pour |s| < 1, alors

an

lim G,(s) = Z an,
n=0

R3sT1
que cette somme soit finie ou égale & +oo0.

DEFINITION 2.1. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N. On appelle
fonction génératrice de X la fonction

Gx(s) :=E[s*] = Z]P’{X =n}s", seC.
n=0
=pn

REMARQUE 2.2. Le rayon de convergence R de Gx est toujours > 1. En effet,
pour —1 <s<1,ona

Gx(s)| <E[Is|* ] <E[1] =1.
De plus,

R>st1

Gx(1-):= lim Gx(s)=) pn=1
n=0

REMARQUE 2.3. La fonction génératrice Gx (et méme sa restriction & l'inter-
valle [—1,1]) caractérise la loi de X. En effet,

(n)
P{X =n}= G;Li!(o).

19
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ExempPLE 2.4. (1) Soit X ~ B(1,p) (Bernoulli de paramétre p), c.a.d.
P{X=1}=1-P{X =0} =p.
Alors on a
Gx(s)=s"P{X =0} +s' P{X =1} = q +ps.

=1-p=¢q =p

(2) Soit X ~ B(n,p) (loi binomiale de paramétres n et p). Alors on a

n

GX(S) = ZP{X = k}sk = Z <Z>pk(1 _p)nfksk
k=0 k=0
=((1—=p)+ps)" =(qg+ps)".

(3) Soit X ~ P(N) (loi de Poisson de paramétre A > 0). Alors on a

00 %
6 = SR et = 52 M o)
n=0 n=0

(4) Soit X ~ G(p) (loi géométrique de parameétre p). Alors on a
Gx(s) =) P{X =n}s"=) pl—p"'s"
n=0 n=1
3 e
n=1

(oo}
ps
=psy ((1-p)s)" = ———
= 1—(1—-p)s
pour tout s tel que si (1 —p)|s| <1, ie. [s| < {15

REMARQUE 2.5. (Fonction génératrice et moments) Soit Gx la fonction généra-
trice d’une variable aléatoire X a valeurs dans N, c.a.d.

o0
Gx(s) =Y pas", sl <1,
n=0
avec p, = P{X =n}. Alors on a pour [s| < 1,

o0

G'x(s) = Z npps™ 1,
n=0
o0

G%(s) =Y n(n—1)pus"2,

n=0

o0

Ggﬁ)(s) = Zn ...~(n—€—|—1)pns”_z.

n=0
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En particulier, on obtient

Gfx(l—):inpn:E[X], si E[X] < oo,

G%x(1=) =Y n(n—1)p, =E[X(X - 1)], si E[X(X —1)]<o0,
n=0

Ggf)(l—):in.....(n—ml)pn=IE[X(X—1).....(X—£+1)],
n=0

SSEX(X-1)-...- (X =£+1)] < 0.
PROPOSITION 2.6. On a
E[X] = G (1-)
E[X?] = G% (1) + G (1-),
ot les membres de gauche sont finis si et seulement si les membres de droite sont
finis. En particuliers, si G (1—) < 0o et G'%x(1—) < o0, on a pour la variance:

var(X) = G% (1-) + G5 (1-) — G5 (1-)*.

EXEMPLE 2.7.
(1) Soit X ~P(A), A > 0. Alors on a
Gx(s) ="V secC.

Par conséquent, on obtient

Gy (s) =AM Gg?(s) = A1),
et d’ou

E[X]=Gx(1) = A,

EX(X —-1)-...- (X —£+1)] =\
En particulier, on a
E[X(X —1)] = E[X?] — E[X] = )2,

et donc
var(X) = E[X?] - E[X]* = \.
S~ Y~
=AZ4A =22
(2) Soit X ~G(p), 0 < p < 1. Alors on a
i 1
Gx(s) = P , sl <=, avecqg=1-p.
1—gs q
On trouve
r oy Pd—gs)+pgs _ p
X(s) - 2 - 29
(1—gs) (1—gs)
2
Chels) =

(1—gs)®
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Pour s = 1 il resulte

Glx(1) = E[X] =

G% (1) = E[X?] - E[X] = =.

Par conséquent, on obtient
2g 1 2g4+4p 2-—p
EX?) =S +-="5-="—5",
p p p p

et finalement,
2 — 1 1—
var(X) = E[x?] —E[X]* = 2 - — =L
p p p
PROPOSITION 2.8. Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes,
alors

Gx+y = GxGy.
PREUVE. En utilisant I'indépendance de X et Y, on a
Gxiy(s) =E[s* Y] =E[s*s"] = E[s*]|E[s"] = Gx(s) Gy(s). O

EXEMPLE 2.9. Soit
X=X1+...+ X,
avec (X;) ii.d. et P{X; =1} =1 —-P{X, = 0} = p. Alors
X ~ B(n,p),
et on obtient
Gx(s) =Gx,(s) ... - Gx,(s) =Gx,(s)" = (¢ +ps)", seC.

EXEMPLE 2.10. (Loi binomiale négative) Soit p € ]0,1[. On regarde un jeu de
pile ou face:
pile avec probabilité p,
face avec probabilitée 1 —p=gq.

On note Z, le nombre de jets nécessaires pour obtenir r fois pile, » > 1. En posant

X1 =7
Xo=12s— 2
Xr:Zr_ r—1

on obtient une suite (X;) i.i.d. telle que X; ~ G(p). En particulier,
S 1
= <o
L—gs q

Puisque Z, = X1 + ...+ X,, on trouve

GZT(S)GXI(S).....GXT(S)GXI(SV( = )
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Rappel Pour o € Ret |z| <1 on a

(1+z)* =I§ (Z)a:’f

ot les coefficients binomiaux C¥ = () sont définies par

() -

<a>_ ala—1)-... (a—k+1)

k k!

On note que

r—1
En effet,
<—r> _ (=r)(=r—=1)-...-(—r—k+1)
k k!
(r+k-=1)-...-(r+1r
= (1" !
B (r+k—-1)!
= o
— (") = ot

En termes de ce développement, on obtient

., 0o _r 0o .
(1 — qs) = Z ( k >(—qs)k = Z CT+]171qkSk
k=0

k=0
et
o0
Gz,(s) =Y Clp p'd"s™*".
k=0
D’ott on déduit que
o0
G(an) (S) = Z C:—;li—lquk n! Sr+k—n ]l{an—r}a
k=0
et donc
P{Z ) G(an)(o) 0 pour n < T
=N = =
' n! Ch-ip'q"™" pourn =t

(loi binémiale négative).

2.1. Théoréme de continuité

THEOREME 2.11 (Théoréme de continuité). Soit (X,,)n>1 une suite de variables
aléatoires a valeur dans N et X aussi une variable aléatoire a valeurs dans N. Les
deuz conditions sutvantes sont équivalentes:

(1) Pour tout k € N on a P{X,, =k} — P{X =k}, quand n — o0
(2) Pour tout s €10,1[ on a Gx, (s) — Gx(s), quand n — oo.
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PREUVE. (1) = (2): On sait que
P{X, =k} —P{X =k}, n— oo
———— ————
=:py =Dk

On fixe £ > 0. Choisissons N € N tel que
Z Dk <
k=N

et puis n suffisament grand tel que

=1 ™

|pgfpk|<i pour tout k£ =0,1,...,N — 1.

4N
Alors
o N-—1 N—-1 c %) c c
n __ n J—
Zpkflf Zpk <1- Zpk+1* Zpk+1<§'
k=N k=0 k=0 k=N

Donc, pour n suffisamment grand et pour s: |s| < 1, on obtient

|Gx, (s) = Gx(s)| <D Ik — pills]®
k=0

oo
<D Ipk —
k=0
N-1 e oo
<D IR —pel+ YR+ pe<e
k=0 k=N k=N
——
<e/4 <e/2 <e/4

(2) = (1): Pour 0 < s <1ona
Gx, (s) = Gx(s), n — oo,

c.a.d.
o0 o0
Zpﬁsk — Zpksk, n — oo.
k=0 k=0

D’abord nous démontrons que

Py — po, quand n — oo,
c.a.d.
P{X, =0} > P{X =0}, quand n — co.

En effet, on observe que G’ > 0 sur ]0,1[ et donc Gx, 1 sur |0,1[. Pour tout
0 < s <1 on obtient

P{X, =0} =p) =Gx (0) <Gx (s) = ﬁskg o+ sk = ”+i,
60 =0) = = G, (0) € () = ook <+ oo =i+ 2

et donc
s

1—s

GXH(S)— <]P){Xn:0}<GXn(S)
On déduit que

Gx(s) — % < liggioréfP{Xn =0} <limsupP{X, =0} < Gx(s)

- S n—00
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et puis, en passant & la limite s | 0,
ILm P{X, =0} = Gx(0) =P{X = 0}.

On procéde maintenant par récurrence. Supposons que py — pi pour k < r. Alors,
on a pour 0 < s <1,
—1 —1
Gx, (s) — 2221 pZSk n—oe  Gx(s)— 2221 pksk
T

—
s s”

)

c.a.d.
N
H"(s) := ZpZJrrsk ja Zp;HTSk =: H(s).
k>0 k>0
On peut donc répéter le raisonnement précédent pour obtenir:

n—oo

H"(0)=pr — H(0)=p,. O
EXEMPLE 2.12. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires telle que X, ~

B(n,pn) et
lim np, = A > 0.

n—oo

Alors
lim Gy, (s)= lim (1+ (s—1)p,)"
n—oo

n— oo
*1 n "
~ lim <1+(S>np>
n

n—oo
=57 DA = Gx(s)
pour une variable aléatoire X ~ P(\). Par le Théoréme de continuité, on a donc

VY

n—oo
P{X, =k} "= e o5

2.2. Théoréme limite (approximation poissonienne)

THEOREME 2.13 (Approximation poissonienne). Soit

(Xn,i)neN-, ieN*, 1<i<in
un “schéma en triangle” (i1 < is < i3 < ...) de variables aléatoires sur (2, o7, P)
tel que

(i) chaque X, ; suit une loi de Bernoulli:
pn,i = ]P’{Xn’l = ].} = 1 — ]P){Xn’l = 0},

(i) Xni1,Xn2,...,Xn, sont indépendantes pour tout n;
(iii) dl existe X > 0 tel que

Pni+ ...+ Dni, — A, quand n — 0o

et WAX Py ; — 0, quandn — oo.
n

1<
Alors pour Sy, = Xp 1+ ...+ Xn,i, et tout k >0 on a:

k

P{S, =k} — A

R quand n — oo
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PrEUVE. Il faut démontrer que Gg, (s) — e
effet, on a

) pour tout s € ]0,1[. En

Gx,.(s) = E[s*] = pas + (1

- pn,i),
et donc

s) = [[Gx..(s) = [[@nis + (1 = pni))-
i=1 i=1
D’ou on obtient

logGS ZIngnzs‘f‘ 1_pnz ZIOgl_pnl 8_1))
i=1

Utilisant le fait que par Taylor log(l — x)
x — 0, et comme 0(py (1 —
obtient

—z + 0(x)x avec §(z) — 0, quand
s)) < € pour n > n(e) uniformément en i et s, on

logGS an7, 1-s +ngn1

pn z(l - 5)

—A(1—s) in
<e(1—5) > pn,i > e(l—s)A
i=1
Ceci montre que

logGgs, (s) = A(s—1), n— oo,
et donc

Gg,(s) = 7V n oo, O
EXEMPLE 2.14 (Cas particulier). Soit p,; = p, tel que np, — A, et i, :=n
Alors S, ~ B(n, py), et on retrouve que

k
P{S, =k} — e*)‘%, n — oo.

PROPOSITION 2.15 (Somme aléatoire des variables aléatoires). Soit (Xp)n>1
une suite de wvariables aléatoires de méme loi, a valeurs dans N, et soit T une
variable aléatoire aussi a wvaleurs dans N. On suppose que toutes les variables
T X1, Xo,.. )

. sont indépendantes. On pose

n

Sy : ZXk (cad Sn( ZXk ,wEQ), et
k=1
T T(w
Sr:=Y_ Xip (cid Sr(w Zxk ), we Q).
T(w)
(On utilise la convention que Y, Xi(w) :=0 pour T(w) =0). Alors
k=1

GST = GTOle.
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PREUVE. Pour |s| <1 on a

GST Z]P{ST = k}s

i]P’{STfk T =n}

k=0 n=0

Mg

La famille
(Sk P{Sr =k, T = ”})(k,n)eNxN
est absolument sommable (uniformement en s): en effet
S IslFP{Sr =k, T=n} <> P{Sp=k T=n}=1
k,n k,n
Si on utilise en plus que P{St =k, T = n} = P{St = k}P{T = n}, on peut donc

calculer
Gy (s) = Z <Z sSPP{S, = k,T = n})

= Z (Z s*P{S, = ) P{T = n}
= Z Gs, (s)P{T =n}

= Z Gx, (s)"P{T =n}
=K [GXl (S)T} = GT(GX1 (S)) O

COROLLAIRE 2.16 (Identité de Wald). Supposons les mémes hypothéses que
dans la Proposition.
(1) Si E[X;] < o0 et E[T] < o0, alors E[St] < 0o et E[S7] = E[X1] E[T].
(2) Si Xy et T admettent un moment d’ordre deuz, il en est de méme pour S, et

' var(Sy) = var(X)E[T] + E[X1]? var(T).

PREUVE.
(1) On sait que
GST(S) = GT(GX1 (5))a |8| <L
Par differentiation on obtient
5.(s) = Gp(Gx,(s) - G%,(s), —1<s<Ll
Utilisant que Gx, (s) 1 1 quand s 1 1, on déduit que
ST( ) G/ ( ).Gl)(l(l_)'
N—_—— H/—/ N—_——
=E[ST] =E[T] =E[X1]
(2) Par differentiation de la relation G'y_(s) = G7-(Gx, (s)) - G'x, (s) une autre

fois, on obtient

§.(8) = G7(Gx,(5)) - G, (5)* + G (Gx, (5)) - G%, (5)*, s€] =111
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Pour s 1 1, on en déduit que
§,(1=) = G7(1-) - G, (1-)* + G (1-) - G, (1-)*.
Autrement dit, on a
E[Sr(Sr —1)] = E[T(T — 1)] E[X1]* + E[T]E[X1(X; — 1)].
Avec ceci, on obtient

var(St) = E[Sr(St — 1)] + E[S7] — E[Sr]?

= (E[T%] - E[T]) E[X1]* + E[T] (E[X}] — E[X1]) + E[X1]E[T] - E[X1]*E[T]*
= (E[XT] — E[X1]*) E[T] + E[X,]* (E[T?] - E[T]?)
= var(X1) E[T] + E[X;]? var(T). O

2.3. Processus de branchement: le processus de Galton-Watson

Le modéle de Galton-Watson a été introduit en 1873 dans une correspondance
entre Sir Francis Galton et Révérend Henry Williams Watson en vue d’étudier la
statistique des noms de famille dans I’Angleterre victorienne et en particulier &
I’extinction de ces noms. On a cherché une explication de la disparition progressive
des grands noms de l'aristocratie anglaise.

Hypotheses:

(1) Une population évolue par générations: on note Z,, le nombre d’individus de
la nl®me génération.

(2) Chaque membre de la ni®™® génération donne naissance & une “famille” des
descendantes males (éventuellement vide) de la generation suivante:

Zo =1
Zn+1:X{‘+1+...+Xg:1, n>0.

Les tailles X' de chaque famille forment des variables aléatoires indépendantes;
toutes de méme loi. On note

p=E[X]] et 02 = var(X}).

Par example,

0 Zo(w) =1

1 Z1(w) = X} (w) =2

2 Zr(w) = XF(w) + XF(w) =3+2=5

3 Z3(w) = X{ (W) + X3 (w) + X3 (w) + X (w) + X3 (w) = 6.
etc \2,0_« :4 :,2—/ \_;6_/ \‘:/3_1
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REMARQUE 2.17. Utilisant la notion
Gn(s):=Ggz, (s) et G(s):= GX’ZL<S),
on obtient
Gi(s) = G(s), et
Gn(s) = (Gp-10G)(s) =(Go...0G)(s), n=2.

~———
n-fois
En plus, on observe
E[Z,] = E[X}]E[Zyt] = ... = "
——
=n

et

var(Z,) = var(X7) E[Z, 1] + E[X]]var(Z,_1) = o?u" " + p? var(Z,_1).

—_—— ——  ——

=02 =pn—1 =u2

COROLLAIRE 2.18. On a

var(Z,) = {Z(Zj(in—l)u’ﬂl 52. u=1,
— = siop# 1.
PREUVE. 1. Soit u = 1. Alors on trouve
var(Z,) = 0% +var(Z,_1) = ... = no’ 4 var(Z) .
——

=0
2. Soit maintenant p # 1. On procéde par récurrence.
n=0: var(Zy) =0.
n—1—mn:
var(Z,) = o* "t + p?var(Z, 1)

O.2<Mn—1 _ 1)un

:UQMn—l +
w—1
_ 02 M” _ Mn—l +M2n—1 _ un
w—1
_ ot —Dpnt

w—1

Probléme. On remarque que

{Z,=0}1 U{Zn:O}:{Zn:OpourunnEN*}

n=1

= { lim Z, = O} ={Z, — 0} “extinction”.

n—o0
On a donc

P{Z,=0}1P{Z, — 0}.
Question : Comment calculer la probabilité

n :=P{Z, — 0} = P{“extinction”}?

29
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THEOREME 2.1. Soit u =E[Z;1] < 00 et 0 < 02 = var(Z;) < oo.
(1) La probabilité d’extinction
n=P{3n e N: Zn:O}:P{Jer;oano}
est donnée par la plus petite racine positive de l’équation
s =G(s).
(2) En plus, on a
p<l=n=1
p>1=n<l.
PREUVE. (1) On remarque que la suite
1 = P{Z, = 0}
est croissante et bornée par 1. Donc 7, est une suite convergente. De plus,
M TP (Un{Zn = 0}) = 1.
Puisque G est continue, on obtient

M = Gn(0) = G(Gy-1(0)) = G(Nn-1) -

— ——

- — G(n)
Par conséquent, 7 est une racine positive de ’équation s = G(s).

(2) If faut démontrer que 7 est la plus petite racine positive de I’équation
s =G(s).

Supposons que « soit une autre racine positive de s = G(s). Il faut montrer que
1 < «. En effet, comme

G'(s) =E[Z1s7] =Y k" '"P{Z1 =k} >0, sis>0,
k>1
on note que G|[0, 1] est une fonction croissante. Donc on a
m=G0) <G(a) =«
n2 = G(m) < Gla) =a

etc
Par récurrence, on obtient
e < a  pour tout n,

et donc
n< o
Autrement dit, 7 est bien la plus petite racine positive de 1’équation s = G(s).
(3) On remarque en plus que la fonction G est convexe sur [0, 1]:

G"(s) =E[Z1(Z1 — 1)s77?]

= k(k—1)s""P{Zy =k} >0, sis>0.
k>2
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Si p > 1, la fonction G est méme strictement convexe, car
P{Z, > 2} > 0.

(En effet, supposons que P{Z; > 2} = 0, alors P{Z; = 1} =1 car E[Z1] > 1, et
donc 02 = var(Z;) = 0). De plus on a

Gl)=1 et G'(1-)=p.
Les deux courbes y = G(s) et y=s ont généralement deux points d’intersection:
n et 1.
Rappellons que G(0) =P{Z; = 0}.

< 1 (“subcritical”) w =1 (“critical”) > 1 (“supercritical”)

: G'(1-) = pu < 1; les deux points d’intersection 7 et 1 coincident;
p=1]: G est strictement convexe et G'(1—) = 1, donc G(s) > s pour 0 < s < 1,
et n=1;

p>1l:ona0<n<1,etn=0sietseulement si P{Z; =0} = 0. O

EXEMPLE 2.19. (Probabilité de survie des familles nobles) Le nom de famille
est transmis & tout les enfants males par leur pére; le nombre de fils d’une famille
est une variable aléatoire & valeurs dans N. On pose

p=P(Zi =0 =P{X{ =1}, (=012, .

Supposons que

1 3 3 1
poig, P1:§7 P2:§, P3*§-
Alors
E[ZI]_E[X}]zo.é+1%+2%+3%
12 3
B
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et

G(s) = E[Szl} = po + p18 + pas® + p3s°
1 3 3, 1,

_— — 72 p—
=3 tgitgt tgv

Donc, on obtient:
s point fixe de G < s = G(s)
L3

<:>8_}+§8+§82+78
8 8 '8 8

= 1-55+3s2+5°=0
= (s—1)(s*+4s5—1) =0.
Trivialement, s = 1 est a point fixe; les deux autres solutions sont s = —2 + /5.
Par conséquent,
n=-2+5.
Conclusion. On trouve
P{“extinction du nom de famille”} = —2 + /5 ~ 0.27



CHAPTER 3

Fonctions génératrices des moments et le théoréme
de Cramér

3.1. Propriétés des fonctions génératrices des moments

DEFINITION 3.1. La fonction génératrice des moments d’une variable aléatoire
réelle X est la fonction

Mx:R —10,00], Mx(t)=E["X].
On remarque que pour une variable aléatoire X & valeurs dans N, on a
Mx (t) = Gx(e).
En effet, pour tout ¢ tel que e’ < rayon de convergence de Gx, on a
Gx(e') =E[(e")*] = E[e"] = Mx(t).
REMARQUE 3.2 (Propriétés élémentaires).

(i) On a toujours Mx(0) = 1.
(ii) Si X est bornée, alors Mx est définie et continue sur R.
(iii) Silaloi de X est symétrique (c.a.d. si X et —X ont méme loi), alors Mx est
une fonction paire.
(iv) Pour tout a,b € R,

M,xp(t) = " Mx (at).
PROPOSITION 3.3. Supposons qu’il existe tg > 0 tel que
Mx(t) < oo pour tout t € | — to,tol.
(1) Alors E[|X|"] < oo pour tout n € N.

(2) Ona
o0 tn
Mx(t) = ZE[X”] o t] < to.
n=0

En particulier,
My(0) = E[X™).
PREUVE.
(1) Utilisant que pour 0 < t < tg,
n!

|
n.
7et|z|<7(6tz+€7tz)7 7121

|x|n < tn = tn

on a
|
E[IX]"] < & (Mx(t) + Mx(-1)), 0<t<to.

33



34 3. FONCTIONS GENERATRICES DES MOMENTS ET LE THEOREME DE CRAMER

(2) On observe que pour |t| < to:

N N oo
n 8" (EX)" | Nooo x)" tX
> ElX ]n!:E[Zn!] =3 E[Z | =E[e].
n=0 n=0 n=0
Pour la convergence on utilise la convergence dominée:
Z \tX'|n _ oltX] X | X 0
neN ’I’L.

PROPOSITION 3.4. Soient X et Y deuzx variables aléatoires indépendantes.
Alors

Mx 4y (£) = Mx (t) My ().
PREUVE. On a
E[e'X )] = E[e"*e™] = E[e'*] E[e"]. O

REMARQUE 3.5. Si X est une variable aléatoire continue avec densité fx, alors

Mx(t) = E[e¥] = /00 e fx(x) dz
La fonction -
Lx(t) := Mx(-t) :/ e " fx(z) dx

s’appelle transformée de Laplace de fx.

Résultat d’analyse. La fonction fx est uniquement déterminée par sa transformée
de Laplace Lx. Plus généralement, on peut démontrer la proposition suivante.

PROPOSITION 3.6 (Théoréme d’unicité). Soit to > 0. Soient X et Y deux
variables aléatoires telles que

MX(t) = My(t) < 00, |t| < tg.
Alors X et'Y ont la méme loi.

EXEMPLE 3.7. a) Soit X une variable normale N (0, 1). Alors

fx(z) = \/12767752/2

et on obtient
1 ° 2
Mx(t) = E[e"¥ :—/ e /2 g,
x(t) =Bl = o [

Utilisant que

2 1 5 t2
on déduit
Mx(t)=e 2/zi/m e~ (@=D*/2 gy
27 J_ o
o0

=1
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b) Dans le cas général d’une variable X normale N (u,0?), on peut écrire
X =0G+ p avec G une variable N(0,1).
D’ott on déduit
Mx(t) = eter” L eR.
COROLLAIRE 3.8. Pour une variable X qui suit la loi N(u,0?) on a
My (t) = (u+ ot) Mx(t), et
M(t) = (o7 + (i + 00)%) M (1),
en particulier
My (0) = p = E[X]
My (0) = o + p* = E[X?].
D’on on retrouve bien la variance d’une variable aléatoire suivant la loi N(p,02):
var(X) = E[X?] - E[X]? = 0% + 1% — p* = o°.
3.2. Inégalités de Chernoff
DEFINITION 3.9. Soit X une variable aléatoire réelle telle que
Mx(t) = E[e™] < 0o pour tout t € R.
On appelle transformée de Cramér de X la fonction

sup (at —log MX(t)), a>0,
I: R~ (0,00, Ix(a)= ;121; (at —log Mx(t)), a<0.
<0
On appelle Ax(t) := log Mx(t) la transformée log-Laplace de X.
THEOREME 3.1. (Inégalités de Chernoff) Soit X une variable aléatoire telle que
Mx(t) <oo pourteR.

Alors on a, pour tout a > 0,
P{X
P{X
PRrREUVE. Fixons a > 0. Soit ¢t > 0. Alors
et(Xfa)

a} < e Ix(@)
—a} < e~ Ix(=a),

VAN

z Lixsa)

et donc
E[e!X~9] > P{X > a}.

Utilisant que
E[e!X 9] = e E[e!X] = e~ (@ Ax®)  ayec Ax(t) = log Mx (1),
on obtient
P{X >a} < e (@t~ Ax ()

et donc

P{X > a} <exp (— sup (at — AX(t))> — o Ix(a)

>0
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Soit maintenant ¢ < 0. De la maniére analogue, on obtient
P{X < —a} = E[l{x<_qy] < E["¥T] = elothx () = o= (mat=Ax(t)
et d’ol

P{X < —a} <exp (—sup(—at—Ax(t))) = e Ix(-a), O
t<0

PROPOSITION 3.10. Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. de
méme loi que X et supposons que

Mx(t) < oo pour toutt € R.

Notons
et

- n Xi+...+ X,
X::S _ 1+...+

n n
la moyenne empirique. Alors on a
Ig(a) =nlIx(a), a€R

PREUVE. On a

On obtient

t
s =i ()

Ix(a) =sup <at —nAx (t)>
t>0 n
=n sup (at —Ax <t>>
t>0 n n

=nlx(a).

Pour a < 0, on a la méme relation avec la méme démonstration. Il

et puis pour a > 0,

COROLLAIRE 3.11 (Théoréme de Cramér, 1938). Sous les conditions de Propo-
sitton 3.10 on a, avec [ = Ix,,

]}D{S" >a } < e—ni(a)

n

IP’{Sn < a} e M=)

n

pour tout a = 0.
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LemME 3.12. Considérons la fonction
p: t — ta —log B[] = ta — log Mx (t).
On a les propriétés suivantes:
W00
) ) =~ 3 = BT
(3) La fonction p est concave,
d ( Mk(t)) _ (MS’( ) My )2>

0=\ i Mx(t)  Mx(0)?
_ (EX2eX] (E[XeX]N
__<EWN _<M@W>><O

>0

; en particulier, p'(0) = a — E[X].

o~

En effet, par Cauchy-Schwarz
(E[XeX])? = (B[eX/2 - XeX/2])? < Bl E[X2e!X].
EXEMPLE 3.13. Soit a > E[X]. Alors p(0) =0, p’(0) > 0 et p est concave.

DEFINITION 3.14. Soit X une variable aléatoire réelle telle que
Mx(t) = E[e"*] < 0o pour tout ¢ € R.
On pose
Ax(t) =log(Mx(t)) (transformée log-Laplace)
et

Ix(z) = sup (tz — Ax(t)), z€R (transformée de Legendre de Ax).
COROLLAIRE 3.15 (Théoréme de Cramér-Chernoff). Soit (X,,)n>1 une suite de
variables aléatoires i.i.d. telle que Mx, (t) < oo pour tout t € R. On note
p=E[X)], I=1Ix, e A=Ax,.
Soit S,, = X1+ ...+ X,,. Alors on a
(i) ]P’{b;:b > x} <e @ pour tout z € (i, 00[;

Sh 7
(ii) IF’{ < x} < e ™M@ pour tout x € |—oo, ).
n

PREUVE. Sans restrictions, on peut se ramener au cas g = 0, sinon on passe
de X,, & X := X,, — E[X,] = X,, — . En effet, si par example x > p, alors avec
Sr=X{+...+ X},

Sn Sn S ! —nlxx(z—
P{)x}zﬂ”{—u)x—ﬂ}zﬂ”{"}x—u} <e Ly ”),

n n

n
mais
le* (z — p) = sup (tz — tp — log(E[e*e'*1]))
teR

=sup (to —tp+tp — A(t))
teR

= I(z).
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Donc soit maintenant = € [u, 00| et sans restrictions g = 0. Par le Théoréme de

Cramér, on a
IP’{S" > a:} Le M@
n

ot I(x) = sup,>q(tr — Ax,(t)), car x > 0. La fonction
p:t—tx —log(Ax, (t))
a les propriétés
p(0) =0
PO)=2z—p=220
p est concave,
d’ott on déduit

I(@) = sup p(t) = sup p(t) = ().

De méme fagon, on montre (ii). O

COROLLAIRE 3.16 (Loi forte des grands nombres). Soit (X,,)n>1 une suite de
variables aléatoires i.i.d. telles que Mx, (t) < oo pour tout t € R. Alors

n Xit+...+X,
Sn _ At An — E[X4] p.s.
n n

PREUVE. Sans restrictions E[X;] = 0. De grandes déviations & la loi des grands
nombres: Pour tout € > 0, on a

o |5

Puisque 1(¢) et I(—¢) sont strictement, positifs, on déduit

> 6} <e O 4 emnil=e),

n

00 Sn
Z IP’{ —| = 6} < oo (convergence rapide en probabilité).
n
n=1
Avec le Lemme de Borel-Cantelli on obtient la conclusion:

(3.1) S —0 ps. O
n



CHAPTER 4

Vecteurs gaussiens

Un wvecteur aléatoire & n dimensions est une variable aléatoire X & valeurs
dans R™. On ecrit

X =(X1,...,Xn).
On fait 'hypothése que

[E[X?) <00 Vi=1,....n]

Alors on a E|X;X;| < oo pour tout ¢, j.

4.1. Matrices de variance-covariance

La matrice
var(X) = (cov(Xi, Xj))1<ij<n

s’appelle matrice de variance-covariance de X.

On a
var(X) = E[(X — E[X])!(X — E[X])] = E[X'X] — E[X]'E[X]
E[X] = (E[X4],...E[X,)]).

REMARQUE 4.1 (Transformation linéaire). Soit A € Matr(m x n;RR) et b € R™.
Alors le vecteur aléatoire & m dimensions

Y=AX+5b
a pour espérance
E[Y] = AE[X]+b
et pour matrice de variance-covariance
var(Y) = Avar(X)A".
En effet,

var(Y');; = cov(Y;, Y;) = cov (Z Ak Xk, ZAjeXe>
k 4
= Z Aik COV()(]€7 Xg)Aéj
P
= (Avar(X)A")

ij’

39
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REMARQUE 4.2. Soient X et Y deux vecteurs aléatoires & valeurs dans R™
et R™ respectivement,
X=X,....,X,) et Y=(Y1,...,Y).
On définit la matrice de covariance comme

cov(X,Y) = (cov(X;,Y;)) 1<i<n € Matr(n x m;R).

1<jsm

REMARQUE 4.3. Si Z = (X4,..., X, Y1,...,Y,),on a

n < var(X) cov(X,Y)
cov(V,X)  var(Y)
)

On remarque que cov(Y, X) = cov(X,Y

var(Z) =

m

> € Matr((n +m) x (n+m);R).

t

DEFINITION 4.4 (vecteur gaussien). Un vecteur aléatoire X = (Xy,...,X,)
de R™ est dit gaussien si pour tout a = (aq,...,a,) € R", la variable aléatoire

<&, X> = i aiXi
i=1

est une variable réelle gaussienne.

REMARQUE 4.5. Si X = (X3, ..., X,,) est gaussien a valeurs dans R", alors pour
tout 1 <p < n et tout (iy,...,4,) € {1,...,n}?, le vecteur aléatoire (X;,,...,X;,)
est gaussien.

DEFINITION 4.6. Soit X = (Xi,...,X,) un vecteur aléatoire. On appelle
fonction génératrice des moments de X la fonction

Mx/(a) :==E[e/*¥)], aeR™
REMARQUE 4.7. Soit My la fonction génératrice des moments d’un vecteur
aléatoire X. Si Mx < oo, alors Mx caractérise la loi de X. En plus,
(X1,...,X,) indépendent <= Mx(a) = Mx,(a1) ... - Mx, (a,) VaeR™

PROPOSITION 4.8. Soit X = (X1,...,X,) un vecteur gaussien avec j = E[X]
la moyenne et C = var(X) la matrice de variance-covariance. Alors

Mx (a) = elomtszla.Ca) g c Rr
PREUVE. On utilise que
(a,X) ~ N({(a,p), (a,Ca)).
Alors, pour t € R on a

Mx (ta) = E[ef*X)] = Mo x)(t) = exp ((a, )t + %(a, Ca)tQ).

Il suffit de prendre ¢ = 1. ([l
COROLLAIRE 4.9. Deux vecteurs gaussiens
X=0X1,...,X,) e Y=(Y,....,Y,)
ont méme loi si et seulement si ils ont méme vecteur moyenne et méme matrice
de covariance, c.d.d. si et seulement si E[X;] = E[Y;] et cov(X;, X;) = cov(Y;,Y;)

pour tout i, j. En d’autres termes, la loi d’un vecteur gaussien est caracterisée par
w=E[X] et C = var(X).
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PROPOSITION 4.10 (vecteurs gaussiens et indépendance). Soit X = (X1,...,X,)
un vecteur gaussien. Ses composantes X1,..., X, sont indépendantes si et seule-
ment si X1,...,X, sont non-correlées, c.a.d. si et seulement si la matrice de co-
variance var(X) est diagonale.

PREUVE. Soit = E[X] et C = var(X). Si var(X) est diagonale, alors
(a,Ca) = ZCMG? = Zvar(Xi)a?.

Par conséquent,
Mx (a) = el@m)t3a.Ca)

> ai]E[Xi]—i-% > a? var(X;)
e i k3

eai]E[Xi]—i-%a? var(X;)

I

@
Il
—

Mxi(ai) = MXl(al) . MX (an)

n

|

@
Il
-

Donc (X,...,X,) est indépendant. O

PROPOSITION 4.11 (existence d’un vecteur gaussien). Soient y € R™ et C €
Matr(n x n; R). Alors, il existe un espace de probabilité (0, o7, P) et un vecteur
gaussien défini sur (Q, o/, P) de vecteur moyenne p et de matrice de variance-
covariance C si et seulement si C' est symétrique positive.

PREUVE. ”=" Soit X = (X3,...,X,,) gaussien et C' = var(X). Alors C;; =
cov(X;, X;) = cov(X;,X;) = Cj; et (a,Ca) =var({a,X)) > 0 Va € R™.
7<= Soit C' € Matr(n x n;R) symétrique. Alors:
C positive < 34 € Matr(n x n; R) telle que C = A - A
< {(a,Ca) >0, VaeR"

Soient X1,...,X, indépendantes telles que X; ~ N(0,1) pour ¢ = 1,...,n. Con-
sidérons X = (Xy,...X,,). Alors

E[X] = (E[X1],...,E[X,]) =0

et
1 0 0
0 1 0
var(X) =1, = :
0 0 1
Donc,
Y =A-X+upu

a pour espérance
EY]=A-E[X]|+p=p

=0
et pour matrice variance-covariance

var(Y) = Avar(X)A' = A- A" = C. O
——

=1,
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NOTATION 4.12. Pour une matrice C € Matr(n X n; R) symétrique positive et
un vecteur x4 € R™ on note

— N(u,C) la loi gaussienne sur R™ de moyenne p et de matriz de variance-
covariance C;
— N(0,1,) la loi gaussienne standard sur R™.

4.2. Vecteur gaussien et densité

Soit X = (X1,...,X,) un vecteur aléatoire & n dimensions. La loi de X est
dite absolument continue, si’l existe une densité fx: R™ — R mesurable telle que

E[L(X)] = / h(a) fx (x) do

RTL
o0 oo
= / hzy,...,zn) fx(z1,...,2y) day ... day
— 00 — 00
pour toute fonction h: R™ — R, mesurable.

Par exemple, pour
h = ]l]foo,al] X ... X ﬂ]foo,anb

on obtient

E[h(X)] :/al / Fx (@1, 2y) day ... day,
= ]P’{;l < a:‘.”' S Xn < ant
Dans ce cas E[h(X)] est la fonction de répartition de X:
Fx(a)=P{X; <ai,...,X, <an}, a=(ay,...,a,) € R™
PROPOSITION 4.13. Soit X = (X1,...,X,) gaussien de moyenne u et de ma-

trice variance-covariance C. Alors:

(1) La loi de X est absolument continue si et seulement si C = var(X) inversible.
(2) Si C est inversible, alors X admet pour densité la fonction

_ 1 N O Al T Sl G O) R
150 = e e ( ST e

PREUVE. Si la matrice C est symétrique positive, alors il existe une matrice
A € Matr(n x n;R) telle que

C=A A"

Soit Z = (Z1,...,Zy) ~ N(0,1,). Alors X a méme loi que AZ + u. Les Zy,...,Z,
sont des variables aléatoires réelles i.i.d. de loi N(0,1). Donc Z = (Z1,...,2Z,) a
pour densité la fonction

Lotz 1 ez cpm

L V3 CHRE

Considérons maintenant la fonction

—-

fz:R" SRy, fa(x) =

3

g:R* > R" 2z~ Az+ .
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e Supposons que C soit inversible, alors A est aussi inversible, car
0 # det C' = (det A).
Donc g: R™ — R™ est une bijection, C*°, de matrice Jacobienne
Ty(z) = A
Donc,
E[h(X)] = E[h o g(2)]

— [ hlg(a)fota)da
1
— -1 I
= [ ho) 2l @) g
car Jy-1(z)| = |det A~'| = |det A|~. Donc, la fonction

F(@) = Lo~ @) g @ € R

est une densité pour X. On trouve

)= (( 14—

1 (x —p,C 1(w—u)>>
(277)”/2 \/detC

car

AT @ — ) * = (A7 @ — ), A7 (@ — )
(@ = p), (AT A (@ — )
(@ —p), (A AY "z — p)
= ((z = p), C™ Nz — p)).

e Supposons C non inversible, alors A n’est pas inversible et

det A = Vdet C = 0.

{
{
=

Par conséquent,
H:=gR")Y=ImA+pu
est un sous-espace affin de R” de dimension dim H = rang A < n. En particulier,

measure de Lebesgue de H = \,(H) = 0.

Avec I’hypothése que la loi de X soit absolument continue de densité fx, on obtient
une contradiction:

1=P{AZ+pc H} =P{X c H}

- /]lH(a:)fX(x) da

R”

/fX =0.

Donc, la loi de X n’est pas absolument continue. [
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NoTATION 4.14. Tout vecteur gaussien dont la matrice de variance-covariance
n’est pas inversible est dit dégénéré. Laloi d’un tel vecteur est appelée loi gaussienne
dégénérée.

DEFINITION 4.15 (fonction caractéristique). Soit X un vecteur aléatoire de R™.
On appelle fonction caractéristigue de X la fonction

px: R™ = C,
ox(a) == E[e"*X)] = E[cos(a, X)] + iE[sin(a, X)].
On note que
ox(a) = pax)1), acR™
EXEMPLE 4.16. Soit X ~ N(u,C), c.a.d. pour tout a € R™,
(a, X) ~ N((a, p), (@, Ca)).
Alors
ox(a) = p@,x)(1) = el —5(a,Ca) o gm

REMARQUE 4.17 (Convergence en loi; voir cours de Probabilité et Statistiques 2).
Soit (X™),,>1 une suite de variables aléatoires & valeurs dans R™ et soit X une vari-
able aléatoire continue a valeurs dans R™. On note

FX"(G’) = P{X{L < ag, ... 7X7T:L < am}
la fonction de répartition de X™, et F'x la fonction de répartition de X.

Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) ¢xn(a) = wx(a) pour tout a € R™.
(2) E[A(X™)] — E[h(X)] pour toute fonction h: R™ — R continue et borneé.
(3) Fxn(a) = Fx(a) pour tout a € R™.

Si une des ces conditions est vérifiée, on dit que (X™)p>1 converge en loi vers X,
et 'on note

x4 X
COROLLAIRE 4.18. Les conditions suivantes sont equivalentes:
(1) X" %5 X dans R™;
(2) Pour tout a € R™ on a la convergence {a, X™) Z, (a, X) dans R.
DEFINITION 4.19. Soient X1, ..., X, indépendantes et de loi N(0,1). La loi de
U=X{+...+X2
s’appelle loi du chi-carré a n-degrés de liberté. On la note x2.

EXEMPLE 4.20. On a
t’n,/2—1 t/2
fx%(t)zme 1R+(t), teR.

Preuve par récurrence.
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densité du x?2

(7

3
S

0

4.3. Théoréme de Cochran

THEOREME 4.1 (de Cochran). Soit X un vecteur aléatoire a valeurs dans R™
de loi N(0,0%1,,) avec o # 0. Soient E1, ..., E, des sous-espaces vectoriels de R™,
deuzx o deuz orthogonauz, dim E; > 1 pour tout i, tels que

R™ = @E
=1

Notons P; la matrice de la projection orthogonale sur E; (dans la base canonique),
i1=1,...,r. Alors

(1) X,i=1,...,r, sont des vecteurs gaussiens mutuellement indépendants;
(2) P.X ~ N(0,0%2P;) pour touti=1,...,7;
PX|?
(3) ”;72” ~ Xaimp, pourtouti=1,... 7.
i—1
PREUVE. Soit d; := dim E; pour i = 1,...,r et dg := 0. On note m; := >_ dy
k=0
pour i =1,...,r, et on fixe une base orthonormée (v1,...,v,,) de R™ adaptée a la
décomposition

Rm@&.

Autrement dit, pour tout 1 < i < r, la famille

(Um1:+17 sy vm1¢+1)

est une base orthonormée de F;.
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Posons Y := (v;, X). Alors
Y :=(Y1,...,Y,) = P'X
o P est la matrice du passage de la base canonique de R™ a la base (v1,...,vm)-

Donc,
Y ~ N(0, P*(6*1,,)P) = N(0,0%1,,),
c.a.d. les variables aléatoires Y1,...,Y,, sont i.i.d. de loi N(0,0?%). Par conséquent,
miy1
<

les variables
PX= Y Y, 1<i

j=m;+1

sont indépendantes, et
P X ~ N(0, Pi(c*1,,)P}),
0‘2P7;
., Uy, est une base

P;. Finalement, comme v,

car P1,,P! = PPl = P? =
orthonormée de R™, on obtient
Mit1 2

X _ Y

= s

2
7 j=m;+1
Les variables
v, Y,
prRRR R
sont i.i.d. et suivent la loi N(0,1). Donc la loi de ||P;X|*/0? est chi-carré a
miy1 —MmM; = dl = dim El
[

degrés de liberté.
THEOREME 4.2 (Théoréme de la limite central; cas multi-dimensionnel). Soient
. des variables aléatoires i.i.d. & valeurs dans R™ telles que E[X1] =0 et

XlaXQa ..

E[||X1%] < co. Notons
n
i=1

Alors g
on 2, N(0,C), quand n — oo,

NG

ot C = var(Xy), c.a.d. Co, =E[X71,0 X1 5] pour 1 <L,k <m.
PREUVE. Soit a € R™ et X; := (a, X;). Alors les (X;) sont ii.d. de moyenne

E[X,] = 0 et de variance égale a var(X;) = (a, Ca) = ¢2. Soit
=3 X
i=1
Alors var(S,) = n{a,Ca) = no?. Donc (par le cas uni-dimensionnel du Théoréme
limite central)
S Sn
= Z, N(0,1),

-

var(S,,)
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cad. S,/vn EN N(0,0?). Par conséquent,
<“:/%”> Z, N(0,(a,Ca)) VaeR™,

autrement dit S, /v/n =N N(0,0), car ¢4 ’/\/ﬁ(a) =¢

(@,5n) /v (L)

4.4. Le test du x?
Soit (2,27, P) un espace de probabilité et
Q=CLU...UCy

une décomposition de Q ot C; € &7 et m > 2. Soient Y7,...,Y, iid. sur (Q, &, P)
a valeurs dans {1,...,m} telles que

P{Y; = k} = py, (inconnue), k=1,...,m.

Considérons
n
N]? :ZZ]l{yi:k}, k:l,...,m.
i=1

Soit p une distribution de probabilité sur {1,...,m}:
pe >0, k=1,...,m (pr = “probabilité de C}”).
On veut tester ’hypothése

(Hy) |H=P contre  (Hy) |[K7P

Heuristique. Sous ’hypothése Hy on a
E[N}] = npx.
Donc, on va rejeter Hy si les déviations N}’ — np;, sont “assez grandes”.
Considérons la “statistique”
m
NP — npy)?
T, := Z Vi = npi)” (Pearson’s sample function).
pt npk
Idée: Si la valeur de T, est “assez grande”, on rejette Hy.
THEOREME 4.3 (Pearson, 1900). Sous l’hypothése Hy:
“Y1,...,Y, i.i.d. deloip’,
on a
2L, 2
T, = Xm—1, quand n — oo.
PREUVE. (1) Sous I’hypothése Hy,
(N7, ...,N)
suit la loi multinomiale de paramétres (n;p1,...,Ppm), c.a.d.
n!

n m
P{N{‘:nl,...,fol:nm}zi‘ 'p11~...~pfn,
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pour tout ni,...,n, € N tels que ny + ...+ n,, = n. On remarque que
n! n n—ng N—N]—N2 —...— Nyp—1
n1!~...-nm!_<n1>.( no )< T, )
On note

VP = (VP vem) (= Vel =1)

et pour z,y € R™:
x®y € Matr(m x m;R), (2 ® y)re := Trye-

Alors N N
Z, ;:( L m_”p’") Z, N(0,C)
npi V1Pm
ou

C:=1,—/pp.

En effet, sous Hg,
n

Nif —nP{Y; = k} 1 Z
- (Lviry — E[l{y,—1y])
VPk N

_ b zn: (ﬂ{n—k} - EUl{n—kﬂ)
v i=1 VPk
Donc,

1 & ) . ) 1 y;=1} ]l{y.: }
Z, = —— X0 _E[x® avecX@):( izly  ZA¥i=mi )
NG ; ( [ D VD1 V/DPm

Par le Théoréme limite central (Théoréme 4.2) on obtient:

Zn, ﬁ) Z, quand n — oo,
avec Z ~ N(0,C) ou

Cre = cov <11{Y1_k} ]l{yl_é}>

VPR VP
1

lfpk, sik=1{
:(ﬂm_\/ﬁ‘@\/ﬁ)k[

Rappelons que Z,, et Z sont a valeurs dans R™ et que Z,, “, 7 . Donc avec

_ {—\ﬁpkm, ik # ¢

h:R™ =Ry, z+— ||z|?

on obtient
W(Zn) S5 W(Z), n— oo,
c.a.d.
T, = | Zal1? Z5 1 2]%, n — oo
Il reste & déterminer la loi de D := ||Z||%>. On pose

vi=4/p et A:=.,/Dp®p
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Alors on trouve

Az = (x,v) v
pour tout x € R™. La matrice A est donc la matrice de la projection orthogo-
nale sur Fj := span(v), et par conséquent,

c=1,—-A
est la matrice de la projection orthogonale sur Fy := Ef- (dim Ey = m — 1).
Par le Théoréme de Cochran on obtient:

(a) Z a méme loi que CU avec U ~ N(0,1,,), et
(b) D =|Z||* a méme loi que |CU|* ~ x3im g, = X5

m—1-

O

ExeEMPLE 4.21 (Expérience de Gregor Johann Mendel; 8 février 1856). On
croise 2 populations (pures) de pois, et on s’intéresse aux caractéres “couleur” et
“forme”. On a

“couleur” C (jaune), dominant
vert), récessif

¢ (
“forme” {R (rond), dominant

r (ridé),  récessif.

Mendel découvre qu’un caractére peut présenter deux formes différentes (aujourd’hui
appelées alléles ou génes homologues). Un organisme hérite de deux facteurs pour
chaque caractére (les facteurs héréditaires de Mendel sont aujourd’hui appelés «al-
lélesy). Le facteur dominant masque le facteur récessif. Mendel a noté le facteur
dominant & I’aide d’une majuscule et ’autre, le récessif, & ’aide de la méme lettre
mais en minuscule.

En croisant deux individus de génotype CcRr, il y a 16 génotypes équiprobables
pour les descendants:

CCRR —  jaune, ronde
CcRR  — jaune, ronde
cCRR — jaune, ronde
ccRR — vert, ronde
CCRr — jaune, ronde
CcRr — jaune, ronde
cCRr —— jaune, ronde

ccRr — vert, ronde
CCrR  — jaune, ronde
CcrR —  jaune, ronde
cCrR —— jaune, ronde
cctR.  —  vert, ronde
CCrr —  jaune, ridé
Ccrr —  jaune, ridé
cCrr —  jaune, ridé
ccer —»  vert, ridé
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Les phénotypes devraient étre distribués de la fagon suivante:

jaune, rond | jaune, ridé | vert, rond | vert, ridé
Fréquence théorique 9 3 3 1
16 16 16 16
Effectifs (n = 556) 315 101 108 32
Fréquence empirique % % % %

H() :
prédictions de Mendel:

Alors

(315 — 556 x 2)°

T556 =

9
556 x %

Pour un seuil de 5%, on obtient
Pu,{x3 > C} = 0,05 avec C ~ 7,82.

Puisque 0,47 < 7,82 on ne rejette pas hypothése Hg.

(32 — 556 x &)*

1
556 X 1

les fréquences d’apparition des différents caractéres sont bien données par les

~(,47.



