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CHAPTER 1

Marches aléatoires

1.1. Marche aléatoire symétrique

Soit (Xn)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et Bernoulli telle
que

P{Xn = 1} = P{Xn = −1} =
1

2
.

On appelle marche aléatoire symétrique sur Z la suite (Sn)n>0:{
S0 = 0

Sn = X1 + . . .+Xn, n > 1.

0

Sn

n

•

•

Interprétation. Un joueur joue à pile ou face (avec une pièce équilibré). Il
reçoit 1 euro s'il obtient pile, et donne 1 euro à la banque s'il obtient face. Alors
Sn est la fortune du joueur après le nième coup.

On remarque que

Xn = Sn − Sn−1 =

{
+1 pour pile au nième coup,

−1 pour face au nième coup.

Le vecteur (S0, S1, . . . , SN ) prends des valeurs dans ZN+1 telles que

S0 = 0 et Si − Si−1 ∈ {±1}, i = 1, . . . , N.

Pour (s0, s1, . . . , sN ) ∈ ZN avec s0 = 0 et si− si−1 ∈ {±1}, i = 1, . . . , N , on trouve

P{S0 = s0, S1 = s1, . . . , SN = sN}
= P{X1 = s1 − s0, X2 = s2 − s1, . . . , XN = sN − sN−1}

=

N∏
i=1

P{Xi = si − si−1}︸ ︷︷ ︸
=1/2

=
1

2N
.

1



2 1. MARCHES ALÉATOIRES

Remarque 1.1. Évidement, on a

E[Sn] = E[X1] + . . .+ E[Xn] = 0, car E[X1] = . . . = E[Xn] = 0,
et

E[S2
n] =

n∑
i,j=1

E[XiXj ] = n, car E[XiXj ] =

{
1, i = j

E[Xi]E[Xj ] = 0, i 6= j.

Problème. Le joueur se demande s'il peut améliorer son gain en arrêtant de
jouer à un instant favorable.

Notation 1.2. Soit (Sn)n≥0 une suite de variables aléatoires sur (Ω,A ,P).
Pour n ∈ N, on note

An = σ{S0, . . . , Sn}
la tribu engendrée par S0, . . . , Sn. Alors:

A ∈ An ⇐⇒
{
A est réunion des événements de type

{S0 = s0, S1 = s1, . . . , Sn = sn}, si ∈ Z.
On a

{∅,Ω} = A0 ⊂ A1 ⊂ A2 ⊂ . . . ⊂ A .

La tribu An s'appelle �tribu des événements disponible à l'instant n�.

Définition 1.3. On appelle temps d'arrêt une variable aléatoire

T : Ω→ N ∪ {∞}
telle que

{T = n} ∈ An, ∀n ∈ N.

Remarque 1.4. Pour un temps d'arrêt T on a

∀n ∈ N, {T = n} ∈ An ⇐⇒ ∀n ∈ N, {T 6 n} ∈ An.

Preuve. Il faut de montrer les deux directions.

�⇒� : Pour tout n ∈ N, on a

{T 6 n} =

n⋃
k=0

{T = k} ∈ An,

car {T = k} ∈ Ak ⊂ An.

�⇐� : Pour tout n ∈ N,
{T = n} = {T 6 n} \ {T 6 n− 1} ∈ An,

car {T 6 n} ∈ An et {T 6 n− 1} ∈ An−1 ⊂ An. �

Proposition 1.5. Soient R et T deux temps d'arrêt. Alors

R ∧ T = min(R, T ) R ∨ T = max(R, T ), R+ T

sont aussi des temps d'arrêt.

Preuve. 1. R ∧ T est un temps d'arrêt. En e�et,

∀n ∈ N, {R ∧ T 6 n} = {R 6 n}︸ ︷︷ ︸
∈An

∪{T 6 n}︸ ︷︷ ︸
∈An

∈ An.
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2. R ∨ T temps d'arrêt, car

∀n ∈ N, {R ∨ T 6 n} = {R 6 n}︸ ︷︷ ︸
∈An

∩{T 6 n}︸ ︷︷ ︸
∈An

∈ An.

3. R+T temps d'arrêt, car

∀n ∈ N, {R+ T 6 n} =

n⋃
k=0

{R = k}︸ ︷︷ ︸
∈Ak⊂An

∩{T = n− k}︸ ︷︷ ︸
∈An−k⊂An

∈ An. �

Lemme 1.6. Pour tout n > 0 et tout An ∈ An, on a

E[Xn+1 1An
] = 0.

Preuve. Sans perte de généralité, on peut supposer que

An = {S0 = s0, S1 = s1, . . . , Sn = sn} 6= ∅.
Alors

An = {X1 = s1 − s0, X2 = s2 − s1, . . . , Xn = sn − sn−1}
= {X1 = x1, . . . , Xn = xn},

où xi = si − si−1 ∈ {±1}, et donc

P
(
An ∩ {Xn+1 = 1}

)
=

1

2n+1
=

1

2
P(An).

En particulier,

E[Xn+1 1An ] = P
(
An ∩ {Xn+1 = 1}

)
− P

(
An ∩ {Xn+1 = −1}

)
+ 0 · P

(
Acn
)

=
1

2
P(An)− 1

2
P(An) = 0. �

Proposition 1.7. Soit N ∈ N et soit T un temps d'arrêt tel que T 6 N . On a

E[ST ] = 0.

Preuve. Par dé�nition, on a (ST )(ω) = ST (ω)(ω) et

ST =

T∑
n=1

Xn =

N∑
n=1

Xn 1{n6T}.

Mais {T > n} = {T 6 n− 1}c ∈ An−1 et donc

E[ST ] =

N∑
n=1

E[Xn 1{n6T}] = 0, par Lemme 1.6. �

Remarque 1.8. On a même:

E[ST ] = 0, ∀ temps d'arrêt T tel que E[T ] <∞.

Preuve. D'abord on remarque que

E[T ] <∞⇒ P{T <∞} = 1⇒ ST bien dé�nie.

Comme ST =
∞∑
n=1

Xn 1{n6T}, on a

|ST | 6
∞∑
n=1

|Xn|︸︷︷︸
=1

1{n6T} = T,
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et de même façon, |ST∧N | 6 T ∧N 6 T . Par convergence dominée,

E[ST ] = lim
N→∞

E[ST∧N ]︸ ︷︷ ︸
=0

= 0.

En e�et, ∣∣E[ST ]− E[ST∧N ]
∣∣ 6 E

[ ∞∑
n=1

Xn 1{T∧N<n6T}

]
6 E[T − T ∧N ] ↓ 0, N →∞. �

Exemple 1.9. Pour a ∈ Z, soit
Ta = inf{n > 0 | Sn = a} (inf ∅ =∞).

Alors Ta est un temps d'arrêt. En e�et, pour a 6= 0 (sans restrictions), on a

{Sk = a} =
⋃

x1,...,xk∈{±1}
x1+...+xk=a

{X1 = x1, . . . , Xk = xk} ∈ Ak.

Donc, pour tout n ∈ N,

{Tn 6 n} =

n⋃
k=1

{Sk = a}︸ ︷︷ ︸
∈Ak⊂An

∈ An.

En particulier,
Ta,N := Ta ∧N

est un temps d'arrêt pour tout N ∈ N et on a

0 = E[STa∧N ] = E[STa
1{Ta6N}] + E[SN 1{Ta>N}]

= aP{Ta 6 N}+ E[SN 1{Ta>N}].

0

a
STa

= a

Ta
•

•

•

•

N

SN

Proposition 1.10. Pour tout a 6= 0, on a E[Ta] =∞.

Preuve. Supposons que E[Ta] < ∞, alors P{Ta < ∞} = 1, c.à.d. Ta < ∞
presque sûrement. Donc

0 = E[STa ] = a, car STa = a,

ce qui donne une contradiction si a 6= 0. �
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Resumé 1.11 (Marche aléatoire). Soit

Sn :=

{
0, si n = 0,

X1 + . . .+Xn, si n > 1,

une marche aléatoire symétrique et

An = σ{S0, S1, . . . , Sn} = σ{X1, . . . , Xn}.
Si T : Ω→ N = N∪ {+∞} est un temps d'arrêt, c.à.d. {T 6 n} ∈ An pour tout n,
alors E[ST ] = 0 si E[T ] <∞. En particular, si on note

Ta = inf{n > 0 | Sn = a} et Ta,N = Ta ∧N = min(Ta, N), a ∈ Z,

alors on a E[STa,N
] = 0, mais E[Ta] =∞ pour a 6= 0.

1.2. Stratégie de jeu et processus arrêtés

Définition 1.12 (Stratégie de jeu). Soit β = (βk)k>1 une suite prévisible de
variables bornées, c.à.d. βk est Ak−1 mesurable pour tout k > 1 au sens que

∀ b ∈ R, {βk 6 b} ∈ Ak−1.

On appelle (βk)k>1 une stratégie de jeu; βk représentant la somme misée au kième

coup. On pose

S(β)
n =

n∑
k=1

βkXk =

n∑
k=1

βk(Sk − Sk−1); S
(β)
0 := 0.

La variable S(β)
n correspond au gain après n coups.

Proposition 1.13. Les suites suivantes satisfont les hypothèses d'une stra-
tégie :

(1) βk = 1{T>k} avec T est un temps d'arrêt;
(2) (Doublement successif jusqu'au premier +1)

βk = 2k−1 1{T>k} avec T := inf{n > 1 | Xn = +1};
(3) βk = Sk−1 1{T>k} avec T un temps d'arrêt.

Preuve.

(1) Soit βk = 1{T>k}. Comme T est un temps d'arrêt, on a

{T > k} = {T 6 k − 1}c ∈ Ak−1 ∀ k,
et puis

S(β)
n =

n∑
k=1

1{T>k}Xk =

n∧T∑
k=1

Xk = Sn∧T .

On remarque que par dé�nition, (Sn∧T )(ω) = (Sn∧T (ω))(ω).
(2) Soit βk = 2k−1 1{T>k} et T = inf{n > 1 |Xn = 1}. Comme T est un temps

d'arrêt, on a
{T > k} ∈ Ak−1 ∀ k.

Évidement,

β1 = 1 et βk(ω) =

{
2k−1 si X1(ω) = . . . = Xk−1(ω) = −1

0 sinon.
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Par exemple, si T (ω) = n, alors

Sn−1(ω) = −
n−1∑
k=1

2k−1 = −
n−2∑
k=0

2k = −(2n−1 − 1), mais

Sn(ω) = Sn−1(ω) + βn = −(2n−1 − 1) + 2n−1 = 1.

Pour la première égalité on utilise que
N−1∑
k=0

2k = 2N − 1.

0
1

T (ω)
◦
◦

◦

◦

◦

◦ ◦ ◦ ◦

S
(β)
n (ω), n = 0, 1, 2, . . .

(3) Soit βk = Sk−1 1{T>k}. On observe que Sk−1 et 1{T>k} sont Ak−1-mesurable.
En plus, comme

S2
k = (Sk−1 +Xk)2 = S2

k−1 + 2Sk−1Xk + 1,

on a

βkXk =
1

2
(S2
k − S2

k−1 − 1) 1{T>k}.

Par conséquent, on obtient

S(β)
n =

n∑
k=1

βkXk =

n∧T∑
k=1

1

2
(S2
k − S2

k−1 − 1) =
1

2
(S2
n∧T − n ∧ T ). �

Proposition 1.14. Pour toute stratégie de jeu (βk)k>1, on a

E[S(β)
n ] = 0, n > 0.

Preuve. On a

E[S(β)
n ] =

n∑
k=1

E[βkXk],

donc il su�t à démontrer que

E[βkXk] = 0, ∀ k > 1.

Comme βk est Ak−1-mesurable et comme card(Ak−1) <∞, on peut écrire

βk =
∑̀
i=1

bi 1{βk=bi}, avec b1, . . . , b` ∈ R.
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Par conséquent, on obtient par Lemme 1.6,

E[βkXk] =
∑̀
i=1

bi E[Xk 1{βk=bi}]︸ ︷︷ ︸
=0

= 0,

car {βk = bi} ∈ Ak−1. �

Corollaire 1.15.

(1) Soit βk = 1{T>k}. Alors

0 = E[S(β)
n ] = E[ST∧n] n→∞−−−−→ E[ST ], si E[T ] <∞.

(2) Soit βk = 2k−1 1{T>k}. Alors

0 = E[S(β)
n ] =

1

2
E[S2

n∧T − n ∧ T ],

c.à.d.

E[S2
n∧T ] = E[n ∧ T ]

et alors, quand n→∞,

E[S2
T ] = E[T ], si T est intégrable.

(égalité de Wald).

1.3. Premier temps de passage

Soit

Sn =

{
0, n = 0

X1 + . . .+Xn, n > 1

avec (Xn) i.i.d. et P{Xn = 1} = P{Xn = −1} = 1
2 .

Lemme 1.16. Pour tout a1 < a2 dans Z, on a

P{a1 6 Sn 6 a2} → 0, quand n→ +∞.

Preuve. On note

Un =

n∑
k=1

1{Xk=1},

et donc
Sn = Un − (n− Un) = 2Un − n.

On a

P{Un = k} =

(
n

k

)(
1

2

)k (
1

2

)n−k
=

(
n

k

)
1

2n
.

On remarque que {
n pair =⇒ Sn pair,

n impair =⇒ Sn impair,

c.à.d.
Sn ∈ {−n,−n+ 2, . . . , n− 2, n}.

Pour k = 0, 1, . . . , n on a:

P{Sn = 2k − n} = P{2Un − n = 2k − n} = P{Un = k} =

(
n

k

)
1

2n
.
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Comme (
n

k

)
6

[>]

(
n

k − 1

)
⇐⇒ k 6

[>]

n+ 1

2
,

on obtient

max
`

P{Sn = `} =

{
P{Sn = 0} n pair

P{Sn = ±1} n impair.

Par la formule de Stirling on a

n! ∼
(n
e

)n√
2πn,

d'où on obtient

P{S2n = 0} = P{S2n−1 = 1} =

(
2n

n

)
1

22n
=

(2n)!

n!n!

1

22n
∼

1√
πn
→ 0, n→∞.

Donc, on a

P{a1 6 Sn 6 a2} =

a2∑
k=a1

P{Sn = k}

6 (a2 − a1 + 1)P{S2m = 0} → 0, n→∞,

avec m tel que n = 2m ou n = 2m− 1. �

Preuve du Lemme 1.16 (avec le théorème limite central). On utilise que

Sn − E[Sn]√
n

=
Sn√
n

en loi−→ N(0, 1), quand n→∞.

Donc, pour n grand,

P{a1 6 Sn 6 a2} = P
{
a1√
n
6

Sn√
n
6

a2√
n

}
≈ N(

a2√
n

)−N(
a1√
n

),

et par conséquent,

P{a1 6 Sn 6 a2} → 0, quand n→∞. �

Exemple 1.17. Soient a, b ∈ N avec −a < 0 < b et soit

TN := T−a ∧ Tb ∧N.

0

b

−a

STN
= b

STN
= −a

•

•

•
N
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Alors on a

0 = E[STN
] = −a P{T−a < Tb et T−a 6 N}︸ ︷︷ ︸

=: rAN

+b P{Tb < T−a et Tb 6 N}︸ ︷︷ ︸
=: rAN

+ E[SN 1{T−a∧Tb>N}]︸ ︷︷ ︸
=: (∗)

.

Quand N →∞, on obtient

(1) rAN → rA := P{T−a < Tb}
(2) rBN → rB := P{Tb < T−a}
(3) |(∗)| 6 (a ∨ b)P{−a 6 SN 6 b} → 0.

Par conséquent,

−arA + brB = 0.

D'autre part,

1− (rAN + rBN ) = P{T−a ∧ Tb > N} = P{−a 6 SN 6 b} → 0, quand N →∞,

donc

rA + rB = 1,

et puis,

rA =
b

a+ b
, rB =

a

a+ b
.

Proposition 1.18. Pour −a < 0 < b, on a

E[T−a ∧ Tb] = ab.

Rappelons que E[Ta] = +∞ pour tout a 6= 0.

Preuve. Pour TN = T−a ∧ Tb ∧N on a:

E[TN ]︸ ︷︷ ︸
→ E[T−a ∧ Tb]

= E[S2
TN

] = a2rAN︸ ︷︷ ︸
→ a2rA

+ b2rBN︸ ︷︷ ︸
→ b2rB

+E
[
S2
N 1{T−a∧Tb>N}

]︸ ︷︷ ︸
→ 0

avec

rAN = P{T−a < Tb et T−a 6 N} → rA = P{T−a < Tb} =
b

a+ b
,

rBN = P{Tb < T−a et Tb 6 N} → rB = P{Tb < T−a} =
a

a+ b
,

rA + rB = 1.

Par conséquent,

E[T−a ∧ Tb] = a2rA + b2rB =
a2b

a+ b

ab2

a+ b
= ab. �

Lemme 1.19 (Le principe de ré�exion de Désiré André). Soient A = (m, a) et
B = (n, b) deux points du plan Z2. On suppose que 0 6 m < n et a > 1, b > 1.

Alors le nombre de chemins allant de A à B qui touchent ou traversent l'axe
horizontal est égal au nombre de chemins allant du point A à B′ = (n,−b).
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Preuve. Soit
s := (sm, sm+1, . . . , sn)

un chemin de A à B, c.à.d.

sm = a, sn = b, sk+1 − sk ∈ {±1}, k = m, . . . , n− 1,

touchant ou traversant l'axe horizontal.

0

a

b

−b

A

B

B′

•

•

•

nm sn0

s

s′

Soit n0 l'indice le plus à gauche où le chemin s atteint l'axe horizontal. Alors

s′ = (sm, . . . , sn0︸︷︷︸
=0

,−sn0+1, . . . ,−sn)

est un chemin de A à B′ et l'application s 7→ s′ est une bijection envoyant la
première famille des chemins sur la seconde. �

Notation. Pour n ∈ N, on note Mn = min(S0, S1, . . . , Sn).

Corollaire 1.20 (Le principe de ré�exion pour les marches aléatoires symé-
trique). Soit a > 0 et b > −a. Alors:

P{Mn 6 −a et Sn = b} = P{Sn = −2a− b}.

Preuve. Par ré�exion des chemins pour les temps > T−a au niveau −a, on
obtient une bijection (principe de ré�exion de D. André) entre

{Mn 6 −a, Sn = b} et {Sn = −2a− b}.

T−a n
0

b

−a

−2a− b

�
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Proposition 1.21. Pour tout a > 0, on a

P{T−a 6 n} = P
{
Sn 6∈ ]−a, a]

}
.

Preuve. En e�et, on a

P{T−a 6 n} = P{Mn 6 −a}

=
∞∑

b=−∞
P{Mn 6 −a, Sn = b}

=
−a∑

b=−∞
P{Sn = b}+

∞∑
b=−a+1

P{Sn = −2a− b} (par Corollaire 1.20)

= P{Sn 6 −a}+ P{Sn 6 −a− 1}
= P{Sn 6 −a}+ P{Sn ≥ a+ 1} (par symétrie)

= P
{
Sn 6∈ ]−a, a]

}
. �

Corollaire 1.22. Pour tout a 6= 0, on a P{Ta <∞} = 1, mais E[Ta] =∞.

Preuve. Sans restriction soit a > 0. Alors

P{T−a > N}︸ ︷︷ ︸
↓ P{T−a = +∞}

= P
{
SN ∈ ]−a, a]

}
→ 0, N →∞.

Avec Exercise 1 du TD 7 (premier semestre) et Proposition 1.21 on obtient

E[Ta] =

∞∑
k=0

P{Ta > k} =

∞∑
k=0

P{T−a > k}

=

∞∑
k=0

P
{
Sk ∈ ]−a, a]

}
>
∞∑
k=0

P{Sk = 0} = +∞,

car P{S2k = 0} ∼ 1√
πk
. �

Corollaire 1.23. Pour T0 = inf{n > 0: Sn = 0} on a:

P{T0 =∞} = 0 et E[T0] = +∞.

Preuve. En fait,

P{T0 6 2n} = P{T0 6 2n; S1 = +1}+ P{T0 6 2n; S1 = −1}

=
1

2
P{T0 6 2n|S1 = +1}+

1

2
P{T0 6 2n|S1 = −1}

=
1

2
P{T−1 6 2n− 1}+

1

2
P{T1 6 2n− 1}

= P{T−1 6 2n− 1},
et puis

P{T0 > 2n} = P{T−1 > 2n− 1}
= P{S2n−1 ∈ ]− 1, 1]} (par Proposition 1.21)

= P{S2n−1 = 1}
= P{S2n = 0} → 0, n→∞. �
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Interprétation. La marche aléatoire en dimension 1 est récurrente.

1.4. Loi discrète de l'arc-sinus pour la dernière visite

Considérons Sn, n = 0, 1, . . . , 2N . On note

L2N = max
{

0 6 n 6 2N : Sn = 0
}

la �dernière visite en 0 avant 2N � (�dernier retour à l'origine�).

0 2N

L2N

Interprétation Deux joueurs jouent à pile ou face 2N fois. Alors L2N est la
dernière fois qu'on a égalité entre les deux; après l'instant L2N un de les deux est
toujours avant l'autre.

Rappel On note T0 = inf{n > 0 : Sn = 0}. Pour tout n, on a

P{T0 > 2n} = P{S2n = 0}.

Pour 0 6 n 6 N on obtient

P{L2N = 2n} = P
{
S2n = 0, S2n+2 6= 0, . . . , S2N 6= 0

}
= P

{
S2n+2 6= 0, . . . , S2n 6= 0|S2n = 0

}
P{S2n = 0}

= P{T0 > 2N − 2n}P{S2n = 0}
= P{S2N−2n = 0}P{S2n = 0}

=

(
2N − 2n

N − n

)
1

22N−2n

(
2n

n

)
1

22n

=

(
2n
n

)(
2N−2n
N−n

)
22N

.

0 2N

P{L2N = 2n}
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Proposition 1.24 (Loi discrète de l'arc-sinus pour la dernière visite).

P{L2n = 2n} = P{S2n = 0}P{S2(N−n) = 0}

=

(
2n
n

)(
2N−2n
N−n

)
22N

.

La loi de L2N est symétrique par rapport à N , c.à.d.

P{L2N = 2n} = P{L2N = 2(N − n)}.

�Le gagnant prend la tête sans recours ou bien trés tôt ou bien très tard�.

Remarque 1.25. Pourquoi le nom arc-sinus? On a

P{S2n = 0} ≈ 1√
πn

et P{S2N−2n = 0} ≈ 1√
π(N − n)

,

et donc

P{L2N = 2n} ≈ 1

π
√
n(N − n)

=
1

N
f
( n
N

)
avec

f(t) =
1

π
√
t(1− t)

.

D'où on obtient pour 0 6 x 6 1,

P
{
L2N

2N
6 x

}
=

∑
n: n

N 6x

1

N
f
( n
N

)
≈

x∫
0

f(t)dt =
2

π
arcsin

√
x.

0 1x

l'aire = 2
π arcsin

√
x ≈ P

{
L2N

2N 6 x
}

f(t) =
1

π
√
t(1− t)

Interprétation. Si l'on fait un grand nombre de lancers à pile ou face, la
dernière fois que le nombre de �pile� et le nombre de �face� obtenus ont coïncidé est
proche du début ou de la �n de la série. Par exemple,

P{L10000 6 100} ≈ 2

π
arcsin

√
0.01 ≈ 6.4%

P{L10000 6 1000} ≈ 2

π
arcsin

√
0.1 ≈ 20.5%,
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et par symétrie

P{L10000 > 9900} ≈ 2

π
arcsin

√
0.01 ≈ 6.4%

P{L10000 > 9000} ≈ 2

π
arcsin

√
0.1 ≈ 20.5%.

Remarque 1.26. Notons

#{retours en 0 de Sn} =

∞∑
k=1

1{S2k=0}.

Alors on a

E
[
#{retours en 0 de Sn}

]
= E

[ ∞∑
k=1

1{S2k=0}

]

=

∞∑
k=1

E[1{S2k=0}]

=

∞∑
k=1

P{S2k = 0}.

Plus précisément,

τ0 := 0

τ1 := inf{k > 0: Sk = 0}
...

τn := inf{k > τn−1 : Sk = 0}.

Alors on obtient pour l'espérance de

V :=
∑
n∈N

1{S2n=0} =
∑
n∈N

1{τn<∞}

la formule

E[V ] =
∑
n∈N

P{τn<∞}.

D'autre part on a

P{τn <∞} = P{τn−1 <∞ et ∃` : Xτn−1+1 + · · ·+Xτn−1+` = 0}
= P{τn−1 <∞}P{∃` : Xτn−1+1 + · · ·+Xτn−1+` = 0}
= P{τn−1 <∞}P{τ1 <∞}
= P{τ1 <∞}n = 1.

Par conséquent, on obtient que

P{Sn revient à l'origine in�niment souvent} = 1.
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1.4.1. Loi discrète de l'arc-sinus pour les temps de séjour. On s'interésse
à la variable aléatoire

A+
2N = #

{
1 6 n 6 2N : max(Sn−1, Sn) > 0

}
,

�le temps total passé par la marche au-dessus de 0 pendant les 2N premiers pas�.

0 2N

Un chemin est dit positif [resp. negatif ] sur l'interval [n − 1, n] si Sn−1(ω) > 0 ou
Sn(ω) > 0 [resp. Sn−1(ω) < 0 ou Sn(ω) < 0]. On note

A2N,2n =
{
chemins de longueur 2N avec 2n trajets positifs︸ ︷︷ ︸

(et 2(N − n) trajets négatifs)

}
.

Alors on a

P{A2N,2n} = P{A+
2N = 2n}, n = 0, 1, . . . , N.

Théorème 1.1 (Loi de l'arc-sinus pour les temps de séjour).
Pour n = 0, 1, . . . , N , on a

(∗) P{A+
2N = 2n} = P{S2n = 0}P{S2N−2n = 0}.

En particulier, pour tout 0 6 α < β 6 1,

lim
N→∞

P
{
A+

2N

2N
∈ [α, β]

}
=

2

π

(
arcsin

√
β − arcsin

√
α
)
.

Preuve. On remarque que par symétrie

P{A+
2N = 2n} = P{A+

2N = 2N − 2n}.

Soit n = 0 ou n = N :

P{S2N = 0} = P{T0 > 2N}
= P{S1 = 1, S2 > 1, . . . , S2N > 1}+ P{S1 = −1, S2 6 −1, . . . , S2N 6 −1}
= 2P{S1 = 1, S2 > 1, . . . , S2N > 1}
= 2P{S2 > 1, . . . , S2N > 1|S1 = 1}P{S1 = 1}
= P{S2 > 1, . . . , S2N > 1|S1 = 1}
= P{S1 > 0, . . . , S2N−1 > 0}
= P{S1 > 0, . . . , S2N−1 > 0, S2N > 0}
= P{A+

2N = 2N}
= P{A+

2N = 0}.

Il reste à démontrer (∗) pour tout n ∈ {1, . . . , N − 1} et tout N > 1.
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On procède avec récurrence par rapport à N (le cas N = 1 est déjà fait).
Partition par rapport au premier retour à l'origine donne

P{A+
2n = 2n} = P(A2N,2n) =

N∑
r=1

P
(
A2N,2n ∩ {T0 = 2r}

)
.

On decompose
{T0 = 2r} = {T0 = 2r}+ ∪ {T0 = 2r}−

par rapport au sign sur [0, 2r].

Alors

P (A2N,2n) =

N∑
r=1

P
(
A2N,2n ∩ {T0 = 2r}+

)
︸ ︷︷ ︸
6=0 seulement pour r6n

+

N∑
r=1

P
(
A2N,2n ∩ {T0 = 2r}−

)
︸ ︷︷ ︸
6=0 seulement pour r6N−n

=

N∑
r=1

P
(
{T0 = 2r}+

)
P
(
A2(N−r),2(n−r)

)
+

N−n∑
r=1

P
(
{T0 = 2r}−

)
P
(
A2(N−r),2n

)
=

1

2

N∑
r=1

P{T0 = 2r}P
(
A2(N−r),2(n−r)

)
+

1

2

N−n∑
r=1

P{T0 = 2r}P
(
A2(N−r),2n

)
=

1

2

N∑
r=1

P{T0 = 2r}P
{
S2(n−r)=0

}
P
{
S2(N−n)=0

}
+

1

2

N−n∑
r=1

P{T0 = 2r}P
{
S2(N−r−n)=0

}
P {S2n=0} (par hypothèse de récurrence)

=
1

2
P{S2N−2n = 0}

n∑
r=1

P {T0 = 2r} P {S2n−2r = 0}︸ ︷︷ ︸
=P{S2n=0}

+
1

2
P{S2n = 0}

N−n∑
r=1

P {T0 = 2r}P {S2N−2n−2r = 0}︸ ︷︷ ︸
=P{S2N−2n=0}

= P {S2n = 0} P {S2N−2n = 0} . �

Interprétation On note

A+
2N

2N
=̂ �la fraction du temps passé du coté positif�.

Alors, pour N grand,

P
{
A+

2N

2N
6 x

}
≈ 2

π
arcsin

√
x , 0 6 x 6 1.

Par example, on obtient

P
{
A+

2N

2N
6 0.024

}
≈ 0.1,
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c.à.d.

P
{
la marche passe au moins 97.6% de son temps du même côté de l'origine

}
= P

({
A+

2N

2N
6 0.024

}
∪
{
A+

2N

2N
> 1− 0.024

})
≈ 0.2

De même façon on obtient

P
{
au moins 85%

[99%]
de temps du même côté

}
≈ 0.5

[0.13]





CHAPTER 2

Fonctions génératrices

Soit a = (an)n>0 une suite de nombres réels. On appelle fonction génératrice
de la suite a = (an)n>0 la fonction

Ga(s) =

∞∑
n=0

ans
n

pour s ∈ C tels que la série converge.

• Convergence. Il existe 0 6 R 6 ∞ (rayon de convergence) tel que la série
converge absolument si |s| < R, et diverge si |s| > R.

• Di�érentiation. Sur |s| < R , Ga peut être di�érentiée terme à terme.

• Unicité. S'il existe r > 0 tel que Ga(s) = Gb(s) pour s ∈ [−r, r], alors an = bn
pour tout n. De plus (formule de Cauchy),

an =
G

(n)
a

n!
(0).

• Continuité (Abel). Si an > 0 pour tout n, et Ga(s) converge pour |s| < 1, alors

lim
R3s↑1

Ga(s) =

∞∑
n=0

an

que cette somme soit �nie ou égale à +∞.

Définition 2.1. Soit X une variable aléatoire à valeurs dans N. On appelle
fonction génératrice de X la fonction

GX(s) := E[sX ] =

∞∑
n=0

P{X = n}︸ ︷︷ ︸
=pn

sn, s ∈ C.

Remarque 2.2. Le rayon de convergence R de GX est toujours > 1. En e�et,
pour −1 6 s 6 1, on a ∣∣GX(s)

∣∣ 6 E
[
|s|X

]
6 E [1] = 1.

De plus,

GX(1−) := lim
R3s↑1

GX(s) =

∞∑
n=0

pn = 1.

Remarque 2.3. La fonction génératrice GX (et même sa restriction à l'inter-
valle [−1, 1]) caractérise la loi de X. En e�et,

P {X = n} =
G

(n)
X

n!
(0).

19
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Exemple 2.4. (1) Soit X ∼ B(1, p) (Bernoulli de paramètre p), c.à.d.

P {X = 1} = 1− P {X = 0} = p.

Alors on a

GX(s) = s0 P {X = 0}︸ ︷︷ ︸
=1−p=q

+s1 P {X = 1}︸ ︷︷ ︸
=p

= q + ps.

(2) Soit X ∼ B(n, p) (loi binomiale de paramètres n et p). Alors on a

GX(s) =

n∑
k=0

P{X = k}sk =

n∑
k=0

(
n

k

)
pk(1− p)n−ksk

= ((1− p) + ps)
n

= (q + ps)n.

(3) Soit X ∼ P(λ) (loi de Poisson de paramètre λ > 0). Alors on a

GX(s) =

∞∑
n=0

P{X = n}sn =

∞∑
n=0

λn

n!
e−λsn = eλ(s−1).

(4) Soit X ∼ G(p) (loi géométrique de paramètre p). Alors on a

GX(s) =

∞∑
n=0

P{X = n}sn =

∞∑
n=1

p(1− p)n−1sn

= ps

∞∑
n=1

(1− p)n−1sn−1

= ps

∞∑
n=0

((1− p)s)n =
ps

1− (1− p)s

pour tout s tel que si (1− p)|s| < 1, i.e. |s| < 1
1−p .

Remarque 2.5. (Fonction génératrice et moments) SoitGX la fonction généra-
trice d'une variable aléatoire X à valeurs dans N, c.à.d.

GX(s) =

∞∑
n=0

pns
n, |s| < 1,

avec pn = P{X = n}. Alors on a pour |s| < 1,

G′X(s) =

∞∑
n=0

npns
n−1,

G′′X(s) =

∞∑
n=0

n(n− 1)pns
n−2,

...

G
(`)
X (s) =

∞∑
n=0

n · . . . · (n− `+ 1)pns
n−`.
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En particulier, on obtient

G′X(1−) =

∞∑
n=0

npn = E [X] , si E [X] <∞,

G′′X(1−) =

∞∑
n=0

n(n− 1)pn = E [X(X − 1)] , si E [X(X − 1)] <∞,

. . .

G
(`)
X (1−) =

∞∑
n=0

n · . . . · (n− `+ 1)pn = E [X(X − 1) · . . . · (X − `+ 1)] ,

si E [X(X − 1) · . . . · (X − `+ 1)] <∞.

Proposition 2.6. On a

E[X] = G′X(1−)

E[X2] = G′′X(1−) +G′X(1−),

où les membres de gauche sont �nis si et seulement si les membres de droite sont
�nis. En particuliers, si G′X(1−) <∞ et G′′X(1−) <∞, on a pour la variance:

var(X) = G′′X(1−) +G′X(1−)−G′X(1−)2.

Exemple 2.7.

(1) Soit X ∼ P(λ), λ > 0. Alors on a

GX(s) = eλ(s−1), s ∈ C.
Par conséquent, on obtient

G′X(s) = λeλ(s−1), . . . , G
(`)
X (s) = λ`eλ(s−1),

et d'où

E[X] = G′X(1) = λ,

...

E[X(X − 1) · . . . · (X − `+ 1)] = λ`.

En particulier, on a

E[X(X − 1)] = E[X2]− E[X] = λ2,

et donc

var(X) = E[X2]︸ ︷︷ ︸
=λ2+λ

−E[X]2︸ ︷︷ ︸
=λ2

= λ.

(2) Soit X ∼ G(p), 0 < p < 1. Alors on a

GX(s) =
ps

1− qs
, |s| < 1

q
, avec q = 1− p.

On trouve

G′X(s) =
p(1− qs) + pqs

(1− qs)2
=

p

(1− qs)2
,

G′′X(s) =
2pq

(1− qs)3
.
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Pour s = 1 il resulte

G′X(1) = E[X] =
1

p

G′′X(1) = E[X2]− E[X] =
2q

p2
.

Par conséquent, on obtient

E[X2] =
2q

p2
+

1

p
=

2q + p

p2
=

2− p
p2

,

et �nalement,

var(X) = E[X2]− E[X]2 =
2− p
p2
− 1

p2
=

1− p
p2

.

Proposition 2.8. Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes,
alors

GX+Y = GXGY .

Preuve. En utilisant l'indépendance de X et Y , on a

GX+Y (s) = E[sX+Y ] = E[sXsY ] = E[sX ]E[sY ] = GX(s)GY (s). �

Exemple 2.9. Soit

X = X1 + . . .+Xn,

avec (Xi) i.i.d. et P{Xi = 1} = 1− P{Xi = 0} = p. Alors

X ∼ B(n, p),

et on obtient

GX(s) = GX1
(s) · . . . ·GXn

(s) = GX1
(s)n = (q + ps)n, s ∈ C.

Exemple 2.10. (Loi binomiale négative) Soit p ∈ ]0, 1[. On regarde un jeu de
pile ou face: {

pile avec probabilité p,

face avec probabilité 1− p = q.

On note Zr le nombre de jets nécessaires pour obtenir r fois pile, r > 1. En posant

X1 = Z1

X2 = Z2 − Z1

...

Xr = Zr − Zr−1

...

on obtient une suite (Xi) i.i.d. telle que Xi ∼ G(p). En particulier,

GXi(s) =
ps

1− qs
, |s| < 1

q
.

Puisque Zr = X1 + . . .+Xr, on trouve

GZr
(s) = GX1

(s) · . . . ·GXr
(s) = GX1

(s)r =

(
ps

1− qs

)r
.
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Rappel Pour α ∈ R et |x| < 1 on a

(1 + x)α =

∞∑
k=0

(
α

k

)
xk

où les coe�cients binomiaux Ckα ≡
(
α
k

)
sont dé�nies par(

α

0

)
:= 1 et(

α

k

)
:=

α(α− 1) · . . . · (α− k + 1)

k!
.

On note que

Ck−r =

(
−r
k

)
= (−1)k

(
r + k − 1

r − 1

)
= (−1)kCr−1

r+k−1, 1 6 r ∈ N.

En e�et, (
−r
k

)
=

(−r)(−r − 1) · . . . · (−r − k + 1)

k!

= (−1)k
(r + k − 1) · . . . · (r + 1)r

k!

= (−1)k
(r + k − 1)!

(r − 1)! k!

= (−1)k
(
r + k − 1

r − 1

)
= (−1)kCr−1

r+k−1.

En termes de ce développement, on obtient

(1− qs)−r =

∞∑
k=0

(
−r
k

)
(−qs)k =

∞∑
k=0

Cr−1
r+k−1q

ksk

et

GZr
(s) =

∞∑
k=0

Cr−1
r+k−1p

rqksr+k.

D'où on déduit que

G
(n)
Zr

(s) =
∞∑
k=0

Cr−1
r+k−1p

rqk n! sr+k−n 1{k≥n−r},

et donc

P{Zr = n} =
G

(n)
Zr

(0)

n!
=

{
0 pour n < r

Cr−1
n−1 p

rqn−r pour n > r

(loi binômiale négative).

2.1. Théorème de continuité

Théorème 2.11 (Théorème de continuité). Soit (Xn)n>1 une suite de variables
aléatoires à valeur dans N et X aussi une variable aléatoire à valeurs dans N. Les
deux conditions suivantes sont équivalentes:

(1) Pour tout k ∈ N on a P{Xn = k} −→ P{X = k}, quand n→∞
(2) Pour tout s ∈ ]0, 1[ on a GXn

(s) −→ GX(s), quand n→∞.
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Preuve. (1)⇒ (2): On sait que

P{Xn = k}︸ ︷︷ ︸
=:pnk

−→ P{X = k}︸ ︷︷ ︸
=:pk

, n→∞

On �xe ε > 0. Choisissons N ∈ N tel que
∞∑
k=N

pk 6
ε

4

et puis n su�sament grand tel que

|pnk − pk| 6
ε

4N
pour tout k = 0, 1, . . . , N − 1.

Alors
∞∑
k=N

pnk = 1−
N−1∑
k=0

pnk 6 1−
N−1∑
k=0

pk +
ε

4
=

∞∑
k=N

pk +
ε

4
6
ε

2
.

Donc, pour n su�samment grand et pour s : |s| 6 1, on obtient

|GXn(s)−GX(s)| 6
∞∑
k=0

|pnk − pk||s|k

6
∞∑
k=0

|pnk − pk|

6
N−1∑
k=0

|pnk − pk|︸ ︷︷ ︸
6ε/4

+

∞∑
k=N

pnk︸ ︷︷ ︸
6ε/2

+

∞∑
k=N

pk︸ ︷︷ ︸
6ε/4

6 ε.

(2)⇒ (1): Pour 0 < s < 1 on a

GXn
(s)→ GX(s), n→∞,

c.à.d.
∞∑
k=0

pnks
k →

∞∑
k=0

pks
k, n→∞.

D'abord nous démontrons que

pn0 → p0, quand n→∞,
c.à.d.

P{Xn = 0} → P{X = 0}, quand n→∞.
En e�et, on observe que G′Xn

> 0 sur ]0, 1[ et donc GXn↑ sur ]0, 1[. Pour tout
0 < s < 1 on obtient

P{Xn = 0} = pn0 = GXn(0) 6 GXn(s) =
∑
k>0

pkns
k 6 pn0 +

∑
k>1

sk = pn0 +
s

1− s
,

et donc

GXn
(s)− s

1− s
6 P{Xn = 0} 6 GXn

(s).

On déduit que

GX(s)− s

1− s
6 lim inf

n→∞
P{Xn = 0} 6 lim sup

n→∞
P{Xn = 0} 6 GX(s)
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et puis, en passant à la limite s ↓ 0,

lim
n→∞

P{Xn = 0} = GX(0) = P{X = 0}.

On procède maintenant par récurrence. Supposons que pnk → pk pour k < r. Alors,
on a pour 0 < s < 1,

GXn
(s)−

∑r−1
k=1 p

n
ks
k

sr
n→∞−→

GX(s)−
∑r−1
k=1 pks

k

sr
,

c.à.d.
Hn(s) :=

∑
k>0

pnk+rs
k n→∞−→

∑
k>0

pk+rs
k =: H(s).

On peut donc répéter le raisonnement précédent pour obtenir:

Hn(0) = pnr
n→∞−→ H(0) = pr. �

Exemple 2.12. Soit (Xn)n>1 une suite de variables aléatoires telle que Xn ∼
B(n, pn) et

lim
n→∞

npn = λ > 0.

Alors

lim
n→∞

GXn
(s) = lim

n→∞
(1 + (s− 1)pn)

n

= lim
n→∞

(
1 +

(s− 1)npn
n

)n
= e(s−1)λ = GX(s)

pour une variable aléatoire X ∼ P(λ). Par le Théorème de continuité, on a donc

P{Xn = k} n→∞−→ e−λ
λk

k!
.

2.2. Théorème limite (approximation poissonienne)

Théorème 2.13 (Approximation poissonienne). Soit

(Xn,i)n∈N∗, i∈N∗, 16i6in

un �schéma en triangle� (i1 6 i2 6 i3 6 . . .) de variables aléatoires sur (Ω,A ,P)
tel que

(i) chaque Xn,i suit une loi de Bernoulli:

pn,i := P{Xn,i = 1} = 1− P{Xn,i = 0};

(ii) Xn,1, Xn,2, . . . , Xn,in sont indépendantes pour tout n;
(iii) il existe λ > 0 tel que

pn,1 + . . .+ pn,in −→ λ, quand n→∞

et max
16i6n

pn,i −→ 0, quand n→∞.

Alors pour Sn = Xn,1 + . . .+Xn,in et tout k > 0 on a:

P{Sn = k} −→ e−λ
λk

k!
, quand n→∞
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Preuve. Il faut démontrer que GSn
(s) → eλ(s−1) pour tout s ∈ ]0, 1[. En

e�et, on a

GXn,i(s) = E[sXn,i ] = pn,is+ (1− pn,i),

et donc

GSn
(s) =

in∏
i=1

GXn,i
(s) =

in∏
i=1

(pn,is+ (1− pn,i)).

D'où on obtient

logGSn
(s) =

in∑
i=1

log(pn,is+ (1− pn,i)) =

in∑
i=1

log(1− pn,i(s− 1)).

Utilisant le fait que par Taylor log(1 − x) = −x + θ(x)x avec θ(x) → 0, quand
x → 0, et comme θ(pn,i(1 − s)) 6 ε pour n > n(ε) uniformément en i et s, on
obtient

logGSn(s) = −
in∑
i=1

pn,i(1− s)︸ ︷︷ ︸
→λ(1−s)

+

in∑
i=1

θ(pn,i(1− s))pn,i(1− s).︸ ︷︷ ︸
6 ε(1−s)

in∑
i=1

pn,i→ ε(1−s)λ

Ceci montre que

logGSn(s)→ λ(s− 1), n→∞,

et donc

GSn(s)→ eλ(s−1). n→∞. �

Exemple 2.14 (Cas particulier). Soit pn,i = pn tel que npn → λ, et in := n.
Alors Sn ∼ B(n, pn), et on retrouve que

P{Sn = k} → e−λ
λk

k!
, n→∞.

Proposition 2.15 (Somme aléatoire des variables aléatoires). Soit (Xn)n>1

une suite de variables aléatoires de même loi, à valeurs dans N, et soit T une
variable aléatoire aussi à valeurs dans N. On suppose que toutes les variables
T,X1, X2, . . . sont indépendantes. On pose

Sn :=

n∑
k=1

Xk

(
c.à.d. Sn(ω) =

n∑
k=1

Xk(ω), ω ∈ Ω
)
, et

ST :=

T∑
k=1

Xk

(
c.à.d. ST (ω) =

T (ω)∑
k=1

Xk(ω), ω ∈ Ω
)
.

(On utilise la convention que
T (ω)∑
k=1

Xk(ω) := 0 pour T (ω) = 0). Alors

GST
= GT ◦GX1

.
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Preuve. Pour |s| < 1 on a

GST
(s) =

∞∑
k=0

P{ST = k}sk

=

∞∑
k=0

sk
∞∑
n=0

P{ST = k, T = n}

La famille (
sk P{ST = k, T = n}

)
(k,n)∈N×N

est absolument sommable (uniformement en s): en e�et∑
k,n

|s|k P{ST = k, T = n} 6
∑
k,n

P{ST = k, T = n} = 1.

Si on utilise en plus que P{ST = k, T = n} = P{ST = k}P{T = n}, on peut donc
calculer

GST
(s) =

∞∑
n=0

( ∞∑
k=0

skP{Sn = k, T = n}

)

=

∞∑
n=0

( ∞∑
k=0

skP{Sn = k}

)
P{T = n}

=

∞∑
n=0

GSn(s)P{T = n}

=

∞∑
n=0

GX1(s)n P{T = n}

=E
[
GX1

(s)T
]

= GT (GX1
(s)). �

Corollaire 2.16 (Identité de Wald). Supposons les mêmes hypothèses que
dans la Proposition.

(1) Si E[X1] <∞ et E[T ] <∞, alors E[ST ] <∞ et E[ST ] = E[X1]E[T ].
(2) Si X1 et T admettent un moment d'ordre deux, il en est de même pour ST , et

on a:
var(ST ) = var(X1)E[T ] + E[X1]2 var(T ).

Preuve.

(1) On sait que
GST

(s) = GT (GX1
(s)), |s| < 1.

Par di�erentiation on obtient

G′ST
(s) = G′T (GX1

(s)) ·G′X1
(s), −1 < s < 1.

Utilisant que GX1(s) ↑ 1 quand s ↑ 1, on déduit que

G′ST
(1−)︸ ︷︷ ︸

=E[ST ]

= G′T (1−)︸ ︷︷ ︸
=E[T ]

·G′X1
(1−)︸ ︷︷ ︸

=E[X1]

.

(2) Par di�erentiation de la relation G′ST
(s) = G′T (GX1(s)) ·G′X1

(s) une autre
fois, on obtient

G′′ST
(s) = G′′T (GX1

(s)) ·G′X1
(s)2 +G′T (GX1

(s)) ·G′′X1
(s)2, s ∈ ]− 1, 1[.
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Pour s ↑ 1, on en déduit que

G′′ST
(1−) = G′′T (1−) ·G′X1

(1−)2 +G′T (1−) ·G′′X1
(1−)2.

Autrement dit, on a

E[ST (ST − 1)] = E[T (T − 1)]E[X1]2 + E[T ]E[X1(X1 − 1)].

Avec ceci, on obtient

var(ST ) = E[ST (ST − 1)] + E[ST ]− E[ST ]2

= (E[T 2]− E[T ])E[X1]2 + E[T ] (E[X2
1 ]− E[X1]) + E[X1]E[T ]− E[X1]2E[T ]2

= (E[X2
1 ]− E[X1]2)E[T ] + E[X1]2 (E[T 2]− E[T ]2)

= var(X1)E[T ] + E[X1]2 var(T ). �

2.3. Processus de branchement: le processus de Galton-Watson

Le modèle de Galton-Watson a été introduit en 1873 dans une correspondance
entre Sir Francis Galton et Révérend Henry Williams Watson en vue d'étudier la
statistique des noms de famille dans l'Angleterre victorienne et en particulier à
l'extinction de ces noms. On a cherché une explication de la disparition progressive
des grands noms de l'aristocratie anglaise.

Hypothèses:

(1) Une population évolue par générations: on note Zn le nombre d'individus de
la nième génération.

(2) Chaque membre de la nième génération donne naissance à une �famille� des
descendantes mâles (éventuellement vide) de la generation suivante:

Z0 = 1

Zn+1 = Xn+1
1 + . . .+Xn+1

Zn
, n ≥ 0.

Les tailles Xn
k de chaque famille forment des variables aléatoires indépendantes;

toutes de même loi. On note

µ := E[Xn
k ] et σ2 = var(Xn

k ).

Par example,

0

1

2

3

etc

Z0(ω) = 1

Z1(ω) = X1
1 (ω) = 2

Z2(ω) = X2
1 (ω) +X2

2 (ω) = 3 + 2 = 5

Z3(ω) = X3
1 (ω)︸ ︷︷ ︸
=0

+X3
2 (ω)︸ ︷︷ ︸
=1

+X3
3 (ω)︸ ︷︷ ︸
=2

+X3
4 (ω)︸ ︷︷ ︸
=0

+X3
5 (ω)︸ ︷︷ ︸
=3

= 6.
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Remarque 2.17. Utilisant la notion

Gn(s) := GZn
(s) et G(s) := GXn

k
(s),

on obtient

G1(s) = G(s), et

Gn(s) = (Gn−1 ◦G)(s) = (G ◦ . . . ◦G)︸ ︷︷ ︸
n-fois

(s) , n > 2.

En plus, on observe

E[Zn] = E[Xn
1 ]︸ ︷︷ ︸

=µ

E[Zn−1] = . . . = µn

et

var(Zn) = var(Xn
1 )︸ ︷︷ ︸

=σ2

E[Zn−1]︸ ︷︷ ︸
=µn−1

+E[Xn
1 ]︸ ︷︷ ︸

=µ2

var(Zn−1) = σ2µn−1 + µ2 var(Zn−1).

Corollaire 2.18. On a

var(Zn) =

{
nσ2 si µ = 1,
σ2(µn−1)µn−1

µ−1 si µ 6= 1.

Preuve. 1. Soit µ = 1. Alors on trouve

var(Zn) = σ2 + var(Zn−1) = . . . = nσ2 + var(Z0)︸ ︷︷ ︸
=0

.

2. Soit maintenant µ 6= 1. On procède par récurrence.

n = 0 : var(Z0) = 0.
n− 1 7→ n :

var(Zn) = σ2µn−1 + µ2 var(Zn−1)

= σ2µn−1 +
σ2(µn−1 − 1)µn

µ− 1

= σ2 µ
n − µn−1 + µ2n−1 − µn

µ− 1

=
σ2(µn − 1)µn−1

µ− 1
. �

Problème. On remarque que

{Zn = 0} ↑
∞⋃
n=1

{Zn = 0} = {Zn = 0 pour un n ∈ N∗}

=
{

lim
n→∞

Zn = 0
}

= {Zn → 0} �extinction�.

On a donc

P{Zn = 0} ↑ P{Zn → 0}.

Question : Comment calculer la probabilité

η := P{Zn → 0} = P{�extinction�}?
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Théorème 2.1. Soit µ = E[Z1] <∞ et 0 < σ2 = var(Z1) <∞.

(1) La probabilité d'extinction

η = P{∃n ∈ N : Zn = 0} = P
{

lim
n→∞

Zn = 0
}

est donnée par la plus petite racine positive de l'équation

s = G(s).

(2) En plus, on a

µ 6 1⇒ η = 1

µ > 1⇒ η < 1.

Preuve. (1) On remarque que la suite

ηn = P{Zn = 0}
est croissante et bornée par 1. Donc ηn est une suite convergente. De plus,

ηn ↑ P (∪n{Zn = 0}) = η.

Puisque G est continue, on obtient

ηn︸︷︷︸
→ η

= Gn(0) = G(Gn−1(0)) = G(ηn−1)︸ ︷︷ ︸
→ G(η)

.

Par conséquent, η est une racine positive de l'équation s = G(s).

(2) If faut démontrer que η est la plus petite racine positive de l'équation

s = G(s).

Supposons que α soit une autre racine positive de s = G(s). Il faut montrer que
η 6 α. En e�et, comme

G′(s) = E[Z1s
Z1 ] =

∑
k>1

ksk−1P{Z1 = k} > 0, si s > 0,

on note que G|[0, 1] est une fonction croissante. Donc on a

η1 = G(0) 6 G(α) = α

η2 = G(η1) 6 G(α) = α

... etc

Par récurrence, on obtient

ηn 6 α pour tout n,

et donc
η 6 α.

Autrement dit, η est bien la plus petite racine positive de l'équation s = G(s).

(3) On remarque en plus que la fonction G est convexe sur [0, 1]:

G′′(s) = E[Z1(Z1 − 1)sZ1−2]

=

∞∑
k>2

k(k − 1)sk−2P{Z1 = k} > 0, si s > 0.
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Si µ > 1, la fonction G est même strictement convexe, car

P{Z1 > 2} > 0.

(En e�et, supposons que P{Z1 > 2} = 0, alors P{Z1 = 1} = 1 car E[Z1] > 1, et
donc σ2 = var(Z1) = 0). De plus on a

G(1) = 1 et G′(1−) = µ.

Les deux courbes y = G(s) et y=s ont généralement deux points d'intersection:

η et 1.

Rappellons que G(0) = P{Z1 = 0}.

µ < 1 (�subcritical�) µ = 1 (�critical�) µ > 1 (�supercritical�)

µ < 1 : G′(1−) = µ < 1; les deux points d'intersection η et 1 coïncident;

µ = 1 : G est strictement convexe et G′(1−) = 1, donc G(s) > s pour 0 6 s < 1,

et η = 1;

µ > 1 : on a 0 6 η < 1, et η = 0 si et seulement si P{Z1 = 0} = 0. �

Exemple 2.19. (Probabilité de survie des familles nobles) Le nom de famille
est transmis à tout les enfants mâles par leur père; le nombre de �ls d'une famille
est une variable aléatoire à valeurs dans N. On pose

p` := P{Z1 = `} = P{X1
1 = `}, ` = 0, 1, 2, . . .

Supposons que

p0 =
1

8
, p1 =

3

8
, p2 =

3

8
, p3 =

1

8
.

Alors

E[Z1] = E[X1
1 ] = 0 · 1

8
+ 1 · 3

8
+ 2 · 3

8
+ 3 · 1

8

=
12

8
=

3

2
= µ > 1
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et

G(s) = E[sZ1 ] = p0 + p1s+ p2s
2 + p3s

3

=
1

8
+

3

8
s+

3

8
s2 +

1

8
s3.

Donc, on obtient:

s point �xe de G⇐⇒ s = G(s)

⇐⇒ s =
1

8
+

3

8
s+

3

8
s2 +

1

8
s3

⇐⇒ 1− 5s+ 3s2 + s3 = 0

⇐⇒ (s− 1)(s2 + 4s− 1) = 0.

Trivialement, s = 1 est a point �xe; les deux autres solutions sont s = −2 ±
√

5.
Par conséquent,

η = −2 +
√

5.

Conclusion. On trouve

P{�extinction du nom de famille�} = −2 +
√

5 ≈ 0.27



CHAPTER 3

Fonctions génératrices des moments et le théorème

de Cramér

3.1. Propriétés des fonctions génératrices des moments

Définition 3.1. La fonction génératrice des moments d'une variable aléatoire
réelle X est la fonction

MX : R→ ]0,∞], MX(t) = E[etX ].

On remarque que pour une variable aléatoire X à valeurs dans N, on a

MX(t) = GX(et).

En e�et, pour tout t tel que et < rayon de convergence de GX , on a

GX(et) = E[(et)X ] = E[etX ] = MX(t).

Remarque 3.2 (Propriétés élémentaires).

(i) On a toujours MX(0) = 1.
(ii) Si X est bornée, alors MX est dé�nie et continue sur R.
(iii) Si la loi de X est symétrique (c.à.d. si X et −X ont même loi), alors MX est

une fonction paire.
(iv) Pour tout a, b ∈ R,

MaX+b(t) = ebtMX(at).

Proposition 3.3. Supposons qu'il existe t0 > 0 tel que

MX(t) <∞ pour tout t ∈ ]− t0, t0[.

(1) Alors E[|X|n] <∞ pour tout n ∈ N.
(2) On a

MX(t) =

∞∑
n=0

E[Xn]
tn

n!
, |t| < t0.

En particulier,

M
(n)
X (0) = E[Xn].

Preuve.

(1) Utilisant que pour 0 < t < t0,

|x|n 6 n!

tn
et|x| 6

n!

tn
(
et x + e−t x

)
, n > 1,

on a

E [|X|n] 6
n!

tn
(
MX(t) +MX(−t)

)
, 0 < t < t0.

33
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(2) On observe que pour |t| < t0:

N∑
n=0

E[Xn]
tn

n!
= E

[
N∑
n=0

(tX)n

n!

]
N→∞−→ E

[ ∞∑
n=0

(tX)n

n!

]
= E[etX ].

Pour la convergence on utilise la convergence dominée:∑
n∈N

|tX|n

n!
= e|tX| 6 etX + e−tX . �

Proposition 3.4. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes.
Alors

MX+Y (t) = MX(t)MY (t).

Preuve. On a

E[et(X+Y )] = E[etXetY ] = E[etX ]E[etY ]. �

Remarque 3.5. Si X est une variable aléatoire continue avec densité fX , alors

MX(t) = E[etX ] =

∫ ∞
−∞

etxfX(x) dx

La fonction

LX(t) := MX(−t) =

∫ ∞
−∞

e−txfX(x) dx

s'appelle transformée de Laplace de fX .

Résultat d'analyse. La fonction fX est uniquement déterminée par sa transformée
de Laplace LX . Plus généralement, on peut démontrer la proposition suivante.

Proposition 3.6 (Théorème d'unicité). Soit t0 > 0. Soient X et Y deux
variables aléatoires telles que

MX(t) = MY (t) <∞, |t| < t0.

Alors X et Y ont la même loi.

Exemple 3.7. a) Soit X une variable normale N(0, 1). Alors

fX(x) =
1√
2π
e−x

2/2

et on obtient

MX(t) = E[etX ] =
1√
2π

∫ ∞
−∞

e−x
2/2+tx dx.

Utilisant que

−x
2

2
+ tx = −1

2
(x− t)2 +

t2

2
,

on déduit

MX(t) = et
2/2 1√

2π

∫ ∞
−∞

e−(x−t)2/2 dx

= et
2/2 1√

2π

∫ ∞
−∞

e−u
2/2 du︸ ︷︷ ︸

=1

= et
2/2, avec u = x− t.
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b) Dans le cas général d'une variable X normale N(µ, σ2), on peut écrire

X = σG+ µ avec G une variable N(0, 1).

D'où on déduit
MX(t) = eµte

1
2σ

2t2 , t ∈ R.

Corollaire 3.8. Pour une variable X qui suit la loi N(µ, σ2) on a

M ′X(t) = (µ+ σ2t)MX(t), et

M ′′X(t) =
(
σ2 + (µ+ σ2t)2

)
MX(t),

en particulier

M ′X(0) = µ = E[X]

M ′′X(0) = σ2 + µ2 = E[X2].

D'où on retrouve bien la variance d'une variable aléatoire suivant la loi N(µ, σ2):

var(X) = E[X2]− E[X]2 = σ2 + µ2 − µ2 = σ2.

3.2. Inégalités de Cherno�

Définition 3.9. Soit X une variable aléatoire réelle telle que

MX(t) = E[etX ] <∞ pour tout t ∈ R.
On appelle transformée de Cramér de X la fonction

I : R→ [0,∞], IX(a) =


sup
t>0

(
at− logMX(t)

)
, a > 0,

sup
t60

(
at− logMX(t)

)
, a 6 0.

On appelle ΛX(t) := logMX(t) la transformée log-Laplace de X.

Théorème 3.1. (Inégalités de Cherno�) Soit X une variable aléatoire telle que

MX(t) <∞ pour t ∈ R.
Alors on a, pour tout a > 0,{

P{X > a } 6 e−IX(a)

P{X 6 −a} 6 e−IX(−a).

Preuve. Fixons a > 0. Soit t > 0. Alors

et(X−a) > 1{X>a}

et donc
E[et(X−a)] > P{X > a}.

Utilisant que

E[et(X−a)] = e−at E[etX ] = e−(at−ΛX(t)) avec ΛX(t) = logMX(t),

on obtient

P{X > a} 6 e−(at−ΛX(t)).

et donc

P{X > a} 6 exp

(
− sup
t>0

(
at− ΛX(t)

))
= e−IX(a).
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Soit maintenant t 6 0. De la manière analogue, on obtient

P{X 6 −a} = E[1{X6−a}] 6 E[et(X+a)] = eta+ΛX(t) = e−(−at−ΛX(t)),

et d'où

P{X 6 −a} 6 exp

(
− sup
t60

(
− at− ΛX(t)

))
= e−IX(−a). �

Proposition 3.10. Soit (Xn)n>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. de
même loi que X et supposons que

MX(t) <∞ pour tout t ∈ R.

Notons

Sn := X1 + . . .+Xn

et

X̄ :=
Sn
n

=
X1 + . . .+Xn

n

la moyenne empirique. Alors on a

IX̄(a) = n IX(a), a ∈ R.

Preuve. On a

MX̄t = E
[
et

X1+...+Xn
n

]
= E

[
e

t
nX1+...+ t

nXn

]
=

n∏
i=1

E
[
e

t
nXi

]
=

n∏
i=1

MXi

(
t

n

)
= MX

(
t

n

)n
.

On obtient

ΛX̄(t) = nΛX

(
t

n

)
,

et puis pour a > 0,

IX̄(a) = sup
t>0

(
at− nΛX

(
t

n

))
= n sup

t>0

(
a
t

n
− ΛX

(
t

n

))
= n IX(a).

Pour a 6 0, on a la même relation avec la même démonstration. �

Corollaire 3.11 (Théorème de Cramér, 1938). Sous les conditions de Propo-
sition 3.10 on a, avec I = IX1 ,

P
{
Sn
n
> a

}
6 e−nI(a)

P
{
Sn
n
6 −a

}
6 e−nI(−a)

 pour tout a > 0.
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Lemme 3.12. Considérons la fonction

ρ : t 7−→ ta− logE[etX ] = ta− logMX(t).

On a les propriétés suivantes:

(1) ρ(0) = 0;

(2) ρ′(t) = a− M ′X(t)

MX(t)
= a− E[XetX ]

E[etX ]
; en particulier, ρ′(0) = a− E[X].

(3) La fonction ρ est concave,

ρ′′(t) =
d

dt

(
a− M ′X(t)

MX(t)

)
= −

(
M ′′X(t)

MX(t)
− M ′X(t)2

MX(t)2

)
= −

(
E[X2etX ]

E[etX ]
−
(
E[XetX ]

E[etX ]

)2
)

︸ ︷︷ ︸
>0

6 0.

En e�et, par Cauchy-Schwarz(
E[XetX ]

)2
= (E[eX/2 ·XeX/2])2 6 E[etX ]E[X2etX ].

Exemple 3.13. Soit a > E[X]. Alors ρ(0) = 0, ρ′(0) > 0 et ρ est concave.

Définition 3.14. Soit X une variable aléatoire réelle telle que

MX(t) = E[etX ] <∞ pour tout t ∈ R.
On pose

ΛX(t) = log(MX(t)) (transformée log-Laplace)

et

ÎX(x) = sup
t∈R

(
tx− ΛX(t)

)
, x ∈ R (transformée de Legendre de ΛX).

Corollaire 3.15 (Théorème de Cramér-Cherno�). Soit (Xn)n>1 une suite de
variables aléatoires i.i.d. telle que MX1(t) <∞ pour tout t ∈ R. On note

µ = E[X1], Î = ÎX1
et Λ = ΛX1

.

Soit Sn = X1 + . . .+Xn. Alors on a

(i) P
{
Sn
n
> x

}
6 e−nÎ(x) pour tout x ∈ [µ,∞[ ;

(ii) P
{
Sn
n
6 x

}
6 e−nÎ(x) pour tout x ∈ ]−∞, µ].

Preuve. Sans restrictions, on peut se ramener au cas µ = 0, sinon on passe
de Xn à X∗n := Xn − E[Xn] = Xn − µ. En e�et, si par example x > µ, alors avec
S∗n = X∗1 + . . .+X∗n,

P
{
Sn
n
> x

}
= P

{
Sn
n
− µ > x− µ

}
= P

{
S∗n
n
> x− µ

}
!
6 e−nÎX∗1 (x−µ)

,

mais

ÎX∗1 (x− µ) = sup
t∈R

(
tx− tµ− log(E[e−tµetX1 ])

)
= sup

t∈R
(tx− tµ+ tµ− Λ(t))

= Î(x).
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Donc soit maintenant x ∈ [µ,∞[ et sans restrictions µ = 0. Par le Théorème de
Cramér, on a

P
{
Sn
n
> x

}
6 e−nI(x)

où I(x) = supt>0(tx− ΛX1(t)), car x > 0. La fonction

ρ : t 7→ tx− log(ΛX1
(t))

a les propriétés 
ρ(0) = 0

ρ′(0) = x− µ = x > 0

ρ est concave,

d'où on déduit
I(x) = sup

t>0
ρ(t) = sup

t∈R
ρ(t) = Î(x).

De même façon, on montre (ii). �

Corollaire 3.16 (Loi forte des grands nombres). Soit (Xn)n>1 une suite de
variables aléatoires i.i.d. telles que MX1

(t) <∞ pour tout t ∈ R. Alors
Sn
n

=
X1 + . . .+Xn

n
−→ E[X1] p.s.

Preuve. Sans restrictions E[X1] = 0. De grandes déviations à la loi des grands
nombres: Pour tout ε > 0, on a

P
{ ∣∣∣∣Snn

∣∣∣∣ > ε} 6 e−nÎ(ε) + e−nÎ(−ε).

Puisque Î(ε) et Î(−ε) sont strictement positifs, on déduit
∞∑
n=1

P
{ ∣∣∣∣Snn

∣∣∣∣ > ε} <∞ (convergence rapide en probabilité).

Avec le Lemme de Borel-Cantelli on obtient la conclusion:

�(3.1)
Sn
n
→ 0 p.s.



CHAPTER 4

Vecteurs gaussiens

Un vecteur aléatoire à n dimensions est une variable aléatoire X à valeurs
dans Rn. On ecrit

X = (X1, . . . , Xn).

On fait l'hypothèse que

E[X2
i ] <∞ ∀i = 1, . . . , n.

Alors on a E |XiXj | <∞ pour tout i, j.

4.1. Matrices de variance-covariance

La matrice

var(X) = (cov(Xi, Xj))16i,j6n

s'appelle matrice de variance-covariance de X.

On a

var(X) = E
[
(X − E[X])t(X − E[X])

]
= E

[
XtX

]
− E[X]tE[X]

où

E[X] = (E[X1], . . .E[Xn]).

Remarque 4.1 (Transformation linéaire). Soit A ∈ Matr(m×n;R) et b ∈ Rm.
Alors le vecteur aléatoire à m dimensions

Y = AX + b

a pour espérance

E[Y ] = AE[X] + b

et pour matrice de variance-covariance

var(Y ) = A var(X)At.

En e�et,

var(Y )ij = cov(Yi, Yj) = cov

(∑
k

AikXk,
∑
`

Aj`X`

)
=
∑
k,`

Aik cov(Xk, X`)A
t
`j

=
(
A var(X)At

)
ij
.

39
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Remarque 4.2. Soient X et Y deux vecteurs aléatoires à valeurs dans Rn
et Rm respectivement,

X = (X1, . . . , Xn) et Y = (Y1, . . . , Ym).

On dé�nit la matrice de covariance comme

cov(X,Y) = (cov(Xi, Yj)) 16i6n
16j6m

∈ Matr(n×m;R).

Remarque 4.3. Si Z = (X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym), on a

var(Z) =

( n m

n var(X) cov(X,Y )
m cov(Y,X) var(Y )

)
∈ Matr((n+m)× (n+m);R).

On remarque que cov(Y,X) = cov(X,Y )t.

Définition 4.4 (vecteur gaussien). Un vecteur aléatoire X = (X1, . . . , Xn)
de Rn est dit gaussien si pour tout a = (a1, . . . , an) ∈ Rn, la variable aléatoire

〈a,X〉 =

n∑
i=1

aiXi

est une variable réelle gaussienne.

Remarque 4.5. SiX = (X1, . . . , Xn) est gaussien à valeurs dans Rn, alors pour
tout 1 6 p 6 n et tout (i1, . . . , ip) ∈ {1, . . . , n}p, le vecteur aléatoire (Xi1 , . . . , Xip)
est gaussien.

Définition 4.6. Soit X = (X1, . . . , Xn) un vecteur aléatoire. On appelle
fonction génératrice des moments de X la fonction

MX(a) := E[e〈a,X〉], a ∈ Rn.

Remarque 4.7. Soit MX la fonction génératrice des moments d'un vecteur
aléatoire X. Si MX <∞, alors MX caractérise la loi de X. En plus,

(X1, . . . , Xn) indépendent ⇐⇒MX(a) = MX1
(a1) · . . . ·MXn

(an) ∀a ∈ Rn.

Proposition 4.8. Soit X = (X1, . . . , Xn) un vecteur gaussien avec µ = E[X]
la moyenne et C = var(X) la matrice de variance-covariance. Alors

MX(a) = e〈a,µ〉+
1
2 〈a,Ca〉, a ∈ Rn.

Preuve. On utilise que

〈a,X〉 ∼ N(〈a, µ〉, 〈a,Ca〉).
Alors, pour t ∈ R on a

MX(ta) = E[et〈a,X〉] = M〈a,X〉(t) = exp
(
〈a, µ〉t+

1

2
〈a,Ca〉t2

)
.

Il su�t de prendre t = 1. �

Corollaire 4.9. Deux vecteurs gaussiens

X = (X1, . . . , Xn) et Y = (Y1, . . . , Yn)

ont même loi si et seulement si ils ont même vecteur moyenne et même matrice
de covariance, c.à.d. si et seulement si E[Xi] = E[Yi] et cov(Xi, Xj) = cov(Yi, Yj)
pour tout i, j. En d'autres termes, la loi d'un vecteur gaussien est caracterisée par
µ = E[X] et C = var(X).
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Proposition 4.10 (vecteurs gaussiens et indépendance). Soit X = (X1, . . . , Xn)
un vecteur gaussien. Ses composantes X1, . . . , Xn sont indépendantes si et seule-
ment si X1, . . . , Xn sont non-correlées, c.à.d. si et seulement si la matrice de co-
variance var(X) est diagonale.

Preuve. Soit µ = E[X] et C = var(X). Si var(X) est diagonale, alors

〈a,Ca〉 =
∑
i

Ciia
2
i =

∑
i

var(Xi)a
2
i .

Par conséquent,

MX(a) = e〈a,µ〉+
1
2 〈a,Ca〉

= e

∑
i
aiE[Xi]+

1
2

∑
i
a2i var(Xi)

=
n∏
i=1

eaiE[Xi]+
1
2a

2
i var(Xi)

=

n∏
i=1

MXi
(ai) = MX1

(a1) · . . . ·MXn
(an).

Donc (X1, . . . , Xn) est indépendant. �

Proposition 4.11 (existence d'un vecteur gaussien). Soient µ ∈ Rn et C ∈
Matr(n × n; R). Alors, il existe un espace de probabilité (Ω,A ,P) et un vecteur
gaussien dé�ni sur (Ω,A ,P) de vecteur moyenne µ et de matrice de variance-
covariance C si et seulement si C est symétrique positive.

Preuve. �⇒� Soit X = (X1, . . . , Xn) gaussien et C = var(X). Alors Cij =
cov(Xi, Xj) = cov(Xj , Xi) = Cji et 〈a,Ca〉 = var(〈a,X〉) > 0 ∀a ∈ Rn.
�⇐� Soit C ∈ Matr(n× n;R) symétrique. Alors:

C positive ⇔ ∃A ∈ Matr(n× n; R) telle que C = A ·At

⇔ 〈a,Ca〉 > 0, ∀a ∈ Rn.

Soient X1, . . . , Xn indépendantes telles que Xi ∼ N(0, 1) pour i = 1, . . . , n. Con-
sidérons X = (X1, . . . Xn). Alors

E[X] = (E[X1], . . . ,E[Xn]) = 0

et

var(X) = 1n =

1 0 . . . 0
0 1 . . . 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . 1

 .

Donc,
Y := A ·X + µ

a pour espérance
E[Y ] = A · E[X]︸ ︷︷ ︸

=0

+ µ = µ

et pour matrice variance-covariance

var(Y ) = A var(X)︸ ︷︷ ︸
=1n

At = A ·At = C. �
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Notation 4.12. Pour une matrice C ∈ Matr(n× n;R) symétrique positive et
un vecteur µ ∈ Rn on note

− N(µ,C) la loi gaussienne sur Rn de moyenne µ et de matrix de variance-
covariance C;

− N(0,1n) la loi gaussienne standard sur Rn.

4.2. Vecteur gaussien et densité

Soit X = (X1, . . . , Xn) un vecteur aléatoire à n dimensions. La loi de X est
dite absolument continue, si'l existe une densité fX : Rn → R+ mesurable telle que

E[h(X)] =

∫
Rn

h(x)fX(x) dx

=

∫ ∞
−∞

. . .

∫ ∞
−∞

h(x1, . . . , xn)fX(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn

pour toute fonction h : Rn → R+ mesurable.

Par exemple, pour

h = 1]−∞,a1] × . . .× 1]−∞,an],

on obtient

E[h(X)] =

∫ a1

−∞
. . .

∫ an

−∞
fX(x1, . . . xn) dx1 . . . dxn

= P{X1 6 a1, . . . , Xn 6 an}.

Dans ce cas E[h(X)] est la fonction de répartition de X:

FX(a) = P{X1 6 a1, . . . , Xn 6 an}, a = (a1, . . . , an) ∈ Rn.

Proposition 4.13. Soit X = (X1, . . . , Xn) gaussien de moyenne µ et de ma-
trice variance-covariance C. Alors:

(1) La loi de X est absolument continue si et seulement si C = var(X) inversible.
(2) Si C est inversible, alors X admet pour densité la fonction

fX(x) =
1

(2π)n/2
√

detC
exp

(
−〈x− µ,C

−1(x− µ)〉
2

)
, x ∈ Rn.

Preuve. Si la matrice C est symétrique positive, alors il existe une matrice
A ∈ Matr(n× n;R) telle que

C = A ·At.
Soit Z = (Z1, . . . , Zn) ∼ N(0,1n). Alors X a même loi que AZ+µ. Les Z1, . . . , Zn
sont des variables aléatoires réelles i.i.d. de loi N(0, 1). Donc Z = (Z1, . . . , Zn) a
pour densité la fonction

fZ : Rn → R+, fZ(x) :=

n∏
i=1

1√
2π
e−x

2
i /2 =

1

(2π)n/2
e−‖x‖

2/2, x ∈ Rn.

Considérons maintenant la fonction

g : Rn → Rn, z 7→ Az + µ.
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• Supposons que C soit inversible, alors A est aussi inversible, car

0 6= detC = (detA)2.

Donc g : Rn → Rn est une bijection, C∞, de matrice Jacobienne

Jg(z) = A.

Donc,

E[h(X)] = E[h ◦ g(Z)]

=

∫
Rn

h(g(x))fZ(x) dx

=

∫
Rn

h(x)fZ(g−1(x))
1

|detA|
dx,

car Jg−1(x)| = |detA−1| = |detA|−1. Donc, la fonction

fX(x) := fZ(g−1(x))
1

|detA|
, x ∈ Rn,

est une densité pour X. On trouve

fX(x) =
1

(2π)n/2
1

|detA|
exp

(
− ‖A

−1(x− µ)‖2

2

)
=

1

(2π)n/2
1√

detC
exp

(
− 〈x− µ,C

−1(x− µ)〉
2

)
car

‖A−1(x− µ)‖2 = 〈A−1(x− µ), A−1(x− µ)〉
= 〈(x− µ), (A−1)tA−1(x− µ)〉
= 〈(x− µ), (A ·At)−1(x− µ)〉
= 〈(x− µ), C−1(x− µ)〉.

• Supposons C non inversible, alors A n'est pas inversible et

detA =
√

detC = 0.

Par conséquent,
H := g(Rn) = ImA+ µ

est un sous-espace a�n de Rn de dimension dimH = rangA < n. En particulier,

measure de Lebesgue de H = λn(H) = 0.

Avec l'hypothèse que la loi de X soit absolument continue de densité fX , on obtient
une contradiction:

1 = P{AZ + µ ∈ H} = P{X ∈ H}

=

∫
Rn

1H(x)fX(x) dx

=

∫
H

fX(x)λn(dx) = 0.

Donc, la loi de X n'est pas absolument continue. �
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Notation 4.14. Tout vecteur gaussien dont la matrice de variance-covariance
n'est pas inversible est dit dégénéré. La loi d'un tel vecteur est appelée loi gaussienne
dégénérée.

Définition 4.15 (fonction caractéristique). Soit X un vecteur aléatoire de Rm.
On appelle fonction caractéristique de X la fonction

ϕX : Rm → C,

ϕX(a) := E[ei〈a,X〉] = E[cos〈a,X〉] + iE[sin〈a,X〉].

On note que

ϕX(a) = ϕ〈a,X〉(1), a ∈ Rm.

Exemple 4.16. Soit X ∼ N(µ,C), c.à.d. pour tout a ∈ Rm,

〈a,X〉 ∼ N(〈a, µ〉, 〈a,Ca〉).

Alors

ϕX(a) = ϕ〈a,X〉(1) = ei〈a,µ〉−
1
2 〈a,Ca〉, a ∈ Rm.

Remarque 4.17 (Convergence en loi; voir cours de Probabilité et Statistiques 2).
Soit (Xn)n>1 une suite de variables aléatoires à valeurs dans Rm et soit X une vari-
able aléatoire continue à valeurs dans Rm. On note

FXn(a) = P{Xn
1 6 a1, . . . , X

n
m 6 am}

la fonction de répartition de Xn, et FX la fonction de répartition de X.

Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) ϕXn(a)→ ϕX(a) pour tout a ∈ Rm.
(2) E[h(Xn)]→ E[h(X)] pour toute fonction h : Rm → R continue et borneé.
(3) FXn(a)→ FX(a) pour tout a ∈ Rm.
Si une des ces conditions est véri�ée, on dit que (Xn)n>1 converge en loi vers X,
et l'on note

Xn L−→ X.

Corollaire 4.18. Les conditions suivantes sont equivalentes:

(1) Xn L−→ X dans Rm;
(2) Pour tout a ∈ Rm on a la convergence 〈a,Xn〉 L−→ 〈a,X〉 dans R.

Définition 4.19. Soient X1, . . . , Xn indépendantes et de loi N(0, 1). La loi de

U := X2
1 + . . .+X2

n

s'appelle loi du chi-carré à n-degrés de liberté. On la note χ2
n.

Exemple 4.20. On a

fχ2
n
(t) =

tn/2−1

2n/2Γ(n/2)
e−t/2 1R+

(t), t ∈ R.

Preuve par récurrence.
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0

densité du χ2
nn = 1

n = 2

n = 3

n = 4

n = 5

n = 6

n = 7

n = 8

4.3. Théorème de Cochran

Théorème 4.1 (de Cochran). Soit X un vecteur aléatoire à valeurs dans Rm
de loi N(0, σ21m) avec σ 6= 0. Soient E1, . . . , Er des sous-espaces vectoriels de Rm,
deux à deux orthogonaux, dimEi > 1 pour tout i, tels que

Rm =

r⊕
i=1

Ei.

Notons Pi la matrice de la projection orthogonale sur Ei (dans la base canonique),
i = 1, . . . , r. Alors

(1) PiX, i = 1, . . . , r, sont des vecteurs gaussiens mutuellement indépendants;

(2) PiX ∼ N(0, σ2Pi) pour tout i = 1, . . . , r;

(3)
‖PiX‖2

σ2
∼ χ2

dimEi
pour tout i = 1, . . . , r.

Preuve. Soit di := dimEi pour i = 1, . . . , r et d0 := 0. On note mi :=
i−1∑
k=0

dk

pour i = 1, . . . , r, et on �xe une base orthonormée (v1, . . . , vm) de Rm adaptée à la
décomposition

Rm =

r⊕
i=1

Ei.

Autrement dit, pour tout 1 6 i 6 r, la famille

(vmi+1, . . . , vmi+1)

est une base orthonormée de Ei.
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Posons Yj := 〈vj , X〉. Alors

Y := (Y1, . . . , Ym) = P tX

où P est la matrice du passage de la base canonique de Rm à la base (v1, . . . , vm).
Donc,

Y ∼ N(0, P t(σ21m)P ) = N(0, σ21m),

c.à.d. les variables aléatoires Y1, . . . , Ym sont i.i.d. de loi N(0, σ2). Par conséquent,
les variables

PiX =

mi+1∑
j=mi+1

Yjvj , 1 6 i 6 r,

sont indépendantes, et
PiX ∼ N(0, Pi(σ

21m)P ti︸ ︷︷ ︸
σ2Pi

),

car Pi1mP ti = PiP
t
i = P 2

i = Pi. Finalement, comme v1, . . . , vm est une base
orthonormée de Rm, on obtient

‖PiX‖2

σ2
=

mi+1∑
j=mi+1

Y 2
j

σ2
.

Les variables
Y1

σ
, . . . ,

Ym
σ

sont i.i.d. et suivent la loi N(0, 1). Donc la loi de ‖PiX‖2/σ2 est chi-carré à

mi+1 −mi = di = dimEi

degrés de liberté. �

Théorème 4.2 (Théorème de la limite central; cas multi-dimensionnel). Soient
X1, X2, . . . des variables aléatoires i.i.d. à valeurs dans Rm telles que E[X1] = 0 et
E[‖X1‖2] <∞. Notons

Sn :=

n∑
i=1

Xi.

Alors
Sn√
n

L−→ N(0, C), quand n→∞,

où C = var(X1), c.à.d. C`k = E[X1,`X1,k] pour 1 6 `, k 6 m.

Preuve. Soit a ∈ Rm et X̂i := 〈a,Xi〉. Alors les (X̂i) sont i.i.d. de moyenne
E[X̂i] = 0 et de variance égale à var(X̂i) = 〈a,Ca〉 = σ2. Soit

Ŝn :=

n∑
i=1

X̂i.

Alors var(Ŝn) = n〈a,Ca〉 = nσ2. Donc (par le cas uni-dimensionnel du Théorème
limite central)

Ŝn√
var(Ŝn)

=
Ŝn√
nσ

L−→ N(0, 1),
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c.à.d. Ŝn/
√
n

L−→ N(0, σ2). Par conséquent,

〈a, Sn〉√
n

L−→ N(0, 〈a,Ca〉) ∀a ∈ Rm,

autrement dit Sn/
√
n

L−→ N(0, C), car φ
Sn/
√
n
(a) = φ〈a,Sn〉/

√
n
(1). �

4.4. Le test du χ2

Soit (Ω,A ,P) un espace de probabilité et

Ω = C1 ∪̇ . . . ∪̇ Cm
une décomposition de Ω où Ci ∈ A et m > 2. Soient Y1, . . . , Yn i.i.d. sur (Ω,A ,P)
à valeurs dans {1, . . . ,m} telles que

P{Yi = k} = µk (inconnue), k = 1, . . . ,m.

Considérons

Nn
k :=

n∑
i=1

1{Yi=k}, k = 1, . . . ,m.

Soit p une distribution de probabilité sur {1, . . . ,m}:

pk > 0, k = 1, . . . ,m (pk =̂ �probabilité de Ck�).

On veut tester l'hypothèse

(H0) µ = p contre (H1) µ 6= p

Heuristique. Sous l'hypothèse H0 on a

E[Nn
k ] = npk.

Donc, on va rejeter H0 si les déviations Nn
k − npk sont �assez grandes�.

Considérons la �statistique�

Tn :=
m∑
k=1

(Nn
k − npk)2

npk
(Pearson's sample function).

Idée: Si la valeur de Tn est �assez grande�, on rejette H0.

Théorème 4.3 (Pearson, 1900). Sous l'hypothèse H0:

�Y1, . . . , Yn i.i.d. de loi p�,

on a

Tn
L−→ χ2

m−1, quand n→∞.

Preuve. (1) Sous l'hypothèse H0,

(Nn
1 , . . . , N

n
m)

suit la loi multinomiale de paramètres (n; p1, . . . , pm), c.à.d.

P{Nn
1 = n1, . . . , N

n
m = nm} =

n!

n1! · . . . · nm!
pn1

1 · . . . · pnm
m ,



48 4. VECTEURS GAUSSIENS

pour tout n1, . . . , nm ∈ N tels que n1 + . . .+ nm = n. On remarque que

n!

n1! · . . . · nm!
=

(
n

n1

)
·
(
n− n1

n2

)
· . . . ·

(
n− n1 − n2 − . . .− nm−1

nm

)
.

(2) On note √
p := (

√
p1, . . . ,

√
pm) (⇒ ‖√p‖ = 1)

et pour x, y ∈ Rm:
x⊗ y ∈ Matr(m×m;R), (x⊗ y)k` := xky`.

Alors

Zn :=

(
Nn

1 − np1√
np1

, . . . ,
Nn
m − npm√
npm

)
L−→ N(0, C)

où
C := 1m −

√
p⊗√p.

En e�et, sous H0,

Nn
k − nP{Y1 = k}
√
npk

=
1
√
npk

n∑
i=1

(
1{Yi=k} − E[1{Yi=k}]

)
=

1√
n

n∑
i=1

(
1{Yi=k} − E[1{Yi=k}]√

pk

)
.

Donc,

Zn =
1√
n

n∑
i=1

(
X(i) − E[X(i)]

)
avec X(i) =

(
1{Yi=1}√

p1
, . . . ,

1{Yi=m}√
pm

)
.

Par le Théorème limite central (Théorème 4.2) on obtient:

Zn
L−→ Z, quand n→∞,

avec Z ∼ N(0, C) où

Ck` = cov

(
1{Y1=k}√

pk
,
1{Y1=`}√

p`

)
=

1
√
pkp`

(
P {Y1 = k, Y1 = `} − P {Y1 = k}︸ ︷︷ ︸

=pk

P{Y1 = `}︸ ︷︷ ︸
=p`

)

=

{
−√pkp`, si k 6= `

1− pk, si k = `

=
(
1m −

√
p⊗√p

)
k`
.

(3) Rappelons que Zn et Z sont à valeurs dans Rm et que Zn
L−→ Z . Donc avec

h : Rm → R+, x 7−→ ‖x‖2,
on obtient

h(Zn)
L−→ h(Z), n→∞,

c.à.d.
Tn = ‖Zn‖2

L−→ ‖Z‖2, n→∞.
Il reste à déterminer la loi de D := ‖Z‖2. On pose

v :=
√
p et A :=

√
p⊗√p.
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Alors on trouve
Ax = 〈x, v〉 v

pour tout x ∈ Rm. La matrice A est donc la matrice de la projection orthogo-
nale sur E1 := span(v), et par conséquent,

C = 1m −A
est la matrice de la projection orthogonale sur E2 := E⊥1 (dimE2 = m− 1).

Par le Théorème de Cochran on obtient:

(a) Z a même loi que CU avec U ∼ N(0,1m), et
(b) D = ‖Z‖2 a même loi que ‖CU‖2 ∼ χ2

dimE2
= χ2

m−1. �

Exemple 4.21 (Expérience de Gregor Johann Mendel; 8 février 1856). On
croise 2 populations (pures) de pois, et on s'intéresse aux caractères �couleur � et
�forme�. On a

�couleur �

{
C (jaune), dominant

c (vert), récessif

�forme�

{
R (rond), dominant

r (ridé), récessif.

Mendel découvre qu'un caractère peut présenter deux formes di�érentes (aujourd'hui
appelées allèles ou gènes homologues). Un organisme hérite de deux facteurs pour
chaque caractère (les facteurs héréditaires de Mendel sont aujourd'hui appelés �al-
lèles�). Le facteur dominant masque le facteur récessif. Mendel a noté le facteur
dominant à l'aide d'une majuscule et l'autre, le récessif, à l'aide de la même lettre
mais en minuscule.

En croisant deux individus de génotype CcRr, il y a 16 génotypes équiprobables
pour les descendants:

CCRR −→ jaune, ronde

CcRR −→ jaune, ronde

cCRR −→ jaune, ronde

ccRR −→ vert, ronde

CCRr −→ jaune, ronde

CcRr −→ jaune, ronde

cCRr −→ jaune, ronde

ccRr −→ vert, ronde

CCrR −→ jaune, ronde

CcrR −→ jaune, ronde

cCrR −→ jaune, ronde

ccrR −→ vert, ronde

CCrr −→ jaune, ridé

Ccrr −→ jaune, ridé

cCrr −→ jaune, ridé

ccrr −→ vert, ridé
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Les phénotypes devraient être distribués de la façon suivante:

jaune, rond jaune, ridé vert, rond vert, ridé

Fréquence théorique 9
16

3
16

3
16

1
16

E�ectifs (n = 556) 315 101 108 32

Fréquence empirique 315
556

101
556

108
556

32
556

H0 : les fréquences d'apparition des di�érents caractères sont bien données par les
prédictions de Mendel :

9

16
,

3

16
,

3

16
,

1

16
.

Alors

T556 =

(
315− 556× 9

16

)2
556× 9

16

+ . . .+

(
32− 556× 1

16

)2
556× 1

16

∼= 0,47.

Pour un seuil de 5%, on obtient

PH0
{χ2

3 > C} = 0,05 avec C ≈ 7,82.

Puisque 0, 47� 7,82 on ne rejette pas l'hypothèse H0.


